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ELEMENTS DE LA THEORIE DES n-CATEGORIES

VLADIMIR V. TOPENCAROV

On définie la notion de n-catégor.e et on ¢étudie les propriétés principales de cette
structure algébrique. La catégorie de homomorphismes (n-foncteur) entre n-catégories est
construite et ces propri¢tés essentielles ainsi que celles du foncteur d’oublie vers la caté-
gorie des applications. Plusieurs exemples de n-catégories sont indiqués.

Introduction. Soit 917, un univers et un élément C¢9i(,, appelé Cans la
suite classe. Le but de cet article est de construire dans C une structure
algébrique qui pour n-—2 se réduit a une catégorie.

Habituellement en algébre on fait ’étude systématique des lois de com-
position (internes ou externes, partout ou partiellement définies) binaires [2].
Des recherches rares ont été faites sur les lois de composition ternaires
[11,12] et n-aires [5], partout définies.

Derniérement l'intérét vers ce domaine a beaucoup augmenté, faisant
suite au développement des algébres universelles. Celles-ci [4, 10] abordent
le probleme des lois de composition internes et externes de parité supé-
rieure a 2, sans s’intéresser apparemment aux justifications intuitives. Pour-
tant des ,justifications* existent. Les recherches sur les fondements algé-
briques de la géométrie différentielle ont amené V. V. Wagner a I'étude
systématique des lois de composition ternaire [14], de certaines lois r-aires
[13] et de lois ternaires et partielles [15].

La théorie des n-catégories, dont les bases sont exposées dans ce tra-
vail, est une théorie algébrique a loi de composition interne partiellement
définie, n-aire, associative, avec unités (dont la classe ne se réduit pas a un
seul n-uplet) et a la relation de composabilité construite au moyen des
unités, généralisant la condition de caténarité.

Une ,justification“ de la théorie des n-catégories est donnée au para-
graphe 3; la classe des n-relations pour une loi de composition n-aire in-
terne, généralisation de celle de [17], est une n-catégorie (3.4).

La ,généralisation* n-aire de la théorie des catégories peut ctre effec-
tuée de plusieurs maniéres différentes. Celle que nous développons dans la
suite n’est que la plus simple et la plus proche des catégories — ce qui ap-
parait trés clairement si 'on se pose dans le cadre de la théorie des struc-
tures algébriques projectives de [8]. Une généralisation est la théorie clas-
sique des catégories doubles et n-uples [4].

Cet article développe en détails notre note [16]. La terminologie est
celle de [6, 7], convenablement adaptée.

1. n-graphes et n-classes. Dans ce paragraphe nous définissons la no-
tion d’application n-polaire. On construit les n-graphes, généralisation de la
notion de graphe orienté, les n-classes et leurs homomorphismes. Les pro-
blémes des poles et unités dans une n-classe sont €ludés.
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226 VLADIMIR V. TOPENCAROV

I1.1. Application polaire et n-polaire; poles. Soit C¢IN,
et ec C.

(I.LL.L1) Détinition. Une application polaire (partiellement) définie
sur C est l'application a,. C e, qui associe a tout f¢ C (pour lequel elle
est définie) l'élément e¢ C.

Soit a, une application de C dans une sous-classe C,c C et considé-
rons une partition de C={C; i¢/}; on a la définition suivante:

(1.1.2)) Définition. On appelle application localement polaire asso-
ciee a la partition |C;|ic 1} une application a, de C dans C,, telle que la
restriction de a, a une sous-classe C,¢|C; i¢l} soit une application po-
laire :

a, C; a,:C, ~e,e€C,

Lelement af) e ¢ C, est appele pole de f¢ C.

Soit a une application localement polaire a: C —C, et C,NnC  @. En
considérant la réunion CUC, K et en prolongeant a en d sur K de ma-
niére que d(e) e pour tout e¢ C,, alors d devient une application locale-
ment polaire sur K conformément a (1.1.2).

Méme le cas le plus simple, celui des catégories, exige des applications
telles qu’a tout élément f¢ C soient associés plus d'un (exactement deux
pour les catégories) poles. On définit donc:

(1.1.3) Définition. Une application n-polaire est une application A,
(partiellement) définie sur C, qui a tout f (pour lequel elle est définie)
associe le n-uplet E- (e, i¢l)¢Cs. Le n-uplet E (e, ic 1) est appelé n-uplet
polaire et I'application n-polaire sera notée A,.

Ainsi le couple (e, ¢’) des unités a droite et a gauche dars un groupe,
ot e=¢" est un couple polaire.

(I1.1.4) Proposition. Toute application n-polaire A, se représente
de maniére unique par une suite n-aire d’applications polaires a;:

[aidier=An=(a, ic]) et ALf) (e;lich (adf)lieDh, feC.

Cette situation justifie définition suivante:
(1.L1.5) Détinition. Une application localement n-polaire cst une
”

application de C dans [1C,, oi C,c C, notée A, telle que tout a,” prjA.:

C - Cy pr,AJ1IC, soit une application localement polaire au sens de
(1.1.2).

l))'aprés (1.1.5) le couple (f, a) associé a une catégorie C, par l'existence
et l'unicité des unités A droite et & gauche pour tout morphisme /¢ C donne
liew a une application localement bipolaire rﬂfa}: C — Cy < C,.

12. Définition des n-graphes et des n-classes. Soit C¢M,
une classe et &, a, une application polaire;le couple (C, a,) est une classe
a un ¢lément distingué e« a,(C). Le couple (C, Aj), oit Ay (a,, ay) définit
dans € un graphe orienté (C, 4, a)=|C]. De maniére générale on définit

(1.2.1) Détinition. Un n-graphe |C), est un couple (C, A,) ou C¢ N,
et ou A, est une application localement n-polaire.

A cette définition on préfére la suivante:
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(1.2.2) Définition. Un n-graphe est un n-l-uplet (C,(a; i¢cl)), oi
C est une classe et ou a; est une rétraction de C sur C,c C pour tout i¢ /.

Si n=2 un n-graphe est un graphe orienté. On a:

(1.2.3) Proposition. Les définitions (1.2.1) et (1.2.2) sont équivalentes.

Comme pour les graphes orientés, on définit:

(1.2.4) Définition. Un sommet de n-graphe (C|, est un élément de
C, La suite (a(f) ic 1) Af) est une suite polaire de f¢ C dans |C),.

Toute suite polaire de f¢ C dans |C|, est un n-uplet de sommets, clé-
ments de C,. Mais une suite n-aire d’éléments de C, n'est pas nécessaire-
ment la suite polaire d'un f¢ C dans [Cl..

Soit Cc C et C,c C. On définit: X

(1.25) Définition. Un sous-n-graphe |C|, du n-graphe [C), est un
couple (C, /.l:'.) 0t CcC etoinAn=(d; i€ ) est composé des applications da;,
de C dans C,c C,, qui sont les restrictions de a; a C: a4; C.

Soit l'ensemble d’indices /=(1,2,... n) et soit /, un ensemble de n
indices, obtenu de / par une permutation ¢¢Z, ou , est le groupe des
permutations de /. Si A,-—=(a; i¢/) est le n-upletd’applications localement po-

laires, ordonné par l'ordre de /, notons A, le n-uplet d’applications loca-
lement polaires, ordonué par /, de sorte que les deux n-uplets contiennent
les mémes a; mais dans un ordre difiérent. On a:

(1.26) Détinition. Un n-graphe o-conjugué a |C), est le n-graphe
[Cl., tel que A,, est un n-uplet formé des applications localement po-
laires de A, dans Uordre induit par ofl), o v ¢ .

(12.7) Proposition. Deux n-graphes [Cl,--(C, A,) et |C'|, (C, A)
pour lesquels existent deux bijections

P:C>C,H: A, A, telle que P.a;, a;,.P
sont identiques ou conjugués.
Soit &, une loi interne n-aire partiellement définie
k :%C-C
oit "Cc J]C est la sous-classe des n-uplets pour lesquels I'application &, est
définie; si "C=]]C, la loi est partout définie.

(1.2.8) Définition. Une classe a composition n-aire (dans la suite
n-classe) est un couple (C, k) C,, ot Ce¢M, et k, une loi de composition
interne, n-aire partiellement définie.

Un n-uplet (f, i¢ /), ot f,¢ C, pour lequel K, est définie est dit com-
posable et I'éiément [ k(. l(Ko[(/, i¢l)) —~composé de (f, ic))
dans C,. La classe des n-uplets composables sera notée “C,.

En particulier, si n=2, la 2-classe est une classe multiplicative C", dont
la classe des couples composables est notée C C +C.

Soient A, des sous-classes en général distinctes de C (A,cC). Notons

cA, TIANCCTIA, (ob i€ fyet TT'A = k(= A).
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«(1.29) Définition. Une sous-classe Ac C est stable dans C,, =(C,k))

si 1T'A (A, A, e c A.

Soit C, une n-classe, CcC une sous-classe non vide de C ¢ I, et
soit "C la classe des n-uplets tels que (f; i )e"C,, ficC et f [(f i¢ I)]e(f;
notons k, la restriction de £, a”C,. On a: X

(1.2.10) Déiinition. L’application k., restriction de k., arC, estap-
pelee loi de composition n-aire induite par C, sur CcC. i

(1.2 ll‘) Définition. Une sous-n-classe de C, définie par C est la
n-classe (C, k), ot k! est selon (1.2.10).

Si n=2 les définitions (1.2.9), (1.2.10) et (1.2.11) se réduisent a des de-
finitions concernant certaines classes multiplicatives.

(1.2.12) Définition. Une n-classe g-conjuguée a la n-classe C, est
la n-classe C,,, définie sur C par la loi de composition k. telle que

Ry Sowr i60) - (filiel)

ou encore: k. ( fou it DH=Rk(fi icl) si et seulement si (f, i¢l)¢"C, @
etant un élément de <.

Notons deux propositions pour les n-classes @-conjuguées.

(1.2.13) Proposition. La classe & des n-classes @-conjuguées a une
n-classe donnée C, contient exactement n\| éléments; il existe une bi-
Jection de la classe 8(C,) sur le groupe des permutations =, de 1.

(1.2.14) Proposition. Si C,, et C,, sont des n-classes conjuguées a
Cu, la _classe C,, est w-conjuguée a C,, et w¢ S, est tel que woy .

1.3. Homomorphismes entre n-graphes et entre n-classes.
Pour les n-graphes et les n-classes, la notion d’homomorphisme entre alge-
bres universelles est précisée. On a:

(1.3.1) Définition. Un homomorphisme du n-graphe |(C|, vers le
n-graphe (C|, est le triplet (|Cl,, H.|C),). o H¢X est une surjection de
la classe C¢ M, sur une sous-classe C' de la classe ¢ Mo et qui verifie .

(H.G) La classe P(C) des partitions de C, telle que tout couple (P(C), C,)
definit une application localement polaire, composante i-éme de l'applica-
tion localement n-polaire A, qui définit sur C la structure de n-graphe
(C, A)) [Cl. est transformée par H en une famille de partitions Py(C)
telle que tout couple (Pf(C). H(C,)) définit une application localement po-
laire a}, avec A, (a} icl) et que |C),=(C, A)) est un n-graphe.

En particulier si /¢ J,, on a: )

(1.3.2) Définition Un isomorphisme entre n-graphes |C), et |Cln
est un homomorphisme défini par une bijection H: C - C.

Soit I, un univers et soit J, la classe des n-graphes associée a cet
univers. Notons J la classe des homomorphismes associée a JC,

Xy A(Clw H, [Cla)| € €My, C €My, H e ).

(1.3.3) Proposition. La classe X, des homomorphismes entre
n-graphes sur M, est une catégorie pour la loi de composition binaire
vartiellement définie suivante :
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& : (| Clay H,1C')) -((C" s H', |C)a) -~ ((Cly H. H', [Cla),

si et seulement si|C'|, =[C"), (donc aussi C' - C").

(1.3.4) Convention. La catégorie (3, k') sera notée X, ; la bijection
de la classe d’unités de 3¢, sur la classe des n-graphes de 91, soit 37,
notée w: I, X telle que

(Cl 7, [C)) ~[Cln

identifie la classe des unités de JC, a la classe des n-graphes de JI(,.

Soient [C], et [C’], deux n-graphes et soient [Cl., et [C']., leurs n-graphes
¢-conjugués conformément a (1.2.6). On définit:

(1.3.5) Déiinition. Un homomorphisme q¢-variani entre n-graphes
est un triplet (|C') H, |Ca), tel que H associe a tort (n--1)-uplet de |Cl.,
(f, (@i f) i€ 1) le(n+Nyuplet (F f), (Hasw (H(f)) i€ 1) de [C)a.

(1.36) Proposition. Si H=(|C. H,[C),) est un homomorphisme
o-variant entre n-graphes, alors H (|Clag, H,|Cl,) est un homomorphisme
ld-variant (ou simplement homomorphisme) entre |C'la et [Cla.

Démonstration. En vertu de (1.3.5) on a H(f,(ad f)1ic ) (I ]),
(Ha .y (H(f)) i€l)); d’autre part, [C'lay étant g-conjugué de [C'la, on a sui-
vant (1.2.6): (f,(a.,(f) ieD)ou (a_, (f) iel) est la suite polaire de f,
identique 2 celle de f¢ C dans [C'], a une permutation de /prés. Si @' Ha
on a:

H(f, (ad f) i¢ D) =(H(f), (Ha{H(f)) iee(])). ]

(1.3.7) Proposition. /l existe n! homomorphismes g-variants a H.

(1.38) Proposition. Etant donné deux homomorphismes entre
n-graphes, pour leur produit supposé existant, on a:

(a) Si H et H' sont ld-variants, alors H.H est ld-variant ;

(b) Si H est ¢-variant et si H' est vy-variant, alors H.H' est § qoy-va-
riant, ot ¢ Sy, puisque @¢ Z; el wEZr;

(c) Si H et H' sont ¢-variants, alors H .H' est ¢*-variant, ¢* @,

(d) Pour que H.H’ soit ld-variant il faut et il suffit, que & Ild si H
est g-variant et H' y-variant. e

(1.3.9) Définition. Un homomorphisme de C, vers C, est une sur-

jection de C sur une sous-classe de C:H (C.,H, C,) telle que

(H) (fodiehe ™ (H(f) | ielye *C et (fi ichH=(H(f) iel).

On a les propositions suivantes:

(1.3.10) Proposition. La classe des homomorphismes entre n-classes
est une catégorie pour la loi de composition binaire suivante:

k:(Co H Cy). Ci H', Co) (C,, H.IT, C)) si et seulement si C. =C..
(1.3.11) Proposition. Limage dune n-classe par un ¢lement de X,
est une n-classe et (H(C,), H, C,) est un isomorphisme entre n-classes.
(13.12) Proposition Si /H¢X,, il existe n! homomorphismes ¢-va-
riants, ¢ ¢ 3.
2. n-catégories et n-foncteurs. Etant donnée une n-classe, on y dé-
finit des structures plus riches par des axiomes concernant la loi de com-
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position k’. iLa théorie est construite de maniére a obtenir pour n- 2
les catégories. Dans notre terminologie une catégorie est une 2-catégorie,
notion complétement différente a celle des 2-catégories de Benabou.

2.1. n-classes polaires et unitaires. Soit C¢9M, une classe,
k! € O une application partiellement définie sur C, dont la classe des n-uplets
composables est “C.

(2.1.1) Définition. Une n-classe polaire est un triplet (C, k., A, tel
que les conditions suivantes soient verifiées :

(i) le couple (C, k) est une n-classe

(i) le couple (C, A)) est un n-graphe oi A est partout défini sur C;

(i) il existe une relation binaire Ryk., A)), telle que :

Rtk AL): (AL f), )€ “Cong f e C.

La définition de n-classe unitaire peut ¢tre modifice et rapprochée de
la notion classique pour n 2.

(2.1.2) Définition. Une n-classe polaire est une n-classe telle qu’a tout
clément f¢ C est associé une et une seule suite polaire.

(2.1.3) Proposition. Les définitions (2.1.1) et (2.1.2) sont équiva-
lentes.

Il en est de méme pour les n-classes unitaires:

(2.1.4) Définition. Une n-classe unitaire est un triplet (C, k., A, tel
que les conditions suivantes soient vérifiées :

(i) le couple (C, k,) est une n-classe

(i) le couple (C, A,) est un n-graphe ou A, est partout défini sur C;

(iti) il existe une relation binaire Rk, A)) entre k, et A telle que

Rulkn, A (AU N, Ny €°C & (A ), ) - fof€ C et rjc .

(2.1.5) Déiinition. Une n-classe unitaire est une n-classe C,, telle
qu'a tout f¢ C est associée une suite unitaire (e, i¢ 1) et une seule.

On a la proposition:

(2.1.6) Proposition. Les définitions (2.1.4) et (2.1.5) de n-classe uni-
taire sont équivalentes.

(2.1.7) Proposition.Si dans une n-classe polaire pour tout f ¢ C est ve-
rifiée la condition

(AL 1o jed

alors la n-classe polaire est une n-classe unitaire et A(C) C, C,, ouC,

est la classe des unités de C,.

(2.1.8) Remarque. Si n=2, on a la notion de classe multiplicative
unitaire : ,classe multiplicative pour laquelle est vérifi¢ (G. 1)“.

(2.1.9) Conventions. L'application localement n-polaire A’ sera notée
A, dans tous les cas oll une confusion n'est pas a craindre. Si la n-classe
est unitaire le n-graphe sous-jacent sera noté (C, U) et la loi de composi-
tion par &,’.

22. n-quasi-graphes multiplicatifs et n-graphes multi-
plicatiis. Une n-classe polaire est caractérisée par (A et k,). Par des
axiomes sur A et k, on obtient des structures plus riches.
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(2.2.1) Définition. Un n-quasi-graphe multiplicatif est un triplet
(C, A, k,), tel que (C, A)¢Gn est un n-graphe, (C, k,) est une n-classe et
qui vérifie l'axiome suivant:

(N.1) u;. Ry 1.y
Dans cette définition on a posé ©; Pr, nc oit *C  a(k,).

Si k, est la loi de composition ¢-conjuguée a &, on obtient:

(22.2) Déiinition. Le n-quasi-graphe ¢-conjugué a C, est un n-quasi-
graphe C, (C, A, k,). tel que (C, A”) est un n-graphe q-conjugué a (C, A),
la n-classe (C, k%) est la n-classe g¢-conjuguée a (C, k,) [l'axiome (N.I)
étant le méme.

Le nombre des conjugués a C, estégala (n!-—1)etla classe descon-
juguées a C, est isomorphe a la classe des permutations de /.

(2.23) Proposition Si n=2 un 2-quasi-graphe multiplicatif est un
quasi-graphe multiplicatif.

(2.2.4) Définition. Un n-graphe multiplicatif est aun triplet (C, U, k)
tel que (C, U)€ Guo, (C, k) € Nuo €t les axiomes suivants sont vérifiés:

(N.1) ;. Ry —u,;.v;,

(N'2) S' (U(f)' /)/ € ",(-‘v 010".\' l(UD [)vf)ll f'

Le second axiome exprime le fait que les é¢léments U(f) forment une
suite unitaire pour f; mais la propriété exprimée par (N.2) ne se ma-
nifeste que sous la condition de composabilit¢ de la suite qui en est formée.

Il est évident que:

225) Proposition. Tout n-graphe multiplicatif est un n-quasi-
graphe multiplicatif.

La proposition inverse n'est pas vraie, puisque un pole (resp. une suite
polaire) n’est pas une unité (resp. une suite unitaire).

Pour le cas n=2 on a:

(226) Proposition. Un n-graphe multiplicatif est pour n 2 un
graphe multiplicatif.

Cette proposition indique que la définition de graphe multiplicatif con-
tient déja des indications sur la forme de C+C.

Tout n-graphe multiplicatif (resp. n-quasi-graphe multiplicatif) a pour
n-graphe sous-jacent le n-graphe (C, A)) (resp. (C, U)). Inversement:

(2.2.7) Proposition. Tout n-graphe (C, A) est le n-graphe multi-
plicatif @ au moins un n-(quasiygraphe multiplicatif a savoir, celui oa
la loi de composition est définie par la table de multiplication suivante

kK :[(elicl e, e))=e si ecCy € e Cy)

(AL S si feC feCoUACN N &+
On définit comme pour les graphes multiplicatifs:
(228) Détinition. Un sous-n{quasi) -graphe multiplicatif ((stable))
du n-(quasi) -graphe multiplicatif C, est le triplet (C, U, k) oi CcC, U
est la restriction de U & C, F, est la restriction de k, & C et telle que
U(C) UG)c C (et stable dans C,))
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(229) Proposition. SiC, est un sous-n-(quasi)-graphe de C, ,
alors le n-graphe sous-jacent a C,, soit |C),. est sous-n-graphe du n-graphe
|C)., sous-jacent a C,.

LLa démonstration est une conséquence de (2.2.8) et (1.2.5).

(22.10) Détinition. Un sous-n-(quasi)-graphe multiplicatif plein
est le sous-graphe définit par une sous-classe Cc C, pour laquelle est ve-
rifiee la condition suivante:

st(eict)&(e ¢ Cc Co) et si fe(Nu, 'e,), alors f¢ C.
e/

23. Relation de composabilité; n-catégorie non asso-
ciative. Soit (C, k&,) une n-classe et soit "C la classe des n-uplets com-

posables par k,. On définit :
(2.3.1)y Définition. La relation de composabilité de k., est la classe

2C, sous-classe de []C.

Dans le cas de n 2 et pour les catégories (et les quasi-catégories non-
associatives) la relation de composabilité notée C+«C est définie par un pro-
duit fibré et on a:

(232) Proposition. La classe des couples de morphismes compo-
sables dans une (quasi)-catégorie non associative est un produit fibre
C+C aVp.

Soit la catégorie S, formée a partir de I’ensemble d’indices / {1,2] et
telle que (S,), ({1} 2}, [1,2}) oit {1, 2] est 'ensemble des indices 1 et 2 et
dont la classe des morphismes est (({1,2}, {1]) et ({1, 2}, {2))) (tig. 1).
On peut construire alors un foncteur de S, vers I définit de la manidre
suivante:

(L2

Fig. 1

) G FdLj) €, (i),

AdL 2, 01) e A({1.2),{2)) 8
qQui sera noté¢ Fi, ., (N, Flu . Sy
Alors on a:
(23.3) Proposition. La classe des couples de morphismes compo-
sables dans une (quasi) -catégorie non associative (et en vertu de (2.3.2)
le produit fibré de p et « aussi) est la limite projective de foncteur Fia.a:

CsC ~limF,, ., aVA

Soit / un ensemble d'indices et soit {/ une application localement n-po-
laire sur une classe C¢ M, On définit :
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(23.4) Définition. Le produit fibré généralisé (n-produit fibré) as-

socié a l'application localement n-polaire U est la sous-classe de []C:
VU \;u, W(foielyudf) ud f), fie Cu.cU};
e

st n 2, on a la notion de produit fibré au sens usuel.
Par analogie avec (2.3.3) on cherche un foncteur tel que VU soit sa
limite projective. A cet effet soit K une catégorie telle que la sous-classe

des unités de K~ notée K, soit formée de la maniére suivante
K, L gnicl (6, phelxd, i%j, (G, j) -(J. D)
et dont tout morphisme est de la forme f ({i, ), i), alf) i, A fH={i j}.
Considérons le foncteur F,, associé A ['application localement n-polaire
et définit comme suit: F,, (M, F,, K).
Fu() Cyiel; FAli,jh) Co li, Y€ Ko —1, Cuc C;Fy(f) uy
La situation est présentée sur la fig. 2.

Fig. 2
(2.3.5) Proposition. La limite projective du foncteur F, dans 9
est le n-produit fibré de U. limFy,— V. U.

Démonstration. Soit F ¢ M .F.K : soit Ac nC la limite proje-
ctive de F,.; comme F,, (C, Cyu; i¢])le schéma de fig. 3 donne u, uy.uy

Fig. 3

uy :C - C,, pour tout (i, ))e/ -/, i+j, donc ulf) wusu,Ay)). Avec les nota-
tions de (2.2.1) et en vertu de la définition de limite on a: ay.v, v,

el <1 i)
Soit alors (f, s¢ I)(Acll(_. on obtient u,, .o f, sc/) v,(/.l:(l)

sudfy)  f.:on en déduit pour tout (4, e Ix/l,i+j et tout (f, scHe¢ A
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u,(fi) uguy(f) wi.uiy(f;) ud f;). Donc laclasse A est la sous-classe de I1c
construite comme suit

A Aflsed) u(f)) w(f)&(fs sel) eTICic TIC,

ce qui prouve que limF, A et que suivant (2.3.4) A *C. Donc
limF, e "C,.[)

Nous définissons la notion de n-catégorie non associative en renongant
a une généralisation directe de (G.l) et en conservant la classe des n-uplets
(couples) composables comme limite projective d’un foncteur.

(2.3.6) Définition. Une n-quasi-catigorie non associative est une
n-classe polaire C, (C,U, k,), que vérifie les axiomes suivants -
(NY) w; ke wcvigich, u ¢ U luyl jel), v, pr, "C,,

(N.2)"C, limF, V,U.

Une définition de la notion de n-catégorie s'obtient en faisant la syn-
these de (2.2.4) et de (2.3.6), on a:

23.7) Déiinition. Une n-catégorie non-associative est une n-classe
polaire C, (C, U, k,) qui vérifie les axiomes suivants -

(N.1) wu, .k, u,.v, avec les notations de (2.3.6),

(N.2) St (U(f) N1y €2C,,, alors [((Uf), ) f, feC,
(N.3) "C, =limF, V,U.

Il est évident que:

(23.8) Propositon. Toute n-catégoriec non associative est une n-
quasi-catégorie non associative.

(239) Proposition. Dans une n-(quasiycatégorie les conditions
suivantes sont équivalentes :

(@ ¢, TIc;

(b) k, est partout définie sur C;

(c) u(C) C, {e).wicl

Démonstration. La conditior (a) entraine (b) en vertu de la défi-
nition (1.2.8). La condition (b) entraine (c) puisque la loi de composition

étant définie partout et vérifiant en outre la conditon de composabilité de
(N.3), u(f) e pour tout j¢/ et tout f¢ C. Puisque C, [e} d'aprés (c), alors,

u (f) w,(fi)ypour tout (f, i He[1C et on a 2C, T[] C. donc (c) ) (a)

Enfin puisque pour tout n-uplet (f, ic/) oM a ulf) wuf/f,) pour tout
U, ))el>xl, on a kR fi icl)e € donc (¢) ) (b).[]
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(2.3.10) Proposition. La relation de composabilité d'une n- (quasi)-
.catégorie C, est telle que

1 (ﬁCo) ciC,.

Démonstration. Puisque U est formée de n-rétractions de C sur
C, si e¢C, on a

Ule) {ude) icl} (e,e, ... ,e);

considérons le n-uplet (e, e, ..., e); puisque pour tout (i, )¢/<I] on a
u{e) u;(e) e, il appartient au produit fibré généralisé de U, donc

(e,e,...,e)¢"C,

quel que soit e¢ Cy: (e, e,...,e) étant un élément de 1 (J]C,) (-diagonale

de TIC, Co<... <Cyonait (JIC) ctC.. ]

(23.11) Proposition. La relation de composabilité wvérifie la condi-
tion suivante:

u, (pry("C))  pry(ud*Ca))

ou en prenant la notation v, pr; *C,, on peut écrire u;.v; u;.v; pour tout
(G, j)eld I
Démonstration. Soit (f | it/ C,: alors pry(f; icn) f, et
w (pry(fe i€ ) ui(fy); d'autre partu, (fi i€ ) (w(f;) iel) et pr,(u,(fi i€]))
pr,(a,(f) s€l) u;(f); comme (f; i¢N€*C,, on a en vertu de la con-
dition de composabilité u, ( f;) u,(f;) d’olt

u; . vy Uy

(2.3.12) Exemple. Une n-+(quasi)-catégorie non-associative est pour
n 2 une (quasi) -catégorie non-associative.

24. Associativité n-aire; n-catégories. Soit une classe
C¢ M, munie d'une loi de composition n-aire interne et partout définie k.:
c’est le cas des demi-amas (pour n 3) et des n-groupes. La notion d’asso-
ciativité de la loi &, dans C est définie de la maniére suivante: étant don-
née une suite de 27 — 1 éléments f; de C, dans C sont vérifiées les égalités
suivantes:

l/n----fn " lf»-----fr--n“ |f|-----fn l/ﬂv-'--fuh ll’
A A R | FTERRTY £ ' SSETRRRTY M §

Cette définition usuelle de [Passociativité n-aire se généralis e pour le
cas ol k, est une loi de composition n-aire partiellement définie. Soit s
'ensemble d'indices {1,2,...,2n 1), donc /JcJ. On a:

(24.1) Détinition. Une loi de composition n-aire interne et partiel
lement définie dans C, notie k,, est associative, si:
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Associativité n-aire : pour tout s¢l (fs, forry- -y foin 1)EC et

(foo-oosfomvFoeo s fosn 1w foime- oy fan VETC  a(R)) entrainent la suite de
relations :

e eorfaio [ fare s fonall V7 A A AU |
frimevosSunal o AUfoseeosfab far e e on Fanik

(24.2) Remarque. La notion d’associativité est indépendante des uni-
tés dans C, et ne concerne que la loi %) :

(24.3) Proposition. Une n-classe (C, k) est associative si el seu-
lement s’il existe une application (2n — 1)-aire.

ke e

2n-1"°

et une relation R entre k) et k, | telle que

RK,, ko, V(K R (fe i€ H2n 1)k, (fo i€ l(2n 1), 7 jed
ou on a pose
ko, k) (fe i€ 12n=1)) R (froo s fr Ry (Speoos Sion Dy fiame-ees fana)

Démonstration. Soit (C, k) une n-classe associative au sens de
(2.4.1); comme pour certains (27 1)-uplets un compos¢ est défini et un
seul, (C, k) est munie d’'une loi de composition 2n l-aire. La condition de

composabilité de tout n-uplet, sous-suite du (27 1)-uplet, entraine

/' k’(/ﬂ—--»/ﬂn ])' vsflv
et I"associativité se présente alors sous la forme )

k;‘fu---./. 1" k;(/n'~-r/v‘n- |)-/)¢m'"'/”l l)

R, ((fi icl2n 1))
Soit inversement, un triplet (C, k), k, ) vérifiant la condition de la
proposition: comme &, est par définition une application, le composé

k,. ((fili€ [(2n- 1)) est unique; d'autre part le composé K, (fe ..., [fotn—1)
¢tant formé existe et on a

(/ﬂ' . "/HM |)(’ "'C'
le composé & (f,,...,fog4n [ foim-- .\ fon ) existe, donc

(/I"'°I,l |-,'-f1&m---o.’ﬂ~l)(:(:

pour tout s¢/: ces deux derniéres conditions sont identiques aux conditions
de composabilité dans (2.4.1) et avec lunicit¢é du compos¢ des 2n | éle-
ments par k, | entrainent la condition d'associativité¢ de (2.4.1). |

(24.4) Proposition. Une n-classe (C, k) est associative, si et seu-

lement si la classe des applications (2n  I)-aires de la forme
L’ ,70.--'(: . C

-1’
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canoniquement associées a la loi k| se reduit a un seul élément.

C’est une autre forme de (2.4.3).

Avec l'associativité n-aire on définit les n-catégories.

(2.45) Définition. Une (quasi)-catégorie n-aire (n-(quasi)-catégo-
rie) est une n-classe polaire C, (C, U, k,) qui vérifie le systéme d’ axiomes
(N) suivant :

(N.1) Si vy pr, "C, on ¢ a;.k u;.v;

(N.2) *C, =lim F,.

((N3) (U(f), Ny °C. entraine [(U(f), f)] f o on a posé
(L"f)!/)/ (ul(f)v' i U17 l(/)va uj—v]‘f)" ..y un(f))')

(N.4) Associativité n-aire conformément a (2.4.1).

(2.4.6) Proposition. Pour n=2 une n-quasi)y-catégorie est une
(quasi) -catégorie.

(2.47) Remarque. On devrait appeler les catégories des 2-catégories;
nous omettons 2 en vertu de l'usage.

(2.48) Proposition. Si dans une n-catégorie e¢ C,, on a Ule)¢ “C,
et [(Ule), e);] [(Ute))] e

En effet, puisque ufe) e, (Ule), e). (e e,...,e) quel que soit i¢/;
d’autre part en vertu de (N.3) si (U(e), e)¢ *C., on a [(U(e))] e. Mais pour
tout couple (e, ¢) (f,f,) on a la relation u,(f)) wu,(e) e=u;(e) u;(f),
donc (e, e,..., e) (U(e), e, c"C,. |

Soit un n-demi-groupe G (voir (3.4.3)). Alors:

(2.49) Proposition. Un n-demi-groupe est une n-catégorie qui vé-
rifie une des conditions suivantes .

A) . Tlc:
(B) C, [e).

Soit une loi de composition n-aire partielle, qui dérive de &, de la ma-
miére suivante: &7 :°C, »C avec k. f, i¢l) kA f, icl) si et seulement si
(fow e e C,.

(24.10) Proposition Le triplet (C, U, k), tel que (C,U, k,) soit
une n- (quasi)- catégorie, est une n- (qaasi)- catégorie.

Démonstration. (C,U,) est manifestement un n-graphe et (C, k7)
est une n-classe; donc (C, {/ , k7) est une n-classe polaire. Comme (N.1) est
vérifi¢ dans (C, U, k,) il est également vérifié dans (C, U,, k?) puisque si
i€/ alors g(i)¢ /. L'axiome (N.2) est vérifié en vertu de la construction
de k7 a partir de k,. Lassociativité (N.4) est évidente pour (C, U,, k%) étant
véritiée pour &, On en déduit que (C, U,, k}) est une n-quasi-catégorie. Sup-
posons, que (U (f), fiwn est détinitdans (C,U,, k7); alors on a
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ki@, oy (Sheosttsr i () fytigs s (e oos g (F)

k'l'ul‘f)v" 'tul ‘l(/)' f'ul'l(f)v- -ru"(f)) f

en vertu de (N.3) et ona[(Up(f)\f)ey| frce qui prouve que l'axiome (N.3)
est verific dans (C, U, k%). Donc (6, Ug, k) est une n-catégorie.

(24.11) Définition. Une n-(quasiy-catégorie ¢-conjuguée a la n-
(quasi)-catégorie C, =(C, U, k,) est le triplet (C, U,, k) Ceoo0i g¢3y.

(2.4.12) Proposition. Pour toute n-(quasiy-catéegorie il existe une
famille a n! | éléments de n-(quasi)-catégories ¢ -conjuguces. Si n 2,
la catégorie duale C* de C est sa seule op-conjuguee.

L’axiome de I'associativité n-aire (N.4) peut ¢tre affaibli ou renforcé don-
nant lieu aux notions suivantes:

(24.13) Définition. Associativité faible. Une loi de compo-
sition n-aire interne et partiellement définie est faiblement associative i
‘axiome suivant est verifié .

N’.4) Dans tout (2n—1)-uplet d'éléements de C, il existe un couple dindices
rys)el - IcJ - J tel que si

fv,....qu l)('-'c,, t’t (/l...-./v |yfqp-'-pfqyn I f'»n"~--,§n ])k’c"
(pour q r et q s, alors on a

l/l"' "/’- 1 [/"""[’F’l I]r frvru--‘.j.n- |i
lfl""r/: nl/.n-o-;f:un.,d' f'+.....,f,,, ,l.

De méme on définit :

(2.4.14) Définition. Associativité forte, Une loi de composi-
tion n-aire interne et partiellement définie est fortement associative, si
l'axiome suivant est verifie .

(N".4) Si les conditions (fp. .. frin VEChet (fiuoo i fr oo 1 foooosSfrinash

frim- s Jan 1) €C, sont verifices pour un indice r 1, elles sont vérifiées
pour tout s¢l et on a

oo ucis e voos Sondll e oo Usiis Sowoos fovn b Sovme ooy fannl

Dans les définitions correspondantes de n-catégories ou autres, un des
axiomes (N.4), (N".4), (N”.4) est utilis¢. Sin 2 on a

(2.4.15) Proposition. Pour n 2 les trois formes dassociativite
explicitées par (N.4). (N".4) et (N”.4) sont identiques.

Le systéme (N) differe de celui des catégories (G). On a

2.4.16) Proposition. La loi de co sition R,, dans une catégorie
C.. se prolonge canoniquement en une loi k, en posant .

- |

R.m) k. (m), sim=(f; icheilC,,
kAN Sy ). wicl si feC,
mais (C U, k,) ne vérifie les axiomes (N). que si u, u, il
(24.17) Remarque. Si n=2 on a ky~ k,

Etant donnée une n-quasi-catégorie, on lui associe une n-catégorie par
une nouvelle loi de composition: Soit C, une quasi-catégorie ¢t Cm CUC,;
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on indentifie C a une partie de C et on pose é (e, (); soit y une applica-
tion de C sur C, définie somme suit: y:f - f si feC et y:é e et soit
U=, |iel) lapplication localement n-polaire telle que d(f)=ud(f) si
feC et w(é)=¢é si ec C,

(2.4.18) Proposition. Le couple (C, l ') est un n-graphe. Le triplet
(C, U, k) est une n- categorie pour la loi k, telle que

ki(m)=kAm) si y{m)=m ¢ C. et m - (U(f),f) wJj€l,

kdm) f si m (U, (f), N »(m)ye *C.NTIC
avec C, -Csii j et C;=C

Démonstration. Les éléments de C étant ceux de C et les cou-
ples (e, C;) ou e¢ C,, les applications i; sont partout définies sur C et lo-
calement polaires; donc {/ est une application partout définie sur C et loca-
lement n-polaire. Par suite (C, U) est un n-graphe en vertu de (1.2.1). La loi
k, se redulsant pour m¢ *C, a k, est associative donc (N.4) est vérifié-
Comme k..(m) f pour y*(m)¢ CﬂnC,, on peut transcrire la condition
comme suit (U(j),j)("C- Sk, (UCS), f)y=f, donc k. vérifie (N.3)— uk,

u,v,. puisque k. s'identifie a k&, pour v"(m) m¢:C, et pour le cas contraire
la relation est ¢vidente; donc (N.1) est vérifié. Enfin la classe des nm-uplets
composables pour &, est telle que

Ca (S i€ D) (f,) affi) f€C)
donc on a :C, =lim F et la condition (N.2) est vérifiée, ce qui termine la

démonstration de la proposition. |

De méme il existe un lien direct entre les n-graphes et les n-catégo-
ries, explicité par la proposition suivante:

(2.4.19) Proposition. Pour toute n-catégorie il existe un et un seul
n-graphe sous-jacent. Tout n-graphe est le n-graphe sous-jacent a une
n-catégorie.

25. Homomorphismes entre structures n-aires. Une appli-
cation F (C, F, C)¢ M de la classe C vers la classe C n'est pas en général
compatible avec une structure multiplicative sur C et C. Mais on a:

(25.1) Détinition. Un n<quasi)foncteur de la n-(quasi)-catégo-

rie C, vers la n-(quasi)-catégorie C, est un triplet H-—(C.’.. H, C)
tel que.

-

(F.1) St (f, iel)e*C,, alors (H(/[,) iel)¢ C. eton a
S te D) - W f) Lie D)
(F2) U.H(Sf) HYU))), w/feC.

Quelques remarques s'lm?ooent:
(25.2) Remarque 1. L'axiome (F.2) est la forme contractée de I'ex-
pression suivante:
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UAH(f) Hudf) s feC&yicl, ot ¢ U et u ¢l
en d’autre terme I'image de la suite polaire de tout f¢ C est une suite po-
laire pour le transformé H(f) de f¢ C par H dans C.
(2.5.3) Remarque 2. Un n-foncteur (resp. n-quasi-foncteur) est un
~homomorphisme fort* [13], i. e. compatible avec la loi de composition &, .
(2.5.4) Remarque 3. On définit suivant la méthode de [6] les n-fonc-
teur ¢ -covariants, comme zn-foncteurs de C, vers la n-catégorie o

(2.5.5) Remarque 4. On définit les n-(quasi)-foncteurs non associa-
tifs, les n-(quasi) -néofoncteurs et les n-homomorphismes suivant [6]|7][8].

(2.56) Convention. Pour les classes de morphismes entre structures
n-aire on utilisera dans la suite les notations suivantes:

X, :classe des n-morphismes (des homomorphismes entre n-graphes
associés a lunivers 9,); J€,,: classe des n-graphes associés a I, ;

N, :classe des n-homomorphismes entre n-classes associes a M,:. on
a noté i, la classe des rn-classes sur les classes de 9N, ;

N, :classe des n-néofoncteurs associes a I,; N,,: classes des n-gra-
phes multiplicatifs sur les classes de 91, ;

W, :classe des n-quasi-néofoncteurs associés a N, i, : classe Ces
n-quasi-graphes multiplicatifs sur les classes de I, ;

Fclasse des n-quasi-foncteurs non associatifs associés a I, ; Fno -
classe des n-uasi-catégories non associatives sur I, ;

7' classe de n-quasi-foncteurs associés a M, ; 7 .
categories sur les classes de Ji,;

i, rclasse des n-foncteurs non-associatifs associés a JN,; 7/ : classe
des n-catégories non-associatives;

F,:classe des n-foncteurs assocics a I, ; Fap: classe des n-catégories
sur les classes de JI(,.

classe des n-quasi-

. Y ~ ~
D, (o o Ve

A0 b

N )| e |} | ———e—§ .
Fig. 4

(2.5.7) Proposition Lla classe (X I, Na N, N, 70, 5, 7,
F.) est une catégorie pour la loi de composition binaire
H'H  (Co, H”, C) (Coy H, Co)=(Coy H” H, Cu), H' (K & H (X

si et seulement si C, C,. lLa classe de structures correspondantes est
une classe d'objets pour XK, identifice a la classe X, des unites de XK.
(25.8) Proposition. Les catégories X des structures n-aires partiel-
les verifient le diagramme de la fig. 4 ou les fléches indiquent, que la catégorie
source est incluse comme sous-catégorie pleine dans la catégorie but.
Soit M, et M, des univers tels que MNiy¢ IM,: notons M et M les
catégories pleines d'applications, qui leur sont associées. Considérons les

foncteurs d’oublie de JC et de JC vers I et I respectivement
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Py (N, Py, 3) et Py (R, Py, ¥)

x‘
Py est la restriction de PJ-e a XcX et pyp P& 3
(25.9) Théoreéme. py est un foncteur dhomomorphismes stature, a

limites projectives.
Démonstration. Le quadruplet (9K, pge, ¥, X,) engendreé par le

foncteur pje et ou X, est la sous-catégorie des inversibles de J (isomor-
phismes entre éléments de X,) est une categorie d’homomorphismes, pyo est
un foncteur d’homomorphisme en vertu de [6]. Il est évident, que pyo(I) est
une sous-catégorie de I ; en outre, comme (pge(X,)) M, (en vertu de la
construction de X), on a I, .M, M, pyel(Ik,), puisque a toute application

bijective est associé dans ¥ un et un seul morphisme entre éléments de 9 ;
on en déduit, que pyo est sature. pype ctant un foncteur d’homomorphisme

saturé et a noyau, ce qui découle des définitions, il est donc a p'-noyau;
d’autre part pye est a produit (demonstration analogue a celle qui concerne

p 5 voir [6]); ces deux conditions entrainent alors, en vertu du Corollaire
de la Prop. 1 du paragraphe 1.1 de [6], que pje est a ONglimites proje-
clives. |

(2.5.10) Théoreme. Le foncteur P:k est dénombrablement engendrant

pour M résolvant a droite, a M y-produit.

Démonstration. Soit 9 la saturante de 9 dans 9% et Pse P‘h"
soit le m-graphe multiplicatif C, ¢ ), et M¢ M, une classe ¢ + Mc C, ou
C est le support de C,; alors u(M)¢ 9, pour tout i¢/ et on a:

M Mu(Uu,(/H)b(:‘llo
puisque O, est un univers; le sous-n-graphe multiplicatif de C, engendré
par M¢ C est la sous-n-classe M, de C,, qui appartient a la saturante 9, de
W, dans W : (i) et (ii) de la proposition 2, § 2 de [7] étant vérifiées pour
p", il est M-engendrant pour M. Soit C,, des sous-n-graphes multiplicatifs
de CocN',, tels que C,cC,y, pour tout i¢N, avec C,¢MetC |J G
feEN

st fe C, il existe (¢ N tel que f¢C, et on a

ufNcCcC wjcl
donc C, est un sous-n-graphe multiplicatif de C, et P est dénombrable-

'

ment engendrant pour JK. Si (..(-?... et C, est la sous-n-cutégonc engen-
drée par M, P (Ca ) € My, Co étant I'image de L |C] par l'application k

(notations suivml 9] et Pé est engendrant ; supposons que (.....tﬂ.o pour
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tout ¢ NV et que C,cC,py; si f6C et (f; jel)€C,, ils existent des indices
i; tels que f;¢Cyy,y Cu, et on déduit que

(f1 JE1)ECugy, Ot g supliy sel);

donc (f;, jel)« C,'. et C,, est une sous-n-catégorie de C,; en vertu de la
proposition de [7] citée ci-dessus, P_,; est dénombrablement engendrant pour

JIL, ce qui termine la démonstration. Les cas intermédiaires (i. e. oil PJC PN”'
Fs;., P;., P3;) se traitent de la méme maniére. Comme PJ-e est 4 noyau,

il est, en vertu de la définition, résolvant a droite. Le foncteur Pa'e est com-

patible avec les applications produits naturalis¢ donc en vertu de Déf. 6.§1,
ch. IV de [6] il est a 9 ,-produit. )
(2.5.11) Corollaire 2. Les catcgories X 7, Tl TFUOFE, sont a Iy~
limites inductives. )
Démonstration. Comme J est une sous-catégorie pleine de JC
comme on a PJ-e(JC)c:’K, comme Py est a noyaux, a I ,-produits et engen-

drant pour JIT la catégorie est a I -limites inductives.

Avec la catégorie J on définit par les méthodes de (6,7 les sous-stru-
ctures et les structures quotient n-aires partielles.

3. Structures algébriques des classes des simplexes et des relations.
Dans 3.1 nous précisons la notion de simplexe; une loi de composition
interne n-aire est construite et pour cette loi la classe & est une n-catégorie.

Les définitions fondamentales de la théorie élémentaire des n-relations
sont données dans 3.3. La classe des n-relations SR est munie d’une loi de
composition n-aire interne K/, pour laquelle le couple (i, £.) est une n-ca-
tegorie.

3.1. La n-catégorie des n-simplexes. Soit la classe M¢ N, et
soit & M M- X Me M, Alors:

(3.1.1) Détinition. Un n-simplexe sur M est un élément de 5.

Si dans un n-simplexe tous les éléments du n-uplet sont identiques en
tant qu'cléments de M, on parle de n-simplexe identique et on pose

e (ee ..., e).
Soit U, une application localement n-polaire U, {u,i¢ /) dont les com-
posantes u, sont les applications:
on en déduit que u,: S Iy, u(a jel) a (a,a, ..., a)
o lelee Gyl Is KMy
l.a classe (M)" peut ¢tre munie de la loi de composition n-aire :
kY:"$ &, kM@l jilyicl) (aicl)

st et seulement si @/ a), i¢/, jel, i4)
(3.1.2) Proposition. Le triplet ($,U., k}) est une n-catégorie, qui
sera notée dans la suite M, et afpcléc n-catégorie des n-simplexes.
e

Démonstration. Le couple (&, U,) est manitestement un n-graphe
La loi de composition X définit sur & la structure de r-classe; donc le
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triplet (&4, U, k) est une n-classe polaire. Soit la suite composable de n-sim-

plexes ((a/ jel) icl)¢ *5 et soient u; ot ©v; la j-éme projection de U, et
la j-éme projection de lim F;- vers &'; alors on a

uj R(ajrel)icly ugaticl) a’ (a,a,...,a),
uj.vi(airel)icl) ufajrel)=a’ (a,a,..., @)
d’oit I'on obtient :
up. ky(@relyicl) uj.vi(airel)icl)
et I'axiome (N.1) est verifié. La condition de composabilité par &> étant
a, aj, on peut écrire a, (@, a,...,a) (a,a,....,a) a et avec les
projections de (', on a u/((ajit 1)) ug(al jel)); 'axiome (N.2) est vérifié
et pour la classe des composables on pose
Py (ajicl) jel)ugda, je ) udajicl).

Soit une suite composable de n-simplexes, formc¢e d’éléments de 15 et
d’un seul élément de &: (U(f), f);¢ °S; en vertu de la composabilité on a
f* a, a; et le composé est [(U(f), f)] [(f7jel)] f donc l'axiome (N.3)
est vérifié. Soit une suite ((a;’;i( 1), j 2n 1) et

Wal iehr<q<r+n—1)¢°s, r n,
et que l'on a
(ajicl),...,(a. icl), ((a;lel), r<q<r+n—1) (@, icl),..

r+n °e

(@, ,iel)e 29

de manicre genérale on a la condition de composabilit¢ @] , a; _en vertu
de la premic¢re condition indiquée ci-dessus; d'autre part, puisque tout com-
posc intermediaire est de la forme
((a, ,ichscl)=(a, ,icl)
on a encore les conditions
aj=a sii<<ret joroui<r+net j<rin,
al’"za{ si j<or+1,
A nis Bpnin

les trots conditions entrainent que a;, @ pour tout &4, j)c/~/ si
34+ j3n-2 ce qui donne

" (@, a,...,a G )¢ oS
donc l'axiome (N.4) est vérifié. |
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(3.1.3) Remarque 1. Dans un 2n—1-uplet qui est associativement
composable les n-simplexes du 3-¢éme au 27 3-e¢me sont identiques.
(3.1.4) Remarque 2. Si la conditton de composabilité¢ est définie par

(1)
a aj",

la loi kM sera notée k;™ et (&, U,, k2™) est une n-catégorie conjuguée a M,

3.2. La 3-catégorie des triplets (3-simplexes). Soient trois
triplets de points (fig. 5) dans le plan: (a}, a?, a?)¢ 7T (i 1,2,3) et con-
sidérons la loi de composition ternaire 2], par laquelle a trois triplets de
points est associé un triplet-composé, si et seulement si chaque couple de
triplets a exactement un point commun aux deux triplets. Soit I'application
tripolaire /4, qui associe a tout triplet trois triplets de points formés chacun
sur un sommet du triangle défini par le triplet de points. Alors (7,U%, kI)
est une 3-catégorie.

Remarque. On pourrait étre tenté a introduire dans les 3-catégories
la notion de 3-groupoides, généralisation de la noition de groupoide. En
prenant pour base de la définition les relations suivantes:

(a,a, a) (a,a,a’)Na,aa'\a", a,a),
(a’l a'o a’) o a’l a”’ axa"v a’v a,)(a, an a’)!
(an' an' an) (an' a, ll')(a, a”, alxal' a;' ll”),

il serait simple de défirir un 3-groupoide comine une 3-catégorie dont tout
élément posséde six éléments associés avec lesquels il se compose et donne
des poles correspondants. Mais cette définition n'est pas unique.

33. Généralités sur les nrelations. La notion de n-relation
c¢tant peu connue, rappelons quelques définitions. Soit I, un univers et
lc 1< N des classes d'indices.

(3.3.1) Détinition. Une relation binaire homogene C i N, vers C,¢,
est un sous-classe R, ¢, de la classe-produit C, < C,¢M, (ou C, C,):

R.(:-, () RcC<C

l.a notation habituelle est R (C? R’, C'); ayant en vue les généralisa-
tions nous lui préférons la notation R=(R'; C', C?).

(3.32) Détinition. Une n-relation (homogéne) entre les éléments de
la famille de classes &= (C'li¢ 1, C'¢ M,) est une sous-classe du produit

[1c: TICqoin €~ C, icl):
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Rc‘: = RcC l](.‘i.
Une n-relation sur & sera notée R (Rg; C',..., C")¢R(8).

Des cas particuliers de cette définition donnent des relations importantes
pour les applications.

(3.3.3) Déiinition. Une n-relation (homogéne) contenue dans une
n-relation donnée est toute " relation sur la méme famille de classes-sup-
ports et telle que R"c R oi R c]]C et R"cT]C.

Cette définition donne la relation de ,confenance* dans R(8).

On appelle diagonale de A" la classe A, C A* formée de n-uplets dont
tous les éléments sont identiques A, = {(m, m, ..., m)ym¢ A}.

(3.3.4) Définition. Une n-relation identique (homogéne) est une
n-relation [(A) telle que

KA) (14:A4,..., A).

A toute n-relation homogéne on associe de maniére unique une relation
homogeéne ; il n'en est plus de méme pour une relation non-homogéne.

(3.3.5) Définition. Une n-relation identique homogéne associée a
une n-relation est la n-relation

KA (A3 Ay .., A,

ot 1, est la diagonale de (A/)" construit sur la j-tme classe de &

(3.3.6) Proposition. A foute n-relation R est associée une suite de
n-relations identiques homogénes, qui est unique

UR =l jeh) wiR) jel)
ot I; est la diagonale de la puissance n-éme de la j-éme classe de &.
Evidemment 8¢ 9, et tout A/¢ & est tel que A/ ¢ IN,,.

(33.7) Détinition. Une j-projection de la n-relation R est une n—I-
relation notée pr'R, qui est définie par la relation

pR - Ci@y, ..., a; 4, @y, ..., @) (@y ..., a)€ER).

34. ncatégorie des n-relations. Notons R} la classe des n-rela-
tions homogénes sur C¢ I,

R4 {(A:C.C,...,C/AcC).
Considérons l'application &, suivante:
kn: (R~ RY
telle que pour tout (R/i¢/)e (R on ait
kiR, Ry, . ... R)=R=(A;C,C,..., O)
ou la classe A est définie comme suit
A A .A,... A, |a,ay...,a)3(a) @, a%...,a,...,a})cR)}

(34.1) Définition. Le produit n-aire (dans la suite produit) d'une
suite a n-éléments de n-relations homogeénes est la n-relation R telle que

R-kq(Rlo- .y Rl)'
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Pour la loi n-aire partout définie dans A% on a:

(3.42) Proposition. La n-relation identique Ac associee a tout n-re”
lation homogeéne de R est une unité pour la loi k,

kn( '(;y »’(_‘. c ey '(_‘y R(_‘. —'(_‘- ey '(_‘) R(_‘( :R".:.
o R est dans une position arbitraire de 1 a n; . est unique.
Démonstration. Soit A {(a,,..., a,)} et |I. |(a a,..., a)]. Pour
la classe produit A I de. .. 4. A de... I on a:

A a},a,...,a)at:(a,...,a,...,a")¢R,)

mais il s’en suit, que A (a,,a,...,a, A, car n—1 des n-relations sont
des n-relations identiques, ce qui donne donc

Ra( Ay ooy der Ry Bcy - .y 1e) R
Soit un autre ¢lément I.¢R% avec la meéme propriétc; de A=A suit que

I est une diagonale de C”; celle-ci étant unique on a 1. .I.

La définition de n-groupe (5] donne lieu a la définition de structures
plus pauvres, généralisations du demi-groupe :

(3.4.3) Détinition Un n-demi-groupe est un ensemble (classe) muni
d'une loi de composition n-aire, interne et partout définie sur C" qui vérifie
les axiomes suivants .

(0),.1) La loi de composition est associative .
(1€ Copevoy Caly Cagayenvy €Con o] o =[Crse v, €u |€Cit1y o Cignl,
.,(',,, ||="' [l‘],....(.,. " I‘.’"‘"""."l l”‘
(1,.2) 1l existe un et un seul élément-unité dans C", soit u,tel que pour
toute position dans le n-uplet d'un élément ¢ u on a le composé
(2, u,...,u,c,u,...,u] c

(3.44) Proposition. Le couple (R}, k,) est un n-demi-groupe.

Démonstration. (D,.2) est démontré dans (3.4.3); &k, est partout
définie, la classe R} étant celle des n-relations homogénes sur C. L’associa-

tivité découle de I'associativité du produit
(A A LA Ay LA ) (A AL (A AL A D

La situation ainsi décrite et dont les éléments essentiels sont dans ||7]
se généralise pour la classe des n-relations sur 9,
Construisons sur R, R,(I,) les applications suivantes

witR, (M) avec w(R)=(Clicl)=2¢,
qui a toute n-relation de R, associe la classe de classes supports & et
Up Ry (M) avec Up (uidel) et udR) 1.,

(
i

oir A4, = ( 'U' ), C, ..., C)), qui associe a toute n-relation le n-uplet des

n- relatlons ldcntiques construites sur les classes du support & de K,. Avec
ses notations on construit la loi &/ suivante:
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BI(Ri€ 1)) (As b (R € 1)
si et seulement si C) - C] pour tout couples (i,j)c /[ et ol on a posé
A R(RiieD) hlie DeXMY), hie A wiel
avec la notation
M= CeMg M, € M.
CeM,
On a le théoréme important :
(3.4.5) Théoréme. Le triplet (R, Ug, k.) est une n-catégorie. l’ap-
plication w définit un n-foncteur de R, vers (M),
o (OM)n s 1, Rp)-
Démonstration. Dans (R, Ug k7), (R, Ug) est un n-graphe et
(R, k,) est une n-classe, donc (R, Up, kI) est une n-classe polaire. Soit
R—=[(Rii¢ D) le composé de (R;i¢ /), supposé composable dans (R, Up k)
puisque R, =(A,;C/,Cr ', ..;,Chet R- (A CL,Cy T, ..., C!) on a

u RU(Riel)y—=uA;C,Cy ..., C) .1C{ et encore

ug.vy(Rliel) udRy) ul(A,;Cr, [0, L TN ) Ay
J

ce qui donne u; .k’

n

u;.v; et laxiome (N.1) est vérifié. Puisque la loi de

composition est définie si et seulement si ona €} (), cette condition entraine

(.l,v.::(.‘;.(."/,....C') loo =4 (JC:;C;.(.;....,C{)

J [~ [
i

mais en vertu de la définition des applications u.(xys¢ /) on a udR,) udR)
et la classe des w-uplets composables est

NRa) (RN udR))  ufR) (i )€ 1<, i),

qui est un produit fibré généralisé, donc I'axiome (N.2) est vérifié. Supposons
(U(R); R),¢ “(R); on peut alors ¢crire

Aoty e s Vst o R vy 1 SR

ot A, I“,,;(.",i o ONERYCY); le composé est alors une n-relation sur
E=(C",C", ..., CY
donc sur la classe des supports de R: d’autre part on a
A kMhicD/hdel)e My, hic A1, sidijet Ay~R))

mais comme par hypothése (UJh), k), ¢ My > [(Udh); R)l=h on a A Ap
A, et en détinitive (U(R), R);~R; l'axiome (N3) est vérifié. L'axiome
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de Plassociativité dcécoule de Iassociativit¢ dans la classe des n-simplexes
sur JIG, .

(3.46) Remarque 1. Si n>2 les 2n l-uplets pour lesquels I'associa-
tivité est vérifice sont formés de 2n- 5 relations identiques homogenes sur
une meme classe. C’est une conséquence de l'associativité des rn-simplexes.

(3.4.7) Remarque 2. La loi de composition des n-relations peut étre
vsénéralisée sensiblement en considérant la loi £, comme construite a partir

o

des lois (k}.n") et (k) de n-simplexes.

(3.48) Corollaire 1. La classe des n-relations homogenes C¢ IN° est
un n-demi-groupe pour la loi de composition R;' partout définie sur #(C).

(3.49) Corollaire 2. Si n 2 la classe (R, k,) est la catégorie des
relations. La classe R%C) est un demi groupe.

La premicre partie est une conséquence de (2.4.9); la seconde partie
des propriétes des relations linéaires homogéenes.

(3.4.10) Remarque 3. La classe A de la relation-composce de (3.4.5) peut
Ctre présentée sous la forme équivalente

A ((@liel)y3za)Mal a,&alic DA, jel).

La théorie qui est exposée dans ce travail est une des généralisations
n-aires de la théorie des catégories. Pour obtenir un axiome analogue a
raxiome (G.1) des catégories qui est remplacé par (N.1) dans les n-catégories
on construit des unités ,locales* formées de n | éléments et qui avec un
éléement donné f¢ C forment un n-uplet composable tel que le composé soit f.
l/ne étude détaillée sur ce sujet paraitra sous peu.
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