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ANALYTISCHE FORTSETZUNG VON POTENZREIHEN
WOLFGANG GAWRONSKI, ROLF TRAUTNER

Das Hauptresultat dieser Arbeit ist eine Verallgemeinerung bzw. Modifikation des
bekannten Carlsonschen Satzes iiber analytische Fortsetzung von Potenzreihen.

1. Gegeben sei die Potenzreihe

(1) w('w):ga,.w", lim sup | a, V" =1.

0 n—oo
Werden die Koeffizienten a, durch eine ganze Funktion F(z) vom Exponen-
tialtypus interpoliert, d. h. es gilt

(2) F(n)=a, fiir n=N,

so gibt Carlson [5] einen Zusammenhang zwischen dem Analytizitdtsgebiet

von y(w) und dem Strahltypus

3) h(g)=lim sup !ggﬁ}_ﬁ(r{e“'f)‘
r—oo

von F(z) an. Fiir einen konvexen Bereich K (d. h. eine abgeschlossene kon-

vexe Punktmenge Kc C, siehe [4]) heifit

(4) Ri(®) = max Re (ze—i7)
€K

Stiitzwinkelfunktion von K. Sei K der grofite konvexe Bereich, so daf fiir
(4) gilt
(%) k(@) =he —),

so heiit K {z¢C|z¢K} das Indikatordiagramm von F(z). Dann besagt der

Satz von Carlson. a) Ist F(z) vom Exponentialtypus, so besitz-
w(w) eine eindeutige analytische Fortsetzung in die w0 enthaltende Zu-
sammenhangskomponente von (e—X)° U{oc}.

b) Ist K eine konvexe und beschrinkte Menge, die in Richtung der
imagindren Achse eine Breite<2x hat, und falls y(w) in dem w-0 und
w = oo enthaltenden Teilgebiet wvon (e X) U{oc} holomorph und eindeutig
ist, so existiert eine ganze Funktion F(z), deren Indikatordiagramm in K
enthalten ist, und es gilt (2) fiir n¢N.

Bieberbach [4] wirft die Frage auf, ob man dhnliche Resultate er-
halten kann, wenn die Interpolationsfunktion lediglich in einem Winkelraum

(6) Sap={z2-rev| —p<g<a, r>0} a, >0
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holomorph ist. Er verweist dabei auf MaclIntyre [9]. Zu diesem Fragen-
komplex zitieren wir folgende wichtige Resultate:

Satz von Lindel&f [7). Ist F(2) in Sap, .2 holomorph und dort
yleichmdfig hochstens vom Minimaltypus der Ordnung 1, so ist y(w) ana-
ytisch fortsetzbar nach C*—{w¢C |Rew>1Imw=0}.

Satz von Bernstein [3], (in der Fassung von Agmon [1]). a) /st
F(z) holomorph und hochstens vom Minimaltypus der Ordnung 1 in S,z
(0<a, B=n/2), so ist y(w) analytisch im Gebiet U.p das von den expo-
nentiellen Spiralen ry(p)=exp (ptana) und ry(p)=exp ((2n—q) tan ) be-
grenzt wird.

b) Ist w(w) analytisch in G.s(0<a, f==a/2), so existiert zu Jjedem
a €(0,a) und B € (0, B) eine Interpolationsfunktion Fu, s/(2), diein S.:, 4 ana-
lytisch und dort hochstens vom Minimaltypus der Ordnung 1 ist.

Fiir a— 8- n/2 umfait Teil a) den Satz von Lindelof. Eine Verallgemei-
nerung des Teiles a) gibt Cowling [6] an, der fiir F(2) in S., einen po-
sitiven Typus zulaBt. Ziel der vorliegenden Arbeit ist es, den Carlsonschen
Satz fiir den Fall zu modifizieren, in dem die Interpolationsfunktion in einem
Winkelraum S, analytisch ist, bzw. ein beschrianktes Analytizitdtsgebiet be-
sitzen kann. Eine wesentliche Frage wird hierbei die einer Modifikation des
Begriffes des Indikatordiagrammes sein.

2. Hierzu treffen wir zunichst einige topologische Vorbereitungen. Sei
h(y) eine fiir —f<@<a(0<a, B<n/2) definierte reelle Funktion, welche die
trigonometrische Konvexitdtsbedingung

(7) h()) sin (g5 — @3) + Algg) Sin (g3 —@1) + Alpg) Sin (g 1—92)=0
filr— < <o <@z<a
erfiillt. (Aus (7) folgt die Stetigkeit von k(¢), Titchmarsh [10].) Sei

(8) Hy(q) = {z | Re ze'v > h(q)}
(d. h. die Halbebene {z=x+iy|xcosg—ysing>h(q)}) und
9 Kag= N Hulp),

—B<o<a

dann heie K, das Indikatordiagramm von #(g). Aus (9) folgt unmittelbar
Konvexitat von K, und folgende Eigenschaft, da 0<a, f=n/2 ist:

(10) Xo+ 1Yo € Kap=) X+1yo€ Kap fir alle x=x,

die wir als Sternformigkeit bzgl. —occ bezeichnen. Falls a<n/2 oder f<m/2
gilt, wichst die Breite von K, in Richtung der imaginiren Achse iiber alle
Grenzen fiir x —»— co. Bezeichnet fiir eine konvexe Menge K

(11) kg(p)—max Re (ze—'#)=max (x cos ¢ +y sin ¢)
zeK F13.¢

die Stiitzwinkelfunktion von K, so laBt sich die Beziehung zwischen A(¢)
und dem Indikatordiagramm K, durch

(12) ki, (—@)=hlg), —B<¢<a
beschreiben.
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Ist umgekehrt eine konvexe Menge K gegeben, deren Stiitzwinkelfunk-
tion (11) kg(p) fiir —a<e@<p endlich ist, dann wird durch (12) eine Funk-
tion A(p) fiir —f<<gp<a erkldrt, welche (7) erfiillt. Dabei entspricht der Kon-
vexitdt von K., die trigonometrische Konvexitidt von #(¢) (Titchmarsh

[10]). Spitere Uberlegungen verlangen folgende Verallgemeinerung des Indi-
katordiagramms. Sei

(13) Kas= . U N(K.,,,+2:u‘n).

(K+zo={z:z’+z(,|z’(K}), dann erfiillt ., ebenfalls (10). Die Darstellung
(13) von K., bestimmt K., nicht eindeutig; d. h. bei vorgegebenem &,
gibt es i. a. verschiedene konvexe Mengen K, die (10) erfiillen. Damit eine
Modifikation des Carlsonschen Satzes so formuliert werden kann, da not-
wendige und hinreichende Bedingungen moglichst ,nahe zusammenliegen®,
wihlen wir unter obigen K, eine minimale konvexe Menge K., aus, die
(13) erfillt, d. h. fiir alle K., in (13) gilt K.s C K.s Die Moglichkeit einer
solchen Wahl erhalten wir aus folgender Konstruktion, die leicht aus geo-
metrischen Uberlegungen folgt (s. Fig. 1). Falls inf {x| x-+iy¢€0Ra.s}
= x,> — oo, existiert ein y,¢[—z, #) mit Xo+iy,€0R,s Dann setzen wir

(]4) K’a.ﬂ=ﬁa,ﬂnBy‘43
mit
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(15) Byoz{x+iJ’|—”+yo§yéyo+”}-

Dabei ist K;_,e eindeutig bestimmt, sobald y, eindeutig bestimmt ist, d. h.
wenn K, ungleich einer Halbebene {z|Rez>a} ist. (Im letzten Fall darf
Vo€ R beliebig gewihlt werden.) Falls inf {x|x-iy€0R.s}=—oo, hat K, ;
fiir jedes x in Richtung der imagindren Achse eine Breite< 2z, und damit
ist K,, eindeutig bestimmt, d. h. K,;= K.z Da K., stets in einem Paral-
lelstreifen B,, enthalten 1st ist die Stiitzwinkelfunktion kx (q) fiir lp <n/2

endlich, wiahrend kg, slo) filr —7/2<g<—a bzw. fiir f<<¢ <~z’2 unendlich ist.
Aus KaﬁCKuﬂ folgt kK, (q)<k1( ((r) fiir —a<<¢p<p also kK, ( ~p)=h(¢p)

fir — B<@<a. Dabei tritt Glelchhelt in einer Umgebung von q—O ein, aus-
serhalb dieser ist Ungleichheit moglich. Wir bezeichnen K’ als das redu-
zierte Indikatordiagramm von #k(¢) bzw. als reduziertes Indlkatordlagramm
einer in S,; holomorphen Funktion F(z), deren Strahltypus %(¢) ist. Zusam-
menifassend erhalten wir: K., ist eine Menge K’ mit folgenden Eigen-
schaften:

(16) K’ ist konvex, sternformig bzgl. —oc (10) und in einem Streifen B,

(15) enthalten,

(17) R —p)=hlp), —p<¢o<a

3. Resultate von MaclIntyre [9] iiber Laplacetransformationen und
die obigen Begrifisbildungen gestatten nun folgende Modifikation des Teiles
a) des Satzes von Carlson.

Satz 1. Gegeben sei eine in S,z analytische Funktion F(z) (0<a, f=n/2)
mit dem Strahltypus hglq) und reduziertem Indikatordiagramm K ,. Seivy(w)

eine Potenzreihe (1), welche die Interpolationsbedingung fiir n ¢ N erfiillt

Dann ist w(w) analytisch fortsetzbar nach exp (—cK’,,z).

Bemerkung 1. Die Behauptung des Satzes ist éiqulva]ent zu der fol-
genden. yw(w) ist analytisch fortsetzbar in exp (—cK’)c, wobei K’ eine Menge ist,
die (16) und (17) erfiillt.

Beweis zu Satz 1. Da F(2) in S,, vom Exponentialtypus ist, kon-
vergiert die Laplacetransformierte

(18) £(2) =0°f e—t2F(t)dt

fiir Re 2>>h.(0) und stellt dort eine analytische Funktion dar. Dabei ist der
Integrationsweg die positive reelle Achse. O. B. d. A. sei F(z) stetig er-
ganzbar in z -0 (vgl. Bemerkung 2, ii). Wegen der Holomorphie von F(z)
in S, darf der Integrationsweg durch einen beheblgen Strahl arg £-—¢ mit
¢ €(—B, a) ersetzt werden. Also ist f(2) analytisch in der Halbebene /()
und damit (beachte die Bezeichnung (9)) analytisch in K., F(z) kann man
aus ihrer Laplacetransformierten f(z) mittels der Umkehrformel

(19) F2)~ 5z Jefityat
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erhalten, wobei 7' eine Jordankurve ist, die parallel zu 0K, verlauft (M ac-
Intyre [9]). Wegen (2) folgt mit (19)

l oo
w(w) =5 Tw" [ e"f(t)dt+a,
1 r
und (w=e—?)
wle ) = oo Se—s [enftdt + a,.
<€ ]

Fiir Re z>sup{Ref f¢I'} konnen Summe urd Integral vertauscht werden
und demnach gilt dort

a1 fe D
(20) we ) =q_; rf l—e—(—D dt+a,.
Da [’ beliebig nahe an 0K, ; gelegt werden kann, ist yw(e—2) analytisch fiir
alle z-+t+2nin,ne¢Z,t€ K, 5: d. h. (mit der Bezeichnung (13)) y(w) ist ana-

lytisch fortsetzbar nach exp(—cQa.,4), woraus die Behauptung mit exp(—K'..5)
exp(—Ra ) folgt.

Bemerkung 2. i) Da K., die Bedingung (10) erfillt, ist exp(—K".. ;)
sternformig bzgl. w —=0; d. h. Satz 1 liefert eine untere Abschidtzung fiir
den Mittag-Leffler Stern von y(w). Sofern man nur diesen abschitzen will,
ist Satz 1 wegen der schwicheren Voraussetzungen stdrker als der Carl-
sonsche Satz. Andererseits liefert dieser Aussagen iiber ein nicht stefnfor-
miges Analytizititsgebiet.

ii) Satz 1 bleibt giiltig, falls F.2) nur fiir z >N analytisch ist und die
Interpolationsbedingung nur fiir »>/N besteht, denn

y(w) =2a,w* und ¢(w)=Za,w"
0 N

besitzen im Endlichen dasselbe Analytizitatsgebiet.

4. Im folgenden untersuchen wir die Umkehrbarkeit von Satz 1. Sei
also w(w) analytisch fortsetzbar nach (e—X")¢, wobei K’ die Bedingung (16)
erfiilllt und fiir ¢ ==n/2 eine endliche Stiitzwinkelfunktion kg(p) besitzt.
Ziel ist es, eine interpolierende Funktion F(z) zu finden, die fiir geeignete
a, B € (0, x/2] analytisch in S, s und dort vom Strahltypus kglq) ist, so daB
die Umkehrung von (17) gilt, d. h.

(21) help) =k (—¢), —B<o<a.

Falls dies fiir a=pg==/2 gilt, ist das reduzierte Indikatordiagramm von Agp)
in dem vorgegebenen K’ enthalten. Gilt a<a2/2 oder A< x/2, so lait (21)
nicht notwendig eine solche geometrische Interpretation zu. Wir werden
zeigen, daB fir a, #<<x/2 oder fiir beschrinktes (e—X")° stets ein solches F(2)
gefunden werden kann, wobei F(z) sogar ganz ist. Bei unbeschrinktem
(e—K) und a=n=/2 oder f-=/2 kénnen wir nur unter Zusatzbedingungen
(Wachstumsbeschrankungen von w(w) bei oo) eine interpolierende Funktion
F(z) angeben. Deshalb machen wir folgende Fallunterscheidung:
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I. Fall (e=X’) ist beschrinkt. Dann existiert ein 7o>0 und ein

7€l —m, ), so daB (e Ky Clw w! Pl _x »
(s. Fig. 2b) Fiir < <roj und w,—=re"¢oeK) gilt.

R= U (K'+2in)

Nn=—=—oco

Im w

1%

Fig. 2a Fig. 2b

ist x,= -—log r,=min {{x} x4 iy € 0K} > — oo (s. Fig. 2a,b). Sei y, € (¢o— 27, ¢,)
dann sind die Mengen

N, =K N{z=x+iy | x=Xo, Yo=Y =0}
Ny=K'N{z=x+iy X=X @o—27= Y=Y,}
N=N;NN,
konvex. lhre Stiitzwinkelfunktionen bezeichnen wir mit k~,(rr) bzw. &y(9)

Die Mengen N,, N werden vermoge w=e—~ auf S;=e "ibzw.S=e VN =5,US,
in der w-Ebene abgebildet. Wir definieren y(w) -0 fiir r,<|w|:=occ. Damit
ist y(w) auf den beiden Zusammenhangskomponenten von S¢U{cc} erklart
und dort analytisch. Nach Aronszajn (2] existieren Funktionen

ywiw) = Eag“w" (i=1, 2) mit
0
(22) ywiw) ist analytisch auf S7 U{cc) (i=1,2)
und
(23) (W) =y (W) +yyw) flir we Sy {o).
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Die Funktionen w,(w) sind radial nach @w= oo (einschliellich) analytisch fort-
setzbar. Also existieren nach dem Satz von Carlson ganze Funktionen Fi(z),
der Ordnung 1 (i=1, 2) mit Strahltypen hFi(()‘), so dafi gilt

(24) he(@)=ky(—q) firalle ¢ (i=1,2)
und

(25) Fn)=a{, neN(@i=1,2).
Setzen wir

(26) F(2)= F\(2)+ Fy(2),

so folgt aus (23), (25), (26) die Interpolationsbedingung (2) fiir n¢ N. Fiir
den Strahltypus %¢) der ganzen Funktion F(z) gilt die Abschitzung

(27) h(p)= sup (hr (), krF (@)= sup (kn,(—q), kn(—@))=Ekx(—7)

fiir alle ¢. Die letzte Gleichung ist richtig, da die Stiitzwinkelfunktion von
N - N,UN, gleich dem Supremum der Stiitzwinkelfunktionen den N; ist.
Insbesondere ist also (27) fiir ¢ € (—x/2, #/2) erfiillt. Zusammeniassend er-
halten wir folgenden

Satz 2. Gegeben sei eine Menge K', welche (16) erfiillt. Sei w(w) (1)
analytisch fortsetzbar nach (e—X')y und (e—X') beschrinkt.

Dann existiert eine ganze Funktion F(z), deren Strahltypus hg(y) fiir
¢ <a/2 die Bedingung (21) erfillt, und es gilt (2) fiir n¢N.

2. Fall. (e~ X’)" ist nicht beschrinkt. Dann folgt, da K’ (16) erfiillt,
K’gBy0 fiir ein y,€[—m, ) (s. Fig. 3); d. h. y(w) ist analytisch fortsetzbar
bis ~o (ausschlieflich) ldngs einer glatten Kurve C folgender Gestalt

(28) C ist gleich einem Strahl arg w A, oder eine Asymptote zu einem
solchen Strahl.

Sei zunichst C={w|argw=y,}. Um jetzt eine geeignete Interpolationsfunktion
zu erhalten, stellen wir wie beim Beweis des Carlsonschen Satzes die
Koeffizienten a, durch ein Cauchyintegral dar und ersetzen n» durch die
kontinuierliche Variable z. Also gilt

_ 1 ryw)

-wobei y eine einfach geschlossene in (e—X")¢ verlaufende Jordankurve ist
(s. Fig. 3b). Mit der Substitution w—e—* folgt

|
A= —57 ’{w(e—‘)e"‘dt,

wobei I, (e’r°=y) ein in K verlaufender Jordanbogen ist, der folgende
Bedingung erfillt:

(29) I, verlauft im Analytizitatsgebiet von yw(e—*); die Endpunkte von I,
sind ¢,= o+ Yo+x), ta=0+i(y,—=n). (s. Fig. 3)
Die Funktion

(30) Fui2)= = 5y JWle~)edt
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Fig. 3a Fig. 3b

ist ganz, hochstens von der Ordnung 1 und erfillt (2) fiur »0- Dies gilt
fiir jede Wahl von I, mit (29). Fir verschiedene o erhdlt man jedoch i. a.
verschiedene Funktionen F,(2). Fiir den Strahltypus %r (¢) von F,(2) folgt

sofort aus (30) | F,(re?) M(I',)sup {exp(r (Rete'®)) | t¢ I, } also
(31) hr,(q) -sup Re te'r.
LE I'a

Im folgenden ist zu klaren, fiir welche Werte vong sup {Reteir|te I, }

-sup {Re teiv | £ ¢ K’} gilt. Sobald dies erlaubt ist, folgt aus (31) die gewiinschte
Beziehung #r (¢)=kx(—q). Wir zeigen, daBl dies moglich ist fiir [¢ | <a<la/2.
Dabei hdngt o —-o(a) und somit auch I, und F,,(2) von a ab. Bei ge-
eigneten Wachstumsvoraussetzungen fiir w(e ), fiir Ret — oo (€ B,), gilt
die Abschitzung (21) auch fiir ¢ <7/2.

I) Sei zundchst 0<a<m/2. Die Stiitzwinkelfunktion kx(q) erfiillt (7).
Wir bilden mit ihr nach (9) die Menge K. (K.. ist also das Indikatordia-
gramm von kgAy) fir |¢|<a) Es gilt dann K'C K, .. Wegen a<<a/2 wichst
die Breite sup {| y,—¥a | x +iyK,}(j=1,2) von Ka. fir x-——co unbe-
schrankt, wihrend diejenige von K'< 2 ist fiir alle x. Wir kénnen nun in (30)
den Integrationsweg I, so wahlen, daf dieser in K'¢ verliuft, seine End-
punkte t;(jf 1,2) aber in K,. liegen (s. Fig. 3a). Anschlielend kénnen wir,
bei festgehaltenen Endpunkten t;. I',w so deformieren, daB /', von K,.

einen Abstand hat, der kleiner als ein vorgegebenes &0 ist. Dann gilt fiir
alle ¢ <a und t¢ ., Rete' <kg, ( —q)+e, also ist (beachte (31))

hF’\'/ )- sup Re te'” sup Re te' k[('( —q ).

ter, t€Kya

ola)
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Letztere Gleichheit folgt, da die Stiitzwinkelfunktion von K, . und K’ (nach
Konstruktion) fiir | ¢ =a iibereinstimmen.

II) Um eine interpolierende Funktion F(z) zu finden, die fiir ¢ | <a/2
die Typusbeziehung (21) erfiillt, gehe man wie folgt vor. Zu jedem a¢ (0, z/2)
bestimme man nach I) ein o(a) und die Funktion F,)(2). Dann nehme man
den Grenziibergang a—=/2 vor; dem entspricht der von ofa) —— cc.
Falls also
(32) F(Z) = lim Fa(a)(z)

a—n/2—0

gleichmaBig in einer Halbebene Re z>% existiert, so erfillt F(z) (21) fiir
@ <=/2 sowie die Interpolationsbedingung (2) fir n>k. Hinreichend fiir
die Existenz von (32) ist etwa die Wachstumsvoraussetzung

(33) yw(w) = O(w*) (w — oo, we C (28)) fiir ein £=0.
Dann konvergieren fiir Re z>k+e¢, ¢>0, die Laplaceintegrale

of w(e-—(o'f-i( y. :n)))ez(o-f-i(ynj:n))do’

und die Ungleichung (21) gilt fir |¢ <a/2.

Ist C in (28) eine Asymptote, so verliuft der Beweis analog. Dabei sind
die Wege I', durch Wege I, zu ersetzen, deren Endpunkte f; =o-iy,'o) auf
einer Kurve I”c K¢ liegen mit e—7" = C. Zusammenfassend erhalten wir fol-
genden

Satz 3. Gegeben sei eine Menge K', welche (16) erfillt. Sei y(w)
(1) analytisch fortsetzbar nach (e=X')* und (e—X')* unbeschrinkt.

Dann gilt:

i) Zu jedem ac¢(0,n/2) existiert eine ganze Funktion F,z), die (2) fir
n=0 erfillt und in S.. der Typusabschdtzung (21) geniigt.

ii) /st zusdtzlich w(w) analytisch fortsetzbar entlang einer Kurve C
mit (28) und (33), so existiert eine fiir Re 2>k analytische Funktion F z),
die (2) fiir n>k erfillt und in S.p, .2 der Typusabschitzung (21) gerniiJt.

Bemerkung 3. Hervorzuheben ist, da der Fall, in dem (e—X")* be-
schrinkt ist, einfacher zu behandeln ist und ein stdrkeres Resultat liefert
als der des unbeschrinkten Analytizititsgebietes, nimlich die Typusabschat-
zung gilt fiir alle ¢.

Bemerkung 4. Im allgemeinen Fall kann nicht entschieden werden,
ob eine interpolierende Koeffizientenfunktion F(z) existiert, die fur ¢ |<z/2
die Typusabschitzung (21) erfillt. Dal diese jedoch fiir @ |==/2 nicht gelten
muB, sieht man an folgendem Beispiel : y(w)=w ist sicherlich nach C*- (e K"y
analytisch fortsetzbar mit K’ —{z|argz==}U{0},und es gilt kx/(p)—0 fur
¢ |-~ /2. Gibe es eine interpolierende Koeffizientenfunktion F(2), die (21)
fiir ¢ =a/2 erfillt, so wire F(2) — 0 nach dem Carlsonschen Nullstellensatz.

Aus Satz 1 und 2 folgt unmittelbar

Satz 4. Sei F(z) analytisch in S.; (0<a, B=n/2) und dort hochstens
von der Ordnung 1 mit dem Strahltypus hg(p).

Dann existiert eine ganze Funktion G(z) wom Exponentialtypus, so
dap fir deren Strahltypus ho(q) gilt holy)—~hee), —B<g<a sowi: Fn)

:G(’l) fu’ ’l€ N-
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Als Anwendung von Satz 4 erhilt man folgenden Interpolationssatz fiir
ganze Funktionen.

Satz 5. Zu a¢(0,n/2) existiert eine ganze Funktion G(z) vom Expo-
nentialtypus mit Strahltypus hg(g)=0 fir ¢ <a, und es gilt G(nxy)=0
fiir eine Folge n,¢N, deren obere Dichte 1 ist (d. h. lims. sup k/n,=1).

Beweis. Es gibt eine Folge {n,} der genannten Art und eine Po-
tenzreihe

w(w) - Sawt
k

mit a,, —0, die bzgl. {n,} kompakt in C* iiberkonvergiert (d. h. die Partial-
summenfolge s, (w) konvergiert kompakt in C*). Die Existenz einer solchen

Funktion folgt mit der Konstruktion von Luh [8]- Somit ergibt sich die
Behauptung mit Satz 4.
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