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DER SATZ VON RAO-BAHADUR FUR GROSSE
ABWEICHUNGEN BEI UNABHANGIGEN UND NICHT IDENTISCH
VERTEILTEN ZUFALLSGROSSEN

ELISAVETA J. PANCEVA

Es sei X;, Xo, ..., X,,... eine beliebige Folge von unabhingigen Zufallsgrofien. Man

bezeichne S,,77X1+X._,+~-,-l-’+—X,,, Fp(x)==P(S,x). Die vorliegende Arbeit enthalt hinreichende
Bedingungen, bei denen 1—F,(x)=0,x)b,(x)(1 +o(1))/V2zn, wo o,(x) die Chernoffsche Fun-
ktion der Summe S, ist. Damit wird der Satz von Rao-Bahadur fiir den Fall nicht identisch
verteilter ZufallsgroBen verallgemeinert.

1. Aufgabenstellung. Bei der Betrachtung des asymptotischen Verhaltens
der Verteilung F,(x) einer Summe von unabhingigen und identisch verteilten
ZutallsgroBen X;, X,,..., X, erhielten R. Bahadur und R. Rao [I] das fol-
gende Ergebnis:

(1) 1 Fu(x) - @"(x)(2an) 12 b, x)(1+ 0(1)),
wo o(x) -inf{e-**E e*t¢ R; die sogenannte Chernofische Funktion von X ist.
Aus (1) folgt unmittelbar (z. B. [5])

(2) lim (1 —F,(x)) " o(x).

n—o0

Ziel der vorliegenden Arbeit ist dhnliche asympthotische Abschatzungen fiir
den Fall nicht identisch verteilter Zufallsgréfien zu erhalten.

2. Hilfsergebnisse und Bezeichnungen. Es seien X, X, ..., X, unabhdn-
gige ZufallsgroBen, deren Verteilungsfunktionen Vix), r=1,2,..., n durch
VA(x) kG (x)+ (1 —k)Garlx), k210, 1] dargestellt sind. Dabei ist G,(x) absolut
stetig und G, (x) enthilt keine absolut stetige Komponente. Die Summe S,

X,+---+X, hat die Verteilungsfunktion F,(x)=Vj=-.-xV,(x) und die
momenterzeugende Funktion R,(f) -Ee™" . Die Verteilungsfunktion F,(x)

(R.(t)) " [*._e'” dF,( y) nennt man konjugierte Verteilungsfunktion der Summe S,.
Wir fithren folgende Bezeichnungen ein: m, sei der Erwartungswert, 0y — die
Varianz und x,, - die »-te Semiinvariante beziiglich der Verteilungsfunktion F,.
Entsprechend sind m,, ¢} und x,, die beziiglich F,(x) gebildeten Charakteristika.
Es gelten die Beziehungen:

m, —[log Ru(t)}, on [log RO, 3.~ [(X— mn)® dFa(x).

Die Verteilungsfunktionen #, hingen auch vom freien Parameter £ ab. Bekannt-
lich (z.B.[2, 3, 4]) 1Bt die normierte konjugierte Verteilungsfunktion £,(x) = Fa(o,x
+m,) die formale asymptotische Entwicklung zu:
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Fo(x)— ®(x)+ = Qualx)n 2,
r—=I1

wo @ die standarte Normalverteilung ist. Die Funktionen e*/2Q, .(x) sind Poly-
nome (3»—1)-ten Grades beziiglich x, und hdngen nur von den Semiinvarianten

M3y -y %12 ab. Es ist, z. B.:
(3) Qua(x) (27) 12 (1 x2) e *"23,/31, A3n—\N3n0,>.

Die Funktion o,(x) -inf{e**R,(f)t¢ R} nennt man Chernoffsche Funktion
der Summe S,. Ihre analytischen Eigenschaften sind in [5] und (7] untersucht
worden. Hier werden wir von den folgenden Eigenschaften Gebrauch machen:

a) Das Infimum wird fiir £, erreicht, wobei 7, die einzige Losung der.
Differentialgleichung R/, (f)/Ra(f) = x ist. Es sei angenommen, daBi R,(f)<oc fur
t¢[0, 7). Man definiere ar,:—d/dt(log R.(t))—r . Dann existiert fiir alle
x<ar, eine Losung ¢, der obigen Differentialgleichung.

b) t.— 0 fir x —m,; >0 fir x>m,; £,<0 fiir x<m,.

3. Satz von Rao—Bahadur — Verallgemeinerung. Die Zufallsgrofen X,,. ..,
X, seien unabhdngig, nicht unbedingt identisch verteilt und geniigen den folgen-
den Bedingungen :

i) Rat)<co, t€[0, T), T7>0;

i) [Ra(8))'"—f(t), n—co, t€]0, T);

iii) [log n]='27  k,—o0, n—oo.

Dann gilt fiir m,.'n<x<a,vn/n

P (Xt s x) - ou(n)(2an) 12 b1+ o(1))

n

Beweis. Wir haben

P(S,/n>x) 1 Funx) = Rat) e~ dF ()~ Ru(t) [ exp[—t(my+ 042)|dF (2).
nx (nx—mp)/op

Die Differentialgleichung R/ (f)/R,(f)—nx hat fir x aus dem oben angegebenen

Interval eine einzige Losung £, Fiir £—1¢, . ist die untere Grenze des Integrals

gleich Null, da m,=nx ist. Deshalb gilt weiter

1 Fu(nx) = Ru(tn.) exp (—tnnx) [ €xXp(—tnx0,2) dF(2)~ 0n(nX). I,
0
wo /I, [ exp(—tnx0,2)dF}(2). Nach partieller Integration erhilt man
In— tnxon [ €Xp(—tnx022)[Fn(2)—F(0)) dz.
0

An dieser Stelle brauchen wir den
Lemma 1. Unter den Bedingungen i) — iii) gilt die folgende asympthoti-
che Entwicklung:

(4) Fi—f(z)=(2an) 12 e~ =1 233"+ 0 ') .

vn
Laut [4, Satz 26] gilt (4), wenn folgende Bedingungen erfiillt sind:
a) es existiert das dritte Moment B3, von F,,
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p) fir n—oo gilt
10k

—> 00

und

T3,n {1‘ kr
oplogn r—1 l+vf

—>

Dabei ist 73,=03/443, und v, die totale Variation von G] (x). QGelten die asymp-

thotischen Beziehungen o,~yn g, und f3.~ng, (g, und g, sind Konstanten),
so nimmt g) die einfachere Form an:

£ [log n] 12> kp—ce.

Beweis von Lemma 1. Es bleibt zu zeigen, da aus i) — iii) die Bedin-
gungen des zitierten Satzes folgen. Die Existenz von S3, folgt unmittelbar aus
i). Weiter zeigen wir, daf falls die Bedingung ii) in Kraft ist, die asympthoti-
schen Beziehungen o,~\Jn g, und B;,.~ng, gelten.

Auf Grund vom [6, Satz 10.8] ist log f(¢), £¢[0, T) eine konvexe Funktion,
da sie Grenzfunktion der Folge n 'log R,(f) aus konvexen Funktionen ist. Fiir
tel0, T\), 0< T,<T ist diese Konvergenz sogar gleichmifiig. Aus der gleich-
mifligen Konvergenz der Folge n !log R,(t) von analytischen Funktionen laf tes
sich schlieflen, daf

1) log f(¢) tiir £€(0, T',) eine analytische Funktion ist, und

2) n*(log Ry(t))"—(log f(2))",

n(log Ry(4))""" —(log f(£))""". )
Jetzt sieht man leicht, daB die gewiinschten asymptotischen Beziehungen
gelten, da

02=(log R())", Bsn [log Ru(1)]""+3[log Ru(t))'[log Ru(t)]"” +[(log Ru(1))'}-
Bemerkung. Es gilt
Fa(2)—®(2) ﬁi’m e 2 ?'33—!'5* “w(n=1?, tax).

Aber wegen ii) strebt ¢, ., fiir n—oco, und deshalb ist fiir das Restglied die
asympthotische Abschatzung w(n '?, t,.)=o(n'?) giiltig. Damit ist Lemma 1
bewiesen.

Wir kehren jetzt zur Berechnung von /, unter Verwendung von (4) zuriick:

ly=tax0p fexp( tn0n 2)[P(2)—D(0)] dz
0
1 Adatnson Fexn( t, on 2)le— (1 —22)— 1] dz+o(n 1),
3! Y 2an

Asympthotisch verhilt sich i3, —\nxs./03 ~ Bs,./n(0,/Nn)* wegen ii) wie die Kon-
stante g,/g,. Wir spalten /, in vier Teilintegrale auf, die jetzt einzeln berechnet
werden.

Iny— thxOn OF exp (v 0, 2)|P(2)—P(0)]dz _fexp ( _tn.xdnz)(p’(z) dz
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= ‘2 exp (2 02/2) [ exp| —(tux on+2)2/2]dz=exp (2 52/2) 1 — D(tn.x 0,))
V<&t 0 ”

nx’'n

Fiir x—oc gilt 1 —®(x)~e*"2/x\2x und deshalb

In,] ~1 \/2-7 tn,\‘ d'm

A3.ntn.xo, 7 , Y _
[/1,2 — 73'1‘7"7‘1’] f eXp ( — tn, X U,,Z) e —2".4 dZ ~ l3,n B!JQ.’T,I,
32an O
A3ntnxo, < . . , 7
lya— — 200X [ exp (-~ tnx0,2) €7 2d2, ~ —Aanexp(—£  02/2)/3 J2an,

3! y2an o

Ina AS"’t'l",‘;g’! f exp ( thx (T,,Z) dz~ 13,n,/’31\/2nh'
3W2an

Daraus folgt insgesamt

L~ 1\2ant, g, +o(n?).

Setzen wir b,(x)—1/t,.g, an, so bekommen wir die Behauptung des Rao-
Bahadurschen Theorems in der gewiinschten Form

1 Fo(nx)ou(nx) ba(x)(1-+-0(1))N2nn.

4. Der Chernofische Satz—Verallgemeinerung. Die Zufallsgrofen X,
X,, ..., X, seien wie in 3. unabhdngig, nicht unbedingt identisch verteilt und
es gelten die Bedingungen i)— (iii). Dann ist

(5) lim (1—Fy(nx)" = inf e “/(8) £€.(0, T)}:

n-—oo

Beweis. Man setzt in (5) das Ergebnis des vorliegenden Absatzes
1 Funx) oanx) 1, ein. Offensichtlich gilt 7))»- 1. Andererseits ist aber
1,= [oexp( t,,“.n,,z)dF,',(z), ¢>0 und damit auch 7" (¢, 0,)"" €xp ( t,,‘\-o,,s/ﬂ)
S [Fn (6) — Fa(O)]V 7~ (£ ) " exp (— te 16N m)[(e)— (0)]'* ~ 1. Aus den beiden
Ungleichungen fiir /U erhalt man die asympthotische Beziehung (1 —Fy(nx))tn
~o'"(nx). Nach Grenziibergang bekommt man ein Analogon zum Satz von
Chernoff und zwar

lim g!/n(nx) e “f(te) inf{e “f(¢) te (0, 7))}
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