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PROPAGATION DES SINGULARITES POUR DES SYSTEMES
HYPERBOLIQUES NON SYMETRISABLES A CARACTERISTIQUES
DE MULTIPLICITE CONSTANTE

VESSELIN M. PETKOV

On prouve un résultat de propagation des singularités pour des systémes hyperboliques
ayant dans la structure microlocale de son symbole principal des blocs de Jordan de dimension
quelconque. On suppose que le rang de symbole principal est constant sur la variété caractéri-
stique et que l'opérateur vérifie la condition de Levi concernant les termes d’ordre inférieur.

Introduction. Le but de cet article est de présenter une généralisation
du résultat obtenu en [5] concernant la propagation des singularités pour des
systémes hyperboliques ayant dans la structure microlocale de son symbole
principal des blocs de Jordan (2<2). On se propose de démontrer le méme
résultat dans le cas quand les blocs de Jordan ont une dimension quelconque.
Notre travail est lié étroitement avec larticle [4], ol l'auteur a introduit la
condition de Levi pour des systémes hyperboliques a caractéristiques de mul-
tiplicité constante et arbitraire.

Nous allons utiliser plusieurs fois des raisonnements qui sont des consé-
quences de la construction de la parametrix microlocale du probléme de Cau-
chy faite en [4]. La démonstration de notre résultat principal suit le plan de
[1]. D’autre part dans le cas des systémes hyperboliques non symétrisables de
nouvelles difficultés apparaissent et elles sont liées avec le fait que si I'opé-
rateur 2 a une forme microlocale assez simple la condition de Levi est satis-
faite seulement dans un sens microlocale.

Soit X’ une variété C= de dimension n. On suppose que X’ est paracom-
pacte. Soit X—R>< X’ la variété produit et x=(x, x")=(x,, x,, ..., X,) le point
génirique de X. On considére l'opérateur

P~ ID,+ P\(x, D)+ Py(x, D),

ol D, —iddx, [ est la (d<d) matrice d’identité, P, (x, D')¢ L' (X") P,(x, D)¢
L°(X) sont des (dxd) opérateurs pseudo-différentiels matriciels proprement
supportés. En plus le symbole de P,(x, D’) dépend de fagon C= de la coor-
donnée x,. On utilise sans le rappeler les notations de Hormander [3] pour
les opérateurs pseudo-différentiels et les opérateurs intégraux de Fourier. On
suppose dans la suite que dans chaque carte locale d’espace cotangent 7*(.X)
avec coordonnées (x, ;) les symboles P (x, ), Py(x, ) possédent des dévelop-
pements asymptotiques au sens de [3]

Pix, )~ X P Pl O~ X poa(x ),
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out les fonctions p’ ,(x, '), p_.(x, ¢) sont homogénes de degré (—k) respective-
ment en ¢ et ;. On note avec p(x, ) le svmbole principal de P et on dé-
signe avec A;(x,"), j—1,...,[ les racines de I’équation det p(x, &y, r)=0 par
rapport a .

Définition 1. On dit que [lopérateur P vérifie la condition (H) si:

(1) pour (x, )€ RX(T*X")\0) les racines ij(x, ') sont réelles et de mul-
tiplicité constante ry (ri+ --- +r;—d).

(ii) rang p(x, 4;(x, ), &’)—d rj+x, ot xj=const pour chaque (x,7")¢R
S(THX)ND).

(iif) »;>0 implique »;—r;—1 o »;=1.

Dans la suite on considére des opérateurs vérifiant (H) et I'on pose
x=—max;xj, q;(x, )= —47(x,¢’). Dans un voisinage conique de chaque point
(x% 2 €¢;71(0N\0 il existe une base dans l'espace §;=—Kerp (x, 4;(x, '), ¢’). Si
xj—rj—1 cette base est formée par le vecteur R, ;(x,{’) et si »;—1, par les
vecteurs R ;(x, '), k—=1,...,r; 1. On note avec a* la matrice adjointe de a
et l'on désigne d’'une maniére analogue avec L. ;(x, ') les vecteurs qui for-
ment microlocalement une base dans & -~ Kerp*(x, 4;(x, '), Z'). On arrange
Pégalite

0
1 \
{<L::./r Rv.j>},r,/_.,._—l_| (x, :’) - : . ’

L
oit (,) est le produit scalaire dans C<

Afin de formuler la condition de Levi on introduit la fonction phase ¢;(x)
qui vérifie I'équation g;(x, d,¢;)—0.

Définition 2. Soit (x° °)€q;7(0)\O. Nous dirons que lopérateur P
vérifie la condition L, =) S'il existe un voisinage conique I' de (x° °) tel
que pour chaque f¢Cg(X) et chaque fonction phase ¢, (x), dg;(x°)=C%
(x,deq,) € I' pour x¢suppf, il existe des fonctions wvectorielles Vy,;(x, doj; f)
k=1,...,x% et des fonctions scalaires g ;(x, )€ C=(I"), ge AX X', 0)=0,k=2,
..., r;—1 telles que

r—1
(1) e~ P[(f(x)Ry; (x, dgj) + :;“2 8ry (X, dg ) Re.; (X, dg))
N szka-/ (x, dp;5f)e™) €)= 0 (™), 0 — + oo

(dans le cas =j—rj—1 on pose Ry;=0, k=2). L'opérateur P vérifie la condi-
tion (L) si Lo, = est satisfaite pour chaque (x° )¢ (det p)=1(0)\0.

On peut énoncer maintenant notre résultat principal.

Théoreéme 1. Soit P un opérateur qui vérifie les conditions (H) et
(L), Soit u-(u, ...,us) une distribution vectorielle. Posons Pu-f, WF(u)
= U7\ WFu). Alors Uensemble WF(u)N\ WF(f) est inclus dans (detp) '(0)
et est invariant par le flot bicaractéristique (étant entendu que sur g;'(0)
on prend le flot associé au champ Hamiltonien du symbole q;(x, ).
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Pour démontrer le théoréme 1 on fait une réduction au cas P=/D, Tout
d’abord au § 1 nous allons faire une réduction microlocale au cas quand le
symbole principal et les symboles d’ordre inférieur ont une forme microlocale
trés simple. Apres, au § 2 on utilise la classe des opérateurs /%= introduite
par Chazarain [1] et on fait une réduction modulo des opérateurs L% = au
cas P—=ID,. Dans la réduction apparaissent des opérateurs pseudo-diiférentiels
U(x, D), H(x,D’) qui ne sont pas elliptiques et le point essentiel est I'étude
du front d’onde de !’ opérateur M=-=HG.

Enfin on prouve un résultat concernant le front d’onde WFy(u) et un
résultat de résolubilité locale.

1. Réduction a une forme microlocale. La réduction que nous allons
faire est la méme qu'on a utilisée en [5, § 1] et en [4, § 3]. Voici pourquoi nous
allons la rappeler briévement.

Soit (x, 2% ¢ WFu)N\ WF(f)Cg, '(0)\0. Il faut prouver que sur la bica-
factéristique qui contient (x° %) il y a un voisinage de ce point inclus dans
WFE(u)\ WF(f).

Dans un voisinage conique /', de (x° :°) il existe un symbole G(x, ¢) ¢ C=(I")
tel que
N; |

Q(x, C))

oit Q est une (d—r)<(d r) matrice inversible en /'y et N; est une (rx<r)
matrice qui a la forme

01 0"
01 0 \
. ’ si %y r,—l, Nj:,, . si }t/—l,

(2) Gix, o) p(x, )G (%, 0) - qp(x, 01 +(

N;—
. 1} .
0 0
et N;=0 si »;—=0. On prolonge les symboles U(x, () et G—1(x, ) et on trouve

un voisinage conique /57", de (x° 7”) et deux opérateurs G, /¢ LX) pro-
prement supportés avec symboles principaux G(x, ) et G !(x, () en I, tels que

3) WFNHNTs=2, WFI—HGQNI'y— 2.
On pose v=@u et en utilisant (3) on obtient facilement
(%% ¢°) € WHo)N\ WF(GPHv)Cq, ' (0)\0.

De telle maniére on se raméne au cas ou le symbole p(x, ;) a microlocalement
la forme (2). o )
Soit x une transformation canonique homogeéne d’un voisinage conique de
(x°, %€ T*X)\0 sur un voisinage conique de (y° »°) ¢ T*(R"*")\ 0, engendrée
par la fonction génératrice @(x, n)==q¢,(x, n")+ Xone OU
dl"j ("
ax, = 1/ (x’ d.\'”/ /)’ vj lx°=.¥3 = Txl nj-
On note avec /" une partie fermée conique du graphe de ; et on intro-
duit des opérateurs intégraux de Fourier A et B proprement supportés tels que
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(4\’ AE[O(RFI+I’ {Y' [")Y BGIO(A” Rn+1; (["—1)’),
(xO, :))6 uVF([X—BA)r ()/0, '70)6 WF([RH;I—AB)

(A et B sont des opérateurs scalaires).
On pose w-— Av et aprés un calcul des fronts d’onde on trouve que

(y°, n%) € W'F(ur)\\WF(AGPHB’ZC’)C{'?O 0.

Tout cela ne change pas le probleme parce que la condition L, ;) reste inva-
riante aprés les transformations utilisées. Plus précisément la condition L, ,,
sera satisfaite pour AGPHB si on considére la fonction phase linéaire (', )
et (y, ») appartient a un petit voisinage conique de (y° »°) (cf. § 1, 2 en [4]).
Dans la suite on supprime lindication de I'indice j dans g¢;, 1 r;, x%,, ¢, et on
note avec (x, -) les coordonnées locales dans 7#(R”*'). En plus on suppose
que le symbole principal p(x, ) de P a microlocalement la forme
. 7. [(NVB(x,
p(x’\ 50[7_( Q(x,:>,
oit le symbole scalaire 8(x,7’)=0 et le symbole matriciel Q(x, ¢) est inversible.
On note avec p(x, D) l'opérateur avec symbole p(x, ¢).
Afin de simplifier les symboles d’ordre inférieur nous allons appliquer le
théoréme 3.1 de [4]. Il existe un opérateur elliptique D(x, D)¢ L°(R"+!) et un
opérateur C(x, D’)¢ L°(R") qui dépend de facon C= de la coordonnée x, tels que

(x%, %) & WE (P —(plx, D)+C(x, D) D(x, D).

Les opérateurs C(x, D’) et D(x, D) ont des symboles matriciels et les éléments
des dernieres (d—r) lignes du symbole de C(x, D’) sont 0.

Il est bien évident qu’il suffit de prouver le théoréme 1 pour l'opérateur
(plx, D)+ C(x, D'))YD(x, D). On peut se débarasser de l'opérateur elliptique
D(x, D) et cela nous ramene au cas quand P a la forme

P=p(x, D)+ C(x, D").
Enfin nous allons prouver qu’on peut supposer d=r. Soit U=(U,, U,), ou U,
=y .. oyu,), Up=(U sy ..., ta). St (x°% %) ¢ WF(U,) on aura
(%, £°) € WE(U) T WE(Q(x, D)Us),

parce que le symbole Q(x, ) est inversible. D’autre part la forme de C(x, D)
implique que les derniers (d—r) éléments du vecteur Pu sont Q(x, D)U,, donc
on a (x° )& WF(Pu) ce qui donne une contradiction. De telle maniére on
obtient (x°, :0) ¢ WF(U, et dans les premiéres r équations du systéme Pu-—f
on peut négliger modulo L—= les termes concernant U,

Aprés cette réduction on va supposer dans la suite que d=r, x°—(0, x),
0 (0,70) et le symbole de P a la forme

P(x, £) =Ll + NO(x, ") +C(x, ).

En plus la condition L  est satisfaite pour P si (x, ) appartient au voisi-
nage conique de (x° ¢°) et la fonction phase ¢ est (x',{').
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2. Réduction au cas P D, Afin de réaliser la réduction au cas P=D,
nous allons utiliser des opérateurs R(x, [D’) ¢ L%, oi1 la classe L0—= est intro-
duite par Chazarain [lI, définition 6.1]. Rappelons que R¢L%— si x,
— R(x,, x’, D)) est une application C=:R — L—=(R").

Théoréme 2. /I existe deux opérateurs G(x,D'), H(x, D’)¢L*(R*+)
avec symboles matrices (rx<r) qui dépendent de facon C= de la coordonnée
x, et tels que

(5) (Dy+ Nb+C)H — HD, mod Lo—=.
(6) G(Dy+NO+C)— DyGmod Lo,
(7) (X, £0) ¢ WF (H(©, x', D’) 1),
(8) (X0, £°) ¢ WF (G0, x', ') —1I).

Démonstration. Le point essentiel dans le choix de G et A est
l'existence d’une paramétrix du probléme de Cauchy pour P que nous avons
prouvé en [4]. Soit B¢ L°(X') un opérateur proprement supporté tel que
(x"% 2" ¢ WF(B—1). Si WF(B) est assez petit on peut trouver une paramétrix
microlocale du probléme de Cauchy pour P [4, théoréme 4.1]. Plus précisément
en utilisant la condition L, ;) pour (x,¢) dans un voisinage conique de (x° {°)
on trouve un opérateur intégral de Fourier

9) H(x, D) (272" [ [ " h(x,, X', &Y u(y')dy'd:
avec symbole matriciel A(x, /)¢ S*(R**!1 < R") tel que
PH—0, HO,x',D)=B

(le signe désigne une égalité modulo des opérateurs a noyau C=).
On pose

(Hu)(x) = 2a)=" [ [€"“" " h(x, ") u (xo, y)dy'dE
@m) V[V n(x, Y u (y) dyds, we CT(RY)

et on obtient immédiatement l'égalité (5).

Rappelons [4, § 1, 2] que si P vérifie la condition L., », il en est de méme
pour l'opérateur adjoint formel ‘P par rapport au produit scalaire dans L2(R7+1).
On profite de cela et pour obtenir G on utilise la paramétrix microlocale du
probleme de Cauchy pour l'opérateur ‘P. Si nous avons

tPG - GD, mod L>—=, (x", )¢ WF(G(0, x’, ') 1)

on en déduit que G ‘G vérifie (6), (8).
Pour terminer la réduction au cas P [, on pose v - Gu. On a (D,G—GP)
¢ [0—= et donc

TR WF(D,G—GP)C{(x, )¢ T*(R"*')\0; ¢ 0}
On a en outre (0, x", 0, 7)€ WF(u) et cela implique que
(X% NVEWF (DG GPYu)CWF (D, G—GP)o WF(u).
D’autre part (x° :°) § WF(GPu)C WF(Pu) et on obtient que (x° )¢ WF(D,v.
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Il reste de prouver que
(10) (x°, %) € WF(v).

Pour obtenir (10) nous allons utiliser une idée de Chazarain [1] et on va
démontrer le résultat suivant:
Proposition 3. On a (0,x", 0, ;)¢ WF(/—HQ).
En supposant pour le moment que la proposition 3 est démontrée on
trouve
(xY, 2% ¢ WF()C WF ((I—HG)u)J WF (HGu)

donc
(x%, %) ¢ WF (HGu)C WF(Gu) = WF(v).
Finalement nous avons
(x %) € WH)N\ WF(D,v)

et la démonstration du théoréme 1 se rameéne au cas P=D,, ou le résultat est
bien connu [2].

Revenons a la démonstration de la proposition 3. Posons M=HG et
multiplions (5) par G a droite et (6) par /7 a gauche. On prend la différence
et on obtient

{PM—MP' 0 mod L9,
(x", &) ¢ WE(I—=M(0, x', D")).

Il suffit de prouver que les conditions

an {PM—MP 0 mod L% ==,
(x", %) WE(M(0, x', D))

impliquent

(12) (0, x°, 0, 2°) ¢ WF(M).

Soit ¢ assez petit, fixé, & un opérateur de la forme (9) tel que
PE=0, (x", )¢ WF(&(t x', D")—1).

Alors pour chaque distribution g¢ &(R”) on obtient P(8g)¢ C= donc WF(8g)
C{t,=0}. On en déduit que R(59) € C= pour chaque opérateur R¢ L%, Cela
implique que

(13) P(Még) = M(Pég) + Rég ¢ C=.

D’autre part d’aprés la construction de & [4] on obtient que si WF(&(¢, x', D))
est dans un voisinage conique de (x", %) on aura WF (80, x’, D)) dans le
méme voisinage conique. Pour cela on utilise le fait que les symboles de &
sont détérminés par les ¢équations du transport le long du champ Hamiltonien
de ¢,. Donc nous avons

(14) MEg -0 MO, x',D") &0, x',D')geC=
si WF(&(t, x', 1)) est suffisamment petit.
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De telle maniere on prouve que
(15) P(M&)—0, (M&) (0, x', D") 0.

On va profiter de nouveau de la condition microlocale L. . qui est satisfaite
pour P si la fonction phase ¢ est (x', ') et (x,7) appartient a un voisinage
conique de (x° ). Si ¢ est assez petit et (x’, ") est dans un voisinage conique
petit de (x° -) on trouve que les symboles de l'opérateur (Mé&) sont détér-
minés par des équations de transport. On renvoie pour les détails a[4, § 5, 6].
D’aprés (15) les conditions initiales pour ces €quations du transport seront
égales a 0 et donuc les symboles de (M&) seront O pout ¢ suffisamment petit
et (x’, ;') dans un voisinage conique de (x', ;).
Finalement on obtient que

(xru, Cm,{ WF((M(“;)(t, x;’ DI)).
On a en outre

Mt, x's D)y M(t, x',D)&(t, x', D) M(t, X', D) (&8¢, x', D)—1)
et cela implique que (x", »") ¢ WF(M (¢, x’, D’)) donc (¢, X", &o, ) & WEF(M) pour

t assez petit. De telle maniére la démonstration du théoreme 1 est complete.
Théoreme 1 a une analogue dans les espaces de Sobolev H\(X). En
utilisant le fait que les opérateurs UG(x, D), H(x, D’) déterminés au théoréme
2 appartiennent a L”(R"*') on trouve apres des modifications évidentes le
résultat suivant.
Théoréeme 3. Soit P un opérateur qui vérifie les conditions (H) et (L).
Soit u¢D'(X) une distribution wvectorielle, Pu f. Alors pour tout s¢ R nous

avons
WF,. xl.(u)\ WF; (f)C (det p) Y(0)

et sur q;'(0) l'ensemble WF,. X/(u;\W’f‘}(f) est invariant par le flot bicarac
téristique associé au champ Hamiltonien de gqj(x, ).

Enfin on peut démontrer un resultat de résolubilité locale en utilisant le
théoréme 3 et les raisonnements de [2].

Théoreme 4. Soit P un opérateur qui vérifie les hypothéses du théo-
reme 3, x,¢ X. Alors il existe un wvoisinage ouvert V' de x, dans lequel
U'équation Pu [ est résoluble. En plus, pour f donnée dans H, (V) il existe
une solution u dans Hy ., (V).
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