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PROPAGATION DES SINGULARITES POUR UNE CLASSE
DES SYSTEMES HYPERBOLIQUES A CARACTERISTIQUES
DE MULTIPLICITE VARIABLE

VESSELINE M. PETKOV

On se propose d’étudier une classe des systemes hyperboliques ayant une variété ca-
ractéristique > qui microlocalement est présentée par deux cquations g(x, 5)=0, gs(x, §)~0 ou

{@,, g2)30. On prouve un résultat de propagation des singularités qui est analogue aux ré-
sultats obtenus par Ivrij (1976)et Melrose (1975) pour des ¢quations hyperboliques.

Introduction. Le probleme de propagation des singularités pour des équa-
tions et systemes hyperboliques a caractéristiques de multiplicité constante est
lié avec l'invariance du front d’onde de solution par le flot bicaractéristique,
associé au champ Hamiltonien du symbole principal ou aux champs Hamil-
toniens des facteurs du symbole principal [4;1;7]. Si 'opérateur P a des ca-
ractéristiques de multiplicité variable les phénomenes sont beaucoup plus dif-
férents. Les difficultés qui apparaissent correspondent a la géometrie trés
compliquée de la variété X sur laquelle le symbole principal a des points sta-
tionnaires. Récemment V. Ivrij [5| et R. Melrose [6]ont traité indépendam-
ment la propagation des singularités pour des équations hyperboliques dans le
cas quand microlocalement la variété X est présentée par deux équations
q.(x, £)=0, g,(x, §) -0, olt dg,, dg, sont linéairement indépendants et {g,, g,}50.
({a, b} désigne le crochet de Poisson des fonctions a, b).

Dans ce travail on se propose de prouver un résultat analogue pour une
classe des systemes hyperboliques a caractéristiques de multiplicité variable en
supposant que la variété X qui correspond au symbole detp(x, &) a la struc-
ture expliquée ci-dessus.

Soit X" une variété, paracompacte C~ de dimension n, X~ R <X la va-
riété produit. On note avec x-—(Xp X')=(X,, Xy,..., X,) le point générique
de X. Soit

P“[Do"‘p](x) D’)+ n(x' D))

ou [ est (d<d matrice didentité, D,—-—i d/dx, P, (x,D)¢L (X)),
P,(x, D) ¢ L°(X) sont des opérateurs pseudo-différentiels proprement supportés
avec symboles matrices (d<d). En plus le symbole de 7, dépend d’une ma-
nicre C= de la coordonnée x,. On suppose que dans chaque carte de 7%X)
avec coordonnées locales (x, &), &—=(&, &) (&, &, ..., &) les symboles P(x, &),
Py(x£) admettent un dévoloppement asymptotique au sens de [4]

Pyx, &)~ P (6,8, Pyfx, 9~ S Pi(x,8),
J =0
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oit les symboles P (x, &), P_(x, 5) sont homegenes de degré (—j) par rap
port a &’ et & respectivement.
Soit pix, 5) le symbole principal de A2, 2" (x", &) ¢ T*X)\0. On intro-

duit hypothese suivante:

Pour (x,, ¥/, &) ¢ RXX(THA")\0) les racines Z;(x, &) de I'équation
det p(x, 5, ) O par rapport a &, sont réelles. On note g,(x, &)
So—4{x, ) et on suppose qu'il existe un voisinage conique /'

(H) de z" dans lequel

det plx, )~ (7,0, ) gu(x, ) W g,(x,9),

ou g,(x, ) =q,(x,5) pour j—1,2,k-3,..., d—r. En plus ¢,(z")
go(2") 0, gilx, 5yeC=(I")si j—1,2.

On considere lensemble X, ou nous avons g¢,(x, & ¢.(x, 5=0 et on pose
I'hypothése de transversalité :

(T) 915 g2}(2") 0.

Soit /l,,, les champs Hamiltoniens, associés aux symboles gi(x,8), j=1,2.
On note par yy(s), s¢ JCR les bicaractéristiques pour lesquelles
dy ,(s)

(1) Ha (r($)), 2(0) — 2" j 1, 2.

Evidemment 71(8) coupe transversalement la variété ¢.(x, &) 0 au point 2°
grace alla condition {g,, g,}(z") (], g-)(z") 0. Donc si J est assez petit on
aura g 0)Nyy(s) {2}, i<j, i, j 1,2 ce que nous supposons dans la suite.
On désigne par y/(s), j 1,2 les deux démi-bicaractéristiques pour lesquelles
on a s_-0. Enfin on pose I'hypothése suivante :

(D) En chaque point (x, £)¢ /' la matrice p(x, 5) est diagonisable.

Alors on peut énoncer notre résultat principal:

Théoreme 1. Soit P un opérateur que wverifie les hypothéses (H), (T),
(D), I'" un woisinage conique de 2. Soit u¢ D'(X), Pu f, WF(fynl"  ©. Si
nous avons WFu)nl'ny, (s) & (WF(u)n I‘m;'f(s) D), j 1,2 et si I'est
assez petit on a 2" WF(u) et

WFuynI'ny, (s) -2 (WFu)nI'ny (s) - 92), j-1,2.

l.e résultat du théoréme 1 a été prouvé par Ivrij [5] et Melrose [6]
pour des opérateurs scalaires dans la forme P Q,Q.-+ B, out Q,, Q, sont stric-
tement hyperboliques et leurs symboles principaux ¢,(x, $), ¢.(x, 5 vérifient
’hypothése (T). En effet Melrose [6] a supposé¢ que ordZB ord P—2 et
Ivrij [5] a traité le cas géncéral ord B ord /’—1. En plus les résultats de
Ivrij sont beaucoup plus complets et contiennent une information précise
pour la cas quand z"¢ WHu), WFu)nI'ny (s) < (WFu)nl'ny,(s) ).
Cet auteur prouve que cette situation n’apparait que si la distribution « a une
forme trés speciale. On renvoi pour les détails a [5].

Dans notre travail on fait une réduction microlocale et le but final est
d’obtenir une forme microlocale assez simple. Alors le probléme se raméne au

ds
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cas d’un équation de deuxiéme ordre qui a la forme traitée en [5; 6]. Au §1
on obtient une forme microlocale du symbole principal et au §2 on fait une
réduction des symboles d’ordre inférieur. Ici on applique une technique assez
proche de la technique de Taylor [8], utilisée afin de découper en blocs les
symboles d’ordre inférieur.

Rémarquons enfin qu'on peut appliquer notre résultat aux lincarisés Lind-
quist équations de la magnétohydrodynamique dans le cas ou la vitesse de
Alfén coincide avec la vitesse du son. La description de ces ¢quations et le
calcul des caractéristiques sont donnés en [3, §6]. Le propagation des singula-
rités correspond aux phénomeénes qui apparaissent a la construction de la so-
lution formale. .

1. Réduction du symbole principal. D’aprées I'hypothese (H) on sait que
gi(x, &)+ qulx, &) pour j—1,2, k -3,..., d—r si (x,5) appartient au voisinage
conique /' de (x", &), Alors en utilisant des projecteurs sur les espaces spec-
trales de ¢; et g, on trouve un symbole G(x, &), inversible et homogéne de
degré O par rapport a £ en /' tel qu'on a

(2) Gix, £) p (x, )G 7(x, 9) (QI(X’ D )
Qu(x, &)

oil les valeurs propres de (rxXr) matrice Q,(x, &) sont g,(x, %), g.(x, &) et les
valeurs propres de (d r)-(d—r) matrice Q,(x, &) sont gu(x, ), k -3. On pro-
longe des symboles G(x, &), G (x, 5) et on trouve deux opérateurs U(x, D),
H(x, D)¢ L°(X) proprement supportés avec symboles principaux G(x, &) et
G Yx, 5) en I'. On pose v, G(x,0) u et on obtient que le symbole principal
de l'opérateur P, - GPFH a microlocalement la forme (2) et en plus (x% &)
t WE(Pv,).

Une autre réduction permettra de découper en deux blocs les termes
d’ordre inférieur de P,. Pour cela on utilise le fait que les valeurs propres des
matrices Q, et (), sont distinctes si (x, &) ¢ I" et d’aprés une construction de
M. Taylor [8,§2] il existe un opérateur K¢ L—'(X) tel que le symbole total
de l'opérateur P, (/- K)P,(1+K) ' est formé par deux blocs de dimension
(r<r) et (d—r1)(d—r). (Ici par (/-K)~' on note une parametrix pour V'opé-
rateur elliptique (/+K)). Aprés la substitution ©,—(/+K)u on se rameéne au
cas quand (x, &) ¢ WH(P,v,) et

P‘.‘(X: D) (I);;(x, D)

P(x,D) )
D’autre part au voisinage conique de (x*, &%) nous avons g,(x, &0 pour k=3
donc Popérateur P, (x, D) est microlocalement elliptique. Si u—(U,, U,), ou
U, (u,...,u), Uy~ (tyy, ..., ug) on obtient que (x° &)¢ WF(P,U,), donc
(x°, &) ¢ WF(U.,) grace a lexistence d’'une parametrix microlocale de A,. Il en
résulte qu'on peut se débarasser du opérateur P,(x, D) et on va supposer dans
la suite que ¢ r et que les valeurs propres de p(x, &) sont g,(x, &) et g.(x,&).
On se propose maintenant a I'aide d’une transformation canonique de simplifier
la variété Y sur laquelle nous avons ¢, 0, ¢, 0. Tout d’abord on trouve
une transformation canonique homogéne y, d’un voisinage conique de (x', &)
sur un voisinage conique de (y°, n")¢ THR"T)N0 telle que ¢,(z;'( ¥ 7)) = no).
Pour cela on peut employer la fonction géncratrice
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D(x, ’/)A Q?(X, 'I')"“xoflm
ol
Oy Y vy
0x, A(x, de, @), @ _— j:‘l Xxn,

et présenter x, avec l'application
THX)€ (x, dyD) —(d, D, n) ¢ T*(R™).

Par conséquence on obtient que

g My, ) =not+aly, n")

avec a(y, '), homogeéne de degré 1 par rapport a »'..Alers Thypothese (T)
implique que {5, a(y, ')} da'dy, 0 au voisinage conique de (" »"). On
utilise le théoreme des fonctions implicites et on trouve une fonction Y,(y/,7')
homogeéne de degré O en ' telle que

a(Y(y' ). yn') 0.

Donc au voisinage conique de ( ", 5") nous avons a( ¥, n')=( ¥y— Yol y' ') B(y.n)
avec f(y, n') + 0. De telle manicre on obtient légalité {ng, Yo— Yo( Vo n')} — 1 et
d’aprés une construction standard [2, §6.1] on peut complécter les fonctions
Co=Nos 2o~ Yo— Y, par des fonctions iy, n), 2(y,n), j 1,..., n, homogénes
respectivement de degré | et O par rapport a 5 et telles que
{:h Z/} ‘_"‘i.h {:i’ :I} '0’ :zn zl} 0.
Donc il existe une transformation canonique homogéne x, d’un voisinage co-
nique de (°, »") sur un voisinage conigue de (2%, ;') telle que

(Co)O 2o Mgy (20)O a0 — Vo— Y,.(,V', n').

On pose 7z —Z,0%, et d’une maniére standard [2] on peut associer avec le
p ! . e i Bl

graphe K de y deux opérateurs intégraux de Fourier A, B, proprement sup-
portés, scalaires et tels que

Ac MR, X5 K'), Be¢l'"(X,R"™' 5 (KY)),
(x°, &) ¢ WF(Ix —BA), (2 &) ¢ WF(lgni1—AB).

Le symbole principal du opérateur APB sera p(z,7)  plx '(z,0) et il en ré-
sulte que les valeurs propres de p(2, ) au voisinage conique de (2", (") seront
co et Co-bzon(2, 0), 8(2, 2)=£0. Dans la suite on va noter par (x, ) les coordon-
nées en 7*(R't') et on va supposer que les valeurs du symbole principal
p(x, 5) du opérateur P au voisinage conique /' de (x", &) sont &, et =t x,h.

On rappelle que d’aprés I’hypothése (D) la matrice p(x, &) est diagonisable
si (x, &) €. En plus en /' les valeurs propres de p(0, x/, &)—&,/ sont 0 et on
en déduit que p(x, £)-- &,/  x,p'(x, &). Evidemment on peut diagonaliser unifor-
mement en /' la matrice p’(x, ) avec des valeurs propres 0 et H(x, &) = 0.
Donc il existe un symbole g(x, ), inversible en /', homogéne de degré O par
rapport a s et tel que
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(3) g(x, 5 p(x, Hg=1(x, &) =&l 4 x,8(x, Hp'(x, 5 '(x, &)

| So l

Sre

0
Su’*‘xu"’

Comme ci-dessus on prolonge des symboles g(x, &), ¢7'(x, $) et aprés une re-
duction on se raméne au cas ol le symbole principal z(x, &) de P ala forme (3).
En plus nous allons supposer que p(x, £) a la forme (3) pour (x,:)¢ THR"™)
parce que cela ne change pas le probleme.

2. Réduction des termes d’ordre inférieur. On se propose de simplifier les
symboles d’ordre iniérieur et de se ramener au cas quand ces symboles sont
des (r<r) matrices dans la forme

) a(x’, 5= N

l @@, 0

oi1 les places vides désignent des éléments O et en plus les symboles a, A(x', %),
a, (x', %), j—1,..., r—1 ne dépendent pas de x,. Soit

P(x' 5)“'1")‘: E)-}-%:B;,(X,E)

le développement asymptotique du symbole total P(x, &) avec B_(x, ), homo-
génes de degré (—j) par rapport a £ Il est clair qu’il suffit de simplifier les
symboles B_; au voisinage conique /', de (x’, &).

Tout d’abord nous allons simplifier en deux pas le symbole B,(x, ). Au
premier pas on cherche un opérateur H,(x, D)¢L'(R"*') avec symbole /1,(x, ),
homogeéne de degré O en £ et inversible en /' qui vérifie

(p+Bll"*A ) /105 H..(P*B:)-*- *r ')n]OdL_1

(On note bridvement L—"(R"+) par L~ ™). Aprés un calcul au niveau des sym-
boles on obtient —i{p, H,\+B,H,= H,B, et par conséquence en [’

B}~ H; (—i{ p, Hy}+ ByH,).
Soit
[ o
Eu(x: E)\
Hix, &) <

By(x, &)

3 - 2 e S NP
(b) /1..(-\) s) o ho(-\‘, E) ’ P b“(x, 5)
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olt H(x, ), B(x,&) sont (r—1)<(r —1) matrices et on va noter par = des
symboles scalaires. Il sufit de déterminer /7, de telle maniére que

o

—i { P, H41}+B1ch| =

Cela nous amene aux €quations
(7) ””“+B.,H -0,
(8) —i{&,+x.0, b))+ bohy=
A e L P | AU
On pose des conditions initiales
(9) H0, x', &) =1, h, 0, x',5) 1

et il revient de résoudre pour x, assez petitdeux problemes de Cauchy pour H,et
h,. Les solutions H,(x, 5) et h,(x, &) seront homogeénes par rapport a & parce
que les coefficients en (7), (8) et les conditions initiales sont homogenes en =

Au deuxi¢me pas on cherche un opérateur K _;¢L-' avec symbole
K (x, %), homogene de degré (1) en [, tel que

(p(x, D)+ Bi(x, D)+ - ) I+ K_ )=+ K)(p(x, D)+ BY(x', D)+ - - ) mod L.

On suppose que K i(x,:) a la forme

| | KD
(10) K L.
k('»— ll,r
KRGO 0
On a évidemment pK_; K, p et on obtient au niveau des symboles Pégalité
(11) pK . —-K.p! B, B].
Soit By - 1b; }7 B 6N, Alors (11) implique les équations
(12) XopRY Dby b 6L

que sont triviales si i, j 1,...,r—1oui j r
On développe des symboles b (x, ) en série de Taylor
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10b)
bl = bif0, X, &)+ x,f 55 (Ex, X, E)dt
" 0

X

et on pose

’

B0k, £ 0718, £) [ (Ex, X, S
iJ vy s/ ( ’ s B ‘,_‘-o('ln-\)v N

Il en résulte que b (X, :)=b; (0, X', &), c’est-a-dire B] (x’, &) a la forme (4).

Supposons maintenant que les symboles B_ (X, <), j-—-m—1 sont déja dans
la forme (4). On va déterminer un opérateur /1 _,(x, D)¢ L~ avec symbole
H _, (x, ), homogéne de degré (—m) en I’ tel que

m—1
(p(x, D)+ .:. B_y(x', Dy+B_,(x,D))(I+H_,)

m—1
=(U+H_p) (plx. D)+ 2 B {(x',D)+B'_ (x, D))mod L=,

On ‘cherche H_,(x, &) dans la forme (6) de /H,(x, &) avec H_, et h, aux places
de /1, et h,. Pour le symbole /7_,, on obtient I'équation

(1‘3) —’{I’: H- m}’f" BOH-JII HA~an(l+B—m:B'_m'

Donc il suffit d’arranger D'égalité

*
-_—

{ -
(14) ’{erm}—*‘Bm_ l

|
0

parce que la matrice B,/ _, "H B, a la forme (14). Si B ,, a la forme (6)
de B, avec B ,, b _,, aux places de B,, b, on trouve des équations

- .O0H
(1 D) —1 J ‘.om + B m 0:
( l()) “i {En’\i '\‘u"’ hm} =+ b__,,, 0.

On résout (15) et (16) avec donneés initiales O et cela achéve le premier pas
de réduction de B .
Au deuxiéme pas on cherche K _(m 1 ¢L " D avec symbole K_(m 1,(x, ),

homogeéne de degré (—(m+1)) en & On suppose que K (m. 1) a la forme (10)
et on arrange l'égalité

m—1
(p(x, D)+ .,}' B_{(x', D)+ 8" (x, D)+ K m: 1)



196 V. M. PETKOV

—m

m—1
I+ K m 1) (plx, D)+ = B 4(x', D)+B" (x', D))mod L—m 1,
0

D’une maniere analogue on trouve I’équation
PK-my—K-monyp+B_, - B”,

et on détermine les éléments de K (,. 1) comme ci-dessus.
On note par H ', (I+H _,) ', (/[ +K (n 1)~" microlocales des paramétrices

pour H, (/+H ,), ({ K _m:1) et on considére des opérateurs K, K '¢L°
pour lesquels nous avons au sens asymptotique

k"“,l., (I'I_ K_l)([+ [_{—]) (I_+"K_,2) “ ey
Kil~ ([+K ) \U+H ) \(+K_) TH
On pose v K% et on obtient que (x° )¢ WF(P?), ou

| D() ] | Blr_‘_,\'l, D)
P = ) + )
D, B D)
| Dy+-x0 B,.(x',D)...B, 1 ,/x", D) | 0

Soit v (..., v, f=Pw—(f,..., f,). On écrit le derni¢re équation du sys-
ttme P'v -f a la forme.

(17) (Dt x5, Do+ S By (0, Dty

On applique 1), a (17) et on trouve que

(18) D(Dy+ x(x,D) w,+’§ll B, (x', D)Dywy D, f,.

D’autre part les premiers (r - 1) équations du systéme FA'v - f donnent
(19) Dyvj=—B;(x', Dyv,+f;, j=1,..., r—1L

On pose les expressions pour [),v, en (18) et on obtient finalement pour v,
’équation suivante

r—1
DD, + xx, D)yv,— Z B, ,(x', D)B, /(x', D)v, - g,
|

oir (x", ") WFg).

Si nous avons (x" &) ¢ WF(v,) les équations (19) impliquent (x% &)
C§WFDwy), j-1,..., r—1 et le résultat du théoreme 1 est une conséquence
du théoréme de propagation des singularités pour les opérateurs strictement
hyperboliques 1), et D, +x(x, D). D'autre part on sait que

7, ()N WF@w)nI' =2y ()N WHv)n 1", = 9), j=1,2
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olt y(s), j=1,2 sont les deux démibicaractéristiques qui correspondent aux

S

ymboles &, et &,+ x,0. Donc on peut appliquer le résultat de Ivrij [5] et

Melrose |6] concernant I'opérateur

r—1
D(D(Dll+x1|9(x! D))_ -‘]-“ Br./'B/'.r

et obtenir que (x°, :%)§ WF(v,). Cela achéve la démonstration du théoreme 1.

Note. Récemment V. Jvrij [9] a prouvé un résultat qui généralise le

théoréme 1.

S
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