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SUR LA CONDITION DE LEVI POUR DES SYSTEMES
HYPERBOLIQUES A CARACTERISTIQUES
DE MULTIPLICITE VARIABLE

VESSELIN M. PETKOV

On propose une forme de la condition de Levi pour des systémes hyperboliques a cara-
ctéristiques de multiplicité variable dans le cas ol le symbole principal n’est pas diagonisable.
Cette condition coincide avec la condition, donnée par Y. Demay (1974) pour des systemes
hyperboliques a caractéristiques de multiplicit¢ constante et avec la condition de Levi, intro-
duite par I'auteur et N. D. Kutev (1976) pour des systemes hyperboliques a deux variables.
On prouve l'invariance de la condition de Levi.

Pour des systémes hyperboliques a caractéristiques de multiplicité con-
stante Y. Demay (3] a introduit une condition de Levi quigénéralise dans le
cas de doubles caractéristiques les conditions, données en [2] et [5]. On se pro-
pose d’étudier la méme condition dans un sens microlocal pour des systémes
hyperboliques a caractéristiques de miltiplicité variable et de prouver [linvari-
ance de cette condition. Dans le cas des systémes différentiels a deux varia-
bles nous avons prouvé en [4] une condition surles termes d'order inférieur
qui se reléve nécessaire pour que le probléme de Cauchy soit bien posé. Nous
allons démontrer que la condition en [4] est équivalente a la condition donnée
en Définition 1. En plus on va corriger quelques moments de la démonstration
en [4] liés avec l'invariance.

1. Condition L(x°, £°). Soit X’ une variété C= sans bord de dimention n,
X=RXX la variété produit, x=(x,, X')=(X,, X, .., X) le point générique de
X. On considére 'opérateur

P(x, D)=Dqy+ Py(x, D)+ Py(x, D),

ol Dy —id/ox,, P,(x D')¢LYX"), Py(x, D)€ L°(X) sont (dXd) opérateurs ma-
triciels pseudo-différentiels proprement supportés. On suppose que le symbole
de P\(x, D) dépend de facon C= de la coordonnée x, et que dans chaque
carte locale d’espace cotangent 7%(X) avec coordonnées (x, &) les symboles
Py(x, &), Py(x, &) possédent un développement asymptotique

oo

pl(-\'p 5’)“""”'.\-': q- *(\’v~’v 0‘“*)""-‘-: P ‘(v <)

ou les fonctions ¢_a(x, &), p ‘(’C,\) sont positivement homogénes de degre
(—k) respectivement en & et & On note par p(x, &) le symbole principal de P
bon Polx, &) le symbole dordre 0 de P, “p(x,&) la co-matrice de p(x, §)
Po(x, &) le symbole sous-principal

i . 1 & ®px, 5)
Polx, )= PolX, ) =5 B e5e
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On introduit le symbole (cf. [3])
. , - N 1 -
U(x, 5= py(x,8) ©p(x, )+ P, ©PHX, £),

ou
n '70674 _6|cnpr)_ ap 0(‘°@ .
{p, op}== /_.:_‘0 (051_ ox;  dx, 0%, )
Définition 1. Soit (x°, )¢ THX)\O un point tel que
(1) (det p)(x°, £°)=0, grad; (det p)(x°, &)—0.

On dit que P vérifie la condition L .- s si la matrice [(x°, &%) est divisible

a droit par la matrice p(x°, £°), c'esi-a-dire il existe une matrice w(x°, &°

telle que

(2) I(x°, &%) = p(x° £°) o(x", £°).

Nous allons prouver que L. :-, reste invariante aprés des multiplications de

P par des opérateurs pseudo-différentiels microlocalement elliptiques.
Théoreme 1. Soit G(x, D), Hix, D)¢ L°(X) deux opérateurs pseudo-

differentiels, proprement supportés tels que

(x% ) g WFGH - 1).

Alors P wverifie L., :, si et seulement si l'opérateur P-— HPG vérifie la con-
dition L., : -

Démonstration. Soit (x, 5 les coordonnées locales dans une carte
locale contenante (x°, £°). Alors la matrice G '(x, &) sera le symbole principal de /7 au
voisinage conique /' de (x° £°). Donc aprés un calcul au niveau des opérateurs

pseudo-différentiels on trouve qu'en /' le symbole de P a la forme
P, $) G pl - S (G, (pG)o,+ G'p,, G
k-0

+G'p,G+G 'pG  +H_ipG mod S (1),
ot G, et /1, désignent les symboles d'order (—1) respectivement de G et
H. Dans la suite on considére tous les symboles au point (x° &) et on sup-
prime les notations (x°, £°).
On pose p G ' pG et on trouve que <
on a

(3) G 1pG, G eop G} {Gp,p G} |G p,Gyop+pw,

~
)

p (G 'pG)=G ' °pG. Alors

G—Y p,copyG—[1G ', piG+{G'p,GY| op-t pw,t+det pA + X ((detp). B,
k=0
F(det p),, C) =G p,op) GG ', p} G+{G 'p, G}| <p+ poo,
ol ici et jusqu’ ala fin de la démonstration on note par w,, Ay, By, C; (d < d)

matrices.
D’autre part

n

P ) op \’! / / - - M (‘0 > ”‘ o >
k:.'t P, P 2o (G o), G (UG lp)_.k(_,,k| p+ U '1,‘:”/)%_‘_ ) <opl
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[E

+ S (G ), £, (G, x| 0pG-det pA,
0

k

Il

= (G iy, PG AP G, (G pfIP) —[1Gp, GG, )G
+mp.
Le symbole d’order O de P a la forme
Po r}fkf‘o((i—‘)sk( PG, +(G) s, G )4+ G poG+p oy + o, p
donc il résulte que

<~ ~ ~ 1 3 ~ n
Po “’I’=(Po_§f k}:o P, XP)

G=Y(p, p)G+ o (G, PYG+{G P, GY] (°P)+p w5,
Finalement on obtient
TP, P+ g AP, <P}~ G UG+p wyg—p sy Cid.

Afin de prouver que la condition L(.-:, ne dépend pas du choix des coor-
données en X il suffit de démontrer I'invariance du symbole p} (x, &) <°p(x, &). Soit

p(x) § {Pk./‘(-\’, 5)}(1{-J=p po(-\'v $) { Po. A‘J(xv E)};.i-‘/';h
, . L1 & xS
Po, 5/% %) pk,,(x,\)-ﬂ“:{ 05, 0%,
Supposons que x  (Xg Xp,. . -y Xp), X (xo,},, ..., Xp) sont deux systémes de
coordonnées au voisinage de x°¢.X. On note par (x, &) et (x, &) les coordon-
nées qui correspondent dans I'espace cotangent 7%(X). Le symbole scalaire
Py, », Nest pas invariant par le choix de coordonnées mais nous allons profiter

du fait qu'on a la différence

- ~ n op, Ax, &)
’ N p' - AN WJ
(4) P 1y % )P0, 4y (60 8 B €n(X) 50
ot les fonctions
i & #xp  0X,

¢, (x R
(X) 2 00X, 0%, OXk

ne dépendent que du choix des coordonnées x et ;[7, §2]. Les égalités (4)
entrainent

n dmx

Py (% (. ) =7, (%, ) p(% 1 E emlx, €) T cop(x, 9)

m

~

Py (X, D eop(x, + = (detp); c,(x, &)+ poy
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avec les notations introduites dans la démonstration du théoréeme 1. Cela prouve
linvariance de .-, ., grace a la condition (1). De la méme maniére on obtient
linvarience de L., .-, aprés une transformation canonique homogéne y, déter-
minée au voisinage conique de (x° &°). Pour cela il faut remplacer (4) par les
égalités

n[0p,
‘5) p(; k. (x’ S)=Po.ky (y’ ']) m-\it) ( (V, *) Cm( X, S ) 4_ k ! (x’ ~)dm(x’ ‘)>

oi1 les symboles c¢,(x, ) et d,(x, $) ne dépendent que du choix de coordonnces
(x, %) et (y,n) en T*X), liées avec la transformation .

2. Systéemes hyberboliques. Dans les sections 2,3 on va étudier la condition
L. - pour des systtmes de la forme P- L\,+2X} | A(x)D;+ B(x), ot Dy
—iod] dx, Aj(x), B(x) sont des (dxd) matrices a coefficients C=. Nous allons
employer les notations de la section 1. Dans la suite de ce travail on considére
des systéemes qui vérifient ’hypothése de hyperbolicité :

Définition 2. On dit que l'opérateur P vérifie la condition (H) si pour
tous (x, &)¢ R THX)NO tous les racines de I'équation

(6) det p(x, 5o, &) -0

par rapport a s, sont réelles.
La condition (1) est une conséquence de la lemme suivante due de

lvrij [6, § 8]
Lemme 2. Supposons que P veérifie la condition (H). Alors les egalites
o g0 o(det p) -
(7) (detp)(x 0, 05, ( ’ S %0

impliquent (1). En plus si q:‘:i;p—) (x°,5°) O ona
S0

(8) (det p):(x°, &) (det p)ex(x°, §°) =(det p)n(x®, &) 0,
ou (detp)::, (detp):., (detp).. désignent des matrices formées par les derivées
de deuxiéeme order de detp.

La lemme 2 rend possible V'application des résultats de la section 1 pour
des systemes hyperboliques a caractéristiques multiples. D’autre part la con-
dition L, .-, n’est pas triviale si au voisinage conique de (x° &) la co-matrice
n’est pas identiquement 0. Dans la suite on se place dans le cas ol le point
(x°, £%) vérifie ’hypothése
(R) (detp)(x*, &)~ 0 Hrank p(x, &) -d—1.

Pour des systémes hyperboliques a caractéristiques de multiplicité con-
stante la condition introduite par Demay [?] exige pour toute racine double
S0 Ajx, &) de (6) 'existence d’'une symbole w,(x, 5) tel que /(x,5) — p(x, 5)myx, &)
sur la variété s 4y(x, &). Dans ce cas si(R) est satisfaite au point (x°, 4;(x", &),
&) on peut trouver microlocalement un vecteur /,(x, &)<+ 0 qui forme une base
( < dans le noyau de la matrice p*(x, i/(x, &), &) (a* désigne la matrice adjointe
de a). Alors l'existence microlocale de wy(x, $) équivaut a la condition

(9 Lix, $)Ux, Afx, &), &) 0.

Les symboles [(x,s) et Lj(x, §') dépendent de la forme de p(x,:) et
po(x, $). Supposons que &,=4(x, &) est une racine de (6) a multiplicité con-
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stante r et posons &=4i(x", &’). Supposons en plus que (x%, ¢&°) vérifie (R),
Alors au voisinage conique /' de (x° &) on peut trouver [5, § 1] un symbole
G(x, &), homogeéne de degré O en & tel que

N|#|
(10) G=X% &)V p(x, 5 Gx, &)= (S—ix, )N+ ( )
Q(x, &)

ou / est (d<d) matrice d’identité,

.
—

Q(x, &) est une (d-—-r)<(d—r) matrice, invertible en /" Il en découle que les
vecteurs

R;1,0,...,0), L;=(0,...,0,1,0,...,0)
r—1
orment microlocalement des bases dans les noyaux de p(x, i,(x, &), &) et
pH(x, ifx, &), &) respectivementf. 1l résulte facilement que la condition L., s
équivaut a l'égalité
(1 ]) <le Pol(x, &) Ri,»: 0,
oit {,) est le produit scalaire en C%
Dans le cas général oit P admet des caractéristiques a multiplicité variable
il n’est pas toujours possible de réduire le symbole principal p(x, ) a la forme
(10). Voila pourquoi nous allons faire une réduction qui répose sur le résultat
d’Arnol’d['] concernant la forme locale d’une matrice.
Supposons que (x° &) ¢ T*(X)N\ O vérifie la condition (R) et que
(detp)x®, =0, P47 (x2, &) -0,
(12) o (; )
€ o &0
k=1,...,r -1, g-éai(x,:):;:o.
Aprés un changement de variables et aprés des multiplications par des matrices
invertibles on peut supposer que x°=0, £=(0,...,0,1),

// 0l |
[ .
A0) e .

ol Q, est une (d—r)<(d—r) matrice invertible et constante. Soit A,(x)
=Y. XA A+O0(xM), M 2 o A, sont des matrices constantes. On
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considére la fonction matricielle a(x, n) = X/-1 Su-m X A . np 1= (0, -+ -, 1), O

2‘,7=|r;f. |. D’aprés Arnol’d [!] au voisinage de (x°, £°) il existe une matrice
g(x, ) qui est une fonction analytique de (x, ») telle que

g'(x, m)alx, n)glx, n)= e :

Les fonctions aj(x,n), Q(x,n) dépendent analytiquement de (x,7) et en plus
a 0,...,0,1)=0,j-1,...,r, QO,...,0,1)=Q,- On prolonge g(x, p), a,(x, n),
Q(x,n comme des fonctions homogénes de degré O en » et on trouve au
voisinage conique /° de (x., &) un symbole G(x, &) tel que

(13) G1(x, §) p(x, HU(X, £)
01
01
=&l + T 4 O(lx MY,
01
a,a, - a,
N @

Soit H(x, D), G(x, D)€ L°(X) deux opérateurs pseudo-différentiels, proprement
supportés a symboles principaux G—'(x, ), U(x, <), tels que (x*, &) ¢ WF(GH --T).
Posons P— /PG et notons par p(x, Slet po(x, $) respectivement le symbole
principal et le symbole d’order 0 de P. Soit
- r—1 d—1
detp—detp (&+ 2 a,i(x, &) 77 &) det(S/+ Q) =51+ I bylx, &)§ =i,
J=0 /=0
Si (det p)(x, &) est un polynome hyperbolique au sens de la définition 2 il en est

de méme pour les polynomes M‘()‘t:tf’(x, g, k-1,...,r 1. Daprés lemme 2

cela revient a montrer que -’
grad.,, (0*(det p)/dsf)(x7, §7) =0, k=1,...,r—2.
Il en résulte
(grad,  be)(x", &) 0, k 1,...,r—2
qu'entraine grace a la condition det Q,(x", 5") 1 0 les égalités
(14) (grady, ca)(x", ) 0, k 1,...,r=1L
Maintenant nous allons calculer 1,:;. “’f)}(x , &), ol L (()*.;i), 1,0,...,0)

r—1
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Il suffit de déterminer la ré™e ligne de la matrice { p, ©°p|. D’autre part les éga-
lités (14) montrent qu'il est nécessaire de calculer la rém¢ ligne de <°p (., £). On
obtient aisément que les éléments ¢, x(x, &), k+r de cette ligne sont des com-
binations linéaires des symboles a,,..., a, 1. Lélément ¢,,(x,&) a la forme
si-'det Q. De telle maniére on trouve

o l(O,..‘,O), r 3,
Hp P 90,000, — (2 det Qo £, 72
Finalement la condition L, :», équivaut a I'égalité
(]5) <L,5O(X', 5'.’R/':‘Ur r-3,
D (x°, )R+ L (9% (o oy ¥ FOX,E)
(16) Ly Po (X5 YR +5; Gy (X5 8)— = e, )0 72,

ot R--(1,0,...,0). Dans le cas r 3 nous avons employé lemme 2 afin d’ob-
tenir (det p)..(x°, 57) ~0. Les formes (15), (16) de L. :-, correspondent a (11)
dans le cas des systémes a caractéristiques de multiplicité variable. On peut
écrire (15), (16) a la maniere suivante

n

_ ~ o~ ) 1 & ~ )
(17) L(po °p) (X7, &) —35; k}“ (detp); . (x% &)~ 0.

Aprés un changement de variables on peut simplifier le deuxiéme terme en (17)
qui est trivial si r 3.

3. Systémes hyperboliques a deux variables. Soit P D,+ A(x)D,+ B(x),
X =(x, X;). En [4] nous avons introduit une condition qui est nécessaire pour
que le probléme de Cauchy pour P soit bien posé dans le cas oir la matrice
fondamentale de (detp)(x,s) ne possede pas des valeurs propres non zéro
dans les points oit p(x, £) n'est pas diagonisable.

Soit x“¢ X, &£=1, A(x°) une valeur propre de A(x") a multiplicité r 2.
goit rank A(x") -d—1, (—i(x")/[4+A(x"))=C(x"). On introduit les vecteurs R,
[» R, L, pour lesquels on a

C(x)R -0, CHx)L 0, C(x°)R, =R, CHx°)L, 0.

Enfin on pose d/dr  d/dx,+i(x")0d/0x,.
Définition 3. On dit que lopéraieur P vérifie la condition L(x°) si

(18) (L, BR) (x) g [y 523 (eOR— L, S2 (x)R)) 0.

Pour la démonstration d'invariance de Z(x“) nous avons utilisé en [4] les
égalites
(19) . L, -'1./(-\"')/\) 0, j 0,1
dont la démonstration reposait sur l'existence des bases réguliéres dans les

noyaux de p(x, $) et p*(x, ). Dans le cas général cette hypothése n'est pas
satisfaite et nous allons prouver (19) en utilisant des raisonnements liés avec
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la co-matrice. Il existe un vecteur v+ 0 tel que R=<°p(x”, :"Jv, ol1 &~ - (—A(x%), 1).
Donc pour j-—0,1 on a dans le point (x° &)

(L, pe;R)=(L, px; “°pv) —(det p)s, L, v)—(L, p(p)c,v)=0

et cela implique (19).

Aprés cette correction on peut utiliser la démonstration d’invariance de
L(x°) aprés un changement de variables et aprés des multiplications par des
matrices invertibles, donnée dans [4,§ 1] La démonstration d’égalité (12)
en (4] exige aussi une correction qui découle de la forme locale de A(x) donnée
ci-desLsous en (20). Nous allons démontrer que [(x°) coincide avec la condi-
tion Lxe, sy .

P(r op)osition 3. Soit x°¢ X avec des propriétés, expliquées ci-dessus
== (—A(x°), 1). Alors les conditions L., et L(x°) sont équivalentes.

Démonstration. On suppose que x°—0, °=(0,1) et cela ne change
pas le probleme. On répéte la construction en section 2 et on trouve une
matrice G(x) telle que

(20) G—(x)A(x)G(x)=A(x)

+O(xM+),

oit a;0)-0, j~1,...,r, Q(x) est une (d—r)<(d—r) matrice invertible au
voisinage de 0. Dans le cas r -3 on obtient grad, ay0)=0, j~1,..., r—1 et
dans le cas r=2 on a

Oay

(L, g RV (L, 5 RONO)= 3, (0)

qu’implique I'équivalence de L., ;) et L(x°) selon les égalités (15) et (16)
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