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GEODATISCHE FORMEN AUF PSEUDORIEMANNSCHEN RAUMEN
MARTIN BELGER

Die Arbeit enthilt eine Ubersicht von Resultaten iiber geoditische p-Formen in pseudo-
riemmanschen Mannigfaltigkeiten, welche den Zusammenhang zwischen diesen Formen und den
geometrischen und physikalischen Eigenschaften der Mannigfaltigkeiten hervorheben.

In seiner Arbeit([5] pragt P. Giinther in Anologie zu dem von Duff einge-
fiihrten Begriff der geoditischen Losung einer linearen partiellen Differentialgleich-
ung zweiter Ordnung den Begriff ,geodatische p-Form®. Diese Klasse von
Doppeldifierentialformen zeigt ihrer Herleitung aus dem geodatischen Abstand
gemiB eine enge Bindung an den Raum und gestattet so — insbesondere als Lo-
sungstyp einiger mit der Metrik des Raumes verbundener Gleichungen — ver-
schiedene geometrische, bzw. physikalische Einsichten.

Einige diesbeziigliche, bisher unverdffentlichte oder auch auf den Fall in-
definiter Metriken iibertragene Ergebnisse des Verfassers sind in dieser Arbeit
zusammengefaBt und mit knappen Hinweisen auf zugehorige Beweise bzw.
entsprechende Quellenangaben versehen worden.

1. Geoditische Formen, Begriffsbildung. In einem r-dimensionalen pseu-
doriemannschen Raum V¢ C= (mit positiv definiter oder indefiniter Metrik;
der Trigheitsindex » sei unabhingig von x) bilde man ausdem geodétischen Ab-
stand s(x, y) zwischen den benachbarten Punkten x, y¢ V die Doppelditferen-
tialformen

a?(x,dx; y,dy)=ds.ds A\ Aldds]” !,
(1) BP(x, dx; y,dy)=|dds)’, 1=p=n,
a®=p0=1;

d bzw. d sind die Differentiale bzgl. x bzw. y, [ ] bezeichnet das p-fache al-
ternierende Produkt, [ |°= 1. Benachbart bedeutet, da die Punkte x, y sich
stets durch eine Geoditische 2/—2(f) verbinden lassen, und diese Geodatische
tragen alle den gleichen Indikator e - g;,(dz’/dt) (d2//dt). Weiter sei bemerkt, daB alle
auf y beziiglich Operationszeichen fettgedruckt sind; A bedeuter z.b. das alter-
nierende Produkt bzgl. Y.

Definition. Jede Linearkombination 7 : =y 7P x,dx; y,dy)=a(s)a”
+b(s)B? aus den (fiir 1 =p—n—1 itber dem Ring der skalareu Funktionen
von V linear unabhdngigen) Doppelformen o, p» mit Koeffizienten a (s),
b(s)€ C=, s-+-0, heipt geoditische p-Form. Durch alternierende Multiplikationen
von y»=Y mit ds bzw. ds entstehen noch die geoditischen Formen der Big-
rade (p, p—1) bzw. (p—1, p):

y 2=V b(s) fP D A\ds, y—1 P — b(s)BPVAds.
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Mit @@ : — @.o @ror—h  @lr=Lr  werden die Formenmoduln der

geoddtischen p—, (p, p—1)—, (p—1, p)-Formen bezeichnet; V' sei stets ein
pseudoriemannscher Raum konstanter Krimmung K.

Beispiel. Die von Hodge und Kneser eingefiihrte ,Parametrix“ w(x, y)
ist eine geoditische p-Form [4]. Man setze dazu a(s)—(—1)?[(p—1)! (n—2)s,]?
LspnEll p(s) = (—1)?[pl (n—2)s,]'.s#»—"+?, s,: Volumen der Einheitssphire
im euklidischen E”.

2. Geodatische Formen als Drehungsinvarianten.

a) In V sein H(y) die zu y¢ 1% gehorige stabile Untergruppe der Bewe-
gungsgruppe. Zur Losung der Aufgabe, alle gegeniiber //(y) invarianten Dop-
peldifferentialformen ¢ (x, dx; y, dy) zu ermitteln, geht man davon aus, da8,
H(y) isomorph zur vollen Gruppe O(n—=x,x) der pseudoorthonormierten Ma-
trizen vom Index » ist. Man sucht zunichst ein Basissystem ganzrationaler
absoluter Invarianten der sich bzgl. O(n—=x, ) kongredient transformierenden
Vektoren x:(x‘), dx:(dx/), dy:(dy*) zu gewinnen. Dazu wird die Theorie der
Komplexsymbole benutzt[14]. Die in Normalskoordinaten x‘ bzgl. des Ursprungs
y=0 gefithrte Rechnung gestattet es, in die gefundenen Basisinvarianten ver-
moge der bekannten Formeln ds dx'__ex s, 0s/0y/— —e x;/s mit x‘— —x; fiir
i< und x'=x; fir i>x die Ablextungen von s einzufiithren. _

Satz 1. Die einzigen drehungsinvarianten Doppelformen auf V sind
jene aus den Moduln @), @'P.r—V)  @lr—Llp),

Es ist klar, dafi sich die geoddtischen Formen ihrer Bildung nach bereits
als Invarianten ausweisen. Dafi aber aufler mit den angegebenen Bigraden keine
anderen Invarianten existieren, erweist erst die Losung obiger Aufgabe der
Invariantentheorie.

b) Es sei nun 4 -=dd+-4d der verallgemeinerte Laplaceoperator, d bzw. 4
Differential bzw. Kodifferential bzgl. x in V. Da 1 ein bzgl. Isomerieninvarian-
ter Operator ist [10], fithrt er invariante Formen in ebensolche iiber. Des-
halb gilt:

Satz 2. In V ist jeder der drei Formenmoduln &\», ®(r.r=1  ¢lr—1.p)
gegeniiber A abgeschlossen : AP C PP, AP PP @Pep—1) APP—1.2) C Plp—1.p),

In [5] ist sogar gezeigt: In einem Riemannschen Raum konstanter Kriim-
mung und nur in einem solchen ist die Menge U |®) der geodatischen Formen
gegeniiber den Operationen +, AA, **, dd, 45 abgeschlossen (** bedeutet
Dualisierung bzgl. x and y).

Aus (1) ersieht man sofort, da mit »®» auch dy» geoditisch ist und zwar
in beliebigem Raum V. Fiir 4 ist die Situation anders:

Satz 3. Der pseudoriemannsche Raum Vist dann und nur dann von kon
stanter Kriitmmung, wenn sein Kodifferential 8 den Modul 7, 2-_p- n—1, in-
den Modul ®'»—.» abbildet, in V ist auch 3y ¢ POV . d bildet P, O=p-n
fiir beliebige V in o»+1.7) ab.

Fur einen V mit positiv definiter Metrik enthilt [5] bereits das Resultat
s plr-1.7 und dieses 148t sich ohne weiteres auf den Fall indefiniter
Metrik ubertragen ([1]). Zum Beweis der Umkehrung geht man in V von der

Voraussetzung dy” - f(s)8?- D Ads aus; »” ist geoditisch. Dabei sei o Jiey,
e; der e-Operator (diese Arbeit (5)). Die Voraussetzung wird speziell fiir
Y -=al” ausgewertet Dies fiithrt auf die Gleichung =V —f(x, y)8" mit

AV (x, y) g ()" (gl y)dxrdy’, s + 0, wobei ¢:(¢), ¢’qi -e der Tangenten-
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einheitsvektor an die Geoditische yx ist. Die Behauptung liefert dann der
folgende

Hilfssatz. [Ist a(x, y) pseudogeoditische Form in V, d. h. von der
Gestalt a(x, y)aV+b(x, y)B", so ist V fir n -3 von Ronstanter Kriimmung.
Fiir n—2 gilt dies, wenn =V geoddtisch ist.

Der Beweis des Hilfssatzes fiir n 3 beruht auf der Entwicklung der
Koeffizienten von a’) nach affinen Normaltensoren ([13]) im Ursprung y=0
eines Normalkoordinatensystems. Der Zusammenhang zwischen dem 1. Normal-
tensor und dem Kriimmungstensor fithrt aui die bekannte Bedingung fiir die
Konstanz der Kriimmung. Fiir n—2 hat man zwischendurch zu {iberlegen:
Wenn F(s) fiir s =0 eine Funktion ist, mit welcher F(s)dds bzgl. x eine Taylor-
reihe 7. /x\,..., x")dx‘dy’ besitzt, dann gilt mit c=lim<,0 (s—3F(s)) die Glei-
chung lim. ., 0,0,(F (5)dds)=2¢( i ¥) &/ (Y)— &l ¥)8i/(Y))dx‘dy’ .

3. Transportiormen als geoditische p-Formen in den Raumen V.

a) In V schreibt man geoditische p-Formen zweckmiBig in der Form
22— u(s)o® +v(s)y?), u(s), v(s)e C=, s50, mit

ol?) :(p!)—lla“)]l” 1(”):(1“)/\,\0(”—_”, l<=p<n,
1) — k7 1sin ksp®, ¢ =1, =0,
k =\{eK iir eK>0, k—iJ| K| tir eK<O.

o'?) bzw. t(») geniigen in V dem Differentialgleichungssystem der Parallelver-
schiebung lings yx [5; 1]:

2 q 70 =0, ¢¢ P =0.

Die Differentiation ¢~ ; bezieht sich auf x. Da nun o»+» fiir x —» y die
eindeutig bestimmte Grenzform (p!) ™. (- e)?E(») (E(»: Einheitsdoppelform) besitzt,
ist das Anfangswertproblem

(3) ¢ . TO(x, y)=0 mit TPy, y)=EP»

in V gelost. (An 77” wurden die Argumente dx, dy einfachheitshalber weg-
gelassen.)

b) Definition. Die in V fiir eine Kurve yx mit dem Tangenteneinheits-
vektor ¢ durch (3) charakterisierte Doppelform T'?(x, y) heifit Transport-
form dieser Kurve.

T(»(x, y) hangt im allgemeinen vom Verlauf von yx, fir Geoditische
yx jedoch nur von x, y ab. 7(")(x, y) leistet den Paralleltransport von Ein-
fachdifferentialformen der Stufe p lings yx von y nach x.

In [1] ist nun die Frage erortert, in welchen pseudoriemannschen Raumen
V die Transportiormen fur Geoddtische yx c V geodatisch sind. Es gilt

Satz 4. Genau dann ist fir yxcV, T»Xx, y)c¢®'»), wenn V von kon-
stanter Kriimmung ist, und in einem solchen Raum lautet die Transportform
fir yx
(4 T*Xx, y)=(—e)’p! (oP+7).
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DaB (4) in V gilt, folgt aus (2) und aus dem nach (2) notierten Grenz-
verhalten von o»-¢(»), Der Beweis der Umkehrung des Satzes nimmt den
gleichen Verlauf wie jener zur Umkehrung von Satz 3: Aus ¢',7")(x, y)

gy (a(s)a'? -+ b(s)p(7)—0 und lim (a(s)a'?+b(s)p»)=E® in V ist konstante
x>y
Kriommung fiir V' zu erschliefen. Nach kleinerer Rechnung st6t man bald zu
der Gleichung (p—Da(s)aV=e((p—1)a—sa’)pV fir p=2 und fir p=1 zu
b(s)a'V —e(b—sb')B" vor. Der Hilfssatz liefert dann die Behauptung.

c) Interessant ist folgende ,geometrische* Deutung von o¢» und #'”:
Zerlegt man eine Form w bzgl. des Tangenteneinheitsvektors ¢:(¢‘) an yx in
eine Tangential- bzw. Normalkomponente

W, dsN\q'ejw] bzw. ol —w—o,,
(5) el |=pwi;y....,dx2 N\ ... Adxi» der e-Operator ist ([2; 11]), so ergibt
sich fiir o und t:

(p) (p) | — P —g(p) (p)— )
(6) of M) =1{# -0, qu ol?), «{» P,

wobei

Hier sei o eine einfache Form; siehe diese Zerlegung allgemeiner in |7]. Man
beweist dies unter Benutzung einfacher Rechenregeln fiir e, [2] sehr leicht
mittels der Beziehungen

™) g5 o, ¢ %
oxt

ox‘oys
die ihrerseits in Normalkoordinaten bestitigt werden konnen. Aus (2) und (4)
folgt nun:

[+ 010!l

wulg(r,‘:G{”(I,yﬂw,Lg(WL("‘-’)/0 J
»)

u(1)=7{ (x,y)ew (¥)

wig(y) ,
'7 o (1) =27x,y) e (W[C e)p!]

Fig. 1

Satz 5. Bis auf den Faktor (- e”p)! sind o'Pbzw. 1\?) gerade die Nor-
mal-bzw. Tangentialkomponenten der Transportform T PXx, y) in V. Sie
leisten den Paralleltransport der Normal- bzw. Tangentialkomponenten wvon

Einfachdifferentialformen w(x,dx) lings yx wvon y nach x (siehe Abb.;
O bedeutet die Uberschiebung).
Ubrigens gelten die Formeln (6) anstelle von o(#), #(») gleichlautend fiir

8, a») in V, da (7) bereits in V gilt.
4. Harmonische geoditische p-Formen in V, die Grundlésung der La-
placegleichung. Die Produktformel

I(f ()X PN x, )~ —2ef'(s)g' <V P + [ ($)AXP) —e(f"(s)-+(n—1)k cot ks.f'(s))O»)
fiir den Laplaceoperator gestattet es, Einsicht in eine Methode von /. Giinther
[5; 1] zu gewinnen,nach der in V die Laplacegleichung Ay») -0 fiir Formen
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aus @(») einem System aus zwei gewohnlichen homogenen linearen Differen-
tialgleichungen 2. Ordnung &quivalent ist: Es gilt

(i) AP also A(u(s)o'? +o(s)d?) @2, (Satz 2)
(ii) ¢ Vo' =g,V MN=0, (Formel (2)).

Wegen der linearen Unabhingigkeit von o”) und (» fiir 1<=p<n—1 gilt
A(uo'?) +vr(»))—0 genau dann, wenn die Koeffizienten vor ¢® und z(» in der
geoditischen p-Form A(uo(?) 4-vr(?) verschwinden, was obengenanntes Differen-
tialgleichungssystem liefert. (Fiir p=n ist ¢(» =0, fiir p—0 ist #» =0, was in
beiden Fdllen nur noch zu einer Differentialgleichung 2. Ordnung fiir # und v
fithrt.) Die Losung des Systems gelingt im Rahmen der Fuchsschen Theorie:
Satz 6. (a) Hat ein pseudoriemannscher Raum konstante Kriimmung,
so gibt es in seinem Formenmodul ®») wvier iiber dem Korper der reallen
Zahlen linear unabhdngige harmonische p-Formen y*X(x, y), i=1,2,3,4.

(b) Zwei davon l6sen noch die p-stufigen Maxwellschen Gleichungen
dy{P) =0, oy" =0, i=1,2, eine, y{») etwa, ist die Grundlosung der Laplace-
gleichung :

8) AP 292 )15 Sim 4| AT P logVz +Cyi” fir n=4 gerade,
! ! 0 fiir n ungerade.

Dabei bedeuten "’ = y{” +O( x |3), z=sin ks/2, | x 2= X [_,(x))2, C eine beliebige
A eine eindeutig bestimmte Konstante.

5. Pseudoriemannsche Raume mit vier bzw. drei harmonischen geoda-
tischen Formen. ) o

a) Die Frage, ob Satz 6(a) eine Umkehrung besitzt, ist in [1] erortert
worden :

Satz 7. Gibt es in dem Formenmodul ®'P eines pseudoriemannschen
Raumes V wier oder nur drei linear unabhdngige harmonische p-Formen
HP) = a s)a'® +b(s)B?, i—-1,2,3|4; 1=p=n—1, so ist V wvon konstanter

riitmmung.

K Liner unabhiingig heifit hier im Falle von vier Formen, dafl die Wronski-
determinante W(s)='a;, a}, b;, b)| von »», i=1,2,3,4, fir s+0 nicht ver-
schwindet, fiir drei Formen bedeute linear unabhingig W,(s)= la;, a}, b; |#-0
oder Wy(s) |a,, b;, b;|+0 fir s+0. Aus W(s)+0 folgt dann die lineare
Unabhingigkeit der vier Formen »(») iiber dem Korper der reellen Zahlen, aus
jeder der Bedingungen W,(s)+0, W(s) +0 fiir sich folgt jene von drei Formen
y{P, 1-=p<n -1 vorausgesetzt. . . :

Das Beweisprinzip zum Satz 7 ist das gleiche wie fiir die Sdtze 3 und 4:
Ausgehend von der Voraussetzung gl(a,-(s)a“')j}-b,(s)ﬁ("))=0, i=1,2,3|4 _des
Satzes gelingt es wieder, zu einer Gleichung zwischen der Form .:z(” und einer
pseudogeoditischen bzw. geoditischen Form vorzustofien. Der Hilfssatz liefert
dann die Behauptung. ¢ } :

b) Von Interesse ist die Frage, ob pseu_donemannsche RAume. mit nur zwei
linear unabhingigen harmonischen Formen in @&'”) harmonisch sind und um-
gekehrt. Nach einer Uberlegung von P. Giinther hat ein harmonischer Raum /7
jedenfalls zwei solche Formen in @ : ddf und ddg. Denn.Af -0 hat defini-
tionsgemif in /7 eine nichtkonstante Losung f(s). Deshalb ist dies auch fiir
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Ag=1 der Fall. Damit gilt 6ddf =d(ddf ) -dAf — O und dddg = d(ddg) - d-1g =0 also
A(ddf) dy(ddf)+dd(ddf) O und A(ddg) = dd(ddg)+ od(ddg)=0.

6. Zur Giiltigkeit des Huygensschen Prinzips (H. P.) bei den Maxwell-
schen Gleichungen und der Laplacegleichung in V. Hinsichtlich dieser
Gleichungen ist iiber dieses Prinzip in [3] und [8] Grundlegendes ausgefiihrt.

a) Fiir die Maxwellschen Gleichungen der Stufe p dw(?)(x, dx) - 0,00'?)(x,dx)
-0 in einem Raum V¢ Ce mit »—1, gilt das H. P. fiir 1=p--n—1 genau dann,
wenn fiir alle x, y gilt: doV(»)(x, y; 2);-2—0. Deutet man fir n=4, p=—2 die
Koeifizienten von w'?)(x, dx) als Komponenten eines elektromagnetischen Fel-
des, so handelt es sich um die bekaunten Maxwellschen Gleichungen bei Ab-
wesenheit von Ladungen und Stromen. V() (x, y; i) ist die Rieszsche Kern-
form in V, so bestimmt, dafl

9) AV (x, y;4-+2)= 1V (x, y; 2)

ist, mit geeigneten Anfangsbedingungen. Daraus ldft sich folgern, daf das Prin-
zip fiir ungerade n nicht gilt. Fiir n- 2m_4 zeigt die Kernform in Verbindung
mit (9), daB V(»)(x, y;2) bis auf eine Konstante der Faktor des logarithmischen
QGliedes der Hadamardschen~Grundlbsung von Adw'?)x,dx)—=0 ist. Da sich die
Formen V()(x, y;4) in V als geoditisch herausstellen, kann nur sein:
V(e x, y;2)=const-»». Nach Satz 6(b) gilt dann déV(»(x, y;2)- 0.

Satz 8. In einem pseudoriemannschen Raum Ve C konstanter Kriim-
mung, der Dimension n—2m 4, vom Trigheitsindex x-—1 gilt fir die p-stu-
figen Maxwellschen Gleichungen, 1=p- n—1, stets das Huygenssche Prinzip

b) Die Giiltigkeit des H. P. in einem V¢C= mit x — 1, n=2m=—4 fur die
Laplacegleichung ist mit dem Verschwinden des logarithmischen Bestandteils
A(n, p)y‘l”) logy/z ihrer Grundlésung »¢") verbunden, also mit dem Verschwin-
den des Koeffizienten A. Fiir ungeraden n gilt das H. P. hier nicht. Zur Berech-
nung von A, die bisher nur fiir die Spezialfille n=4,6 erfolgt ist [1], setzt man
die Form »{?) mit den in Satz 6 bezeichneten harmonischen Losungen (?) ¢ @(»),
i—1,2, der Maxwellschen Gleichungen nach der Methode der Variation der
Konstanten an. Im Verlaufe der sich anschliefenden Rechnung werden nur noch
diejenigen Ausdriicke beobachtet, aus denen sich logarithmische Bestandteile

ergeben. Dies fithrt auf
A(n, p)=2(—=1)"*'m%k"2B(n, p),

m—1 h
B(n, p) nio (-1 )h(;,m+ )Br, By =1 2(:) ( patap—i+(n—p)bbr—y).

Dabei sind die a; bzw. b, die Reihenkoeffizienten der Entwicklung der Gauf’
schen hypergeometrischen Funktionen F(p—m, m+1—p, 1 m; z) bzw. F(p

—m+1, m p, 1 p; 2) nach z.

Zur Berechnung der B, geht man getrennt nach geraden und ungeraden
h vor. Es gelingt dann, zu erkennen: B(n, m-r)=2B(n, m—r) (d.h. B(n, p)
- B(n, n—p)). Setzt man daher p - m+r, r—0,1,..., so lifit sich beziglich r

induktiv beweisen:
B(n, p)=(—1)""m"2((m— 1)) pl(2m—p)!/(2p—2m-+1)(2p—2m—1)].
Es gilt also:
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Satz 9. Es sei V¢ C= ein n-dimensionaler pseudoriemannkscher Raum von
konstanter Kriimmung K mit dem Trigheitsindex »—1. In V' gilt fir die
verallgemeinerte Laplacegleichung fiir p-Formen, 0 - p—n, das Huygenssche
Prinzip nur, wenn K=0 und n--2m 4 ist.

.M.
M.

G.
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