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ZUR BESTIMMUNG DER ASYMPTOTISCHEN VERTEILUNG
DES LOSUNGSVEKTORS ZUFALLIGER
LINEARER GLEICHUNGSSYSTEME

KLAUS NEUMANN, GERHARD RICHTER

In der vorliegenden Arbeit wird ein Grenzwertsatz mitgeteilt, der eine Aussage iiber die
asymptotische (gemeinsame) Verteilung von m vorgegebenen Komponenten der Losungsvek-
toren einer Folge zufalliger linearer Gleichungssysteme wachsender Dimension enthalt. Einer-
seits kommt man dadurch zu allgemeineren Aussagen als Gizko(1975), wo die Verteilung der
einzelnen Komponenten betrachtet wird, andererseits konnten die Bedingungen fiir die Kon-
vergenz, wie sie Miller und Richter (1974) bzw. Richter (1974) gefordert wurden,
abgeschwacht werden.

An einem Beispiel werden die Ergebnisse demonstriert und eine Fehlerabschitzung fiir
die Wahrscheinlichkeit, da der Losungsvektor in einem speziellen, aber praktisch oft benutz-
ten Bereich liegt, angegeben. Ein Vergleich mit bekannten Abschitzungen bei ,deterministisch-
gestorten Gleichungssystemen zeigt deutlich die Notwendigkeit und Niitzlichkeit der in der
Arbeit angewandten wahrscheinlichkeitstheoretischen Betrachtungsweise.

1. Allgemeine Bemerkungen.

1.1. Einleitung. In der vorliegenden Arbeit werden lineare Gleichungs-
systeme betrachtet, deren Koeifizienten Zufallsgrofen sind. Die Untersuchung
solcher Systeme ist sinnvoll, da vieltach die Koeffizienten keine determini-
stischen Groflen sind, sondern sich z.B. aus Messungen oder lingeren Rech-
nungen ergeben und demzufolge mit Mef- bzw. Rundungsiehlern behaftet
sind. Hieraus ergibt sich, daB der Losungsverktor eines solchen Gleichungssys-
tems ist allgemeinen nicht konstant ist. Es ist daher von Interesse, Aussagen
iiber die Verteilung des Losungsvektors zu gewinnen. Die Bestimmung seiner
exakten Verteilung ist auBerordentlich schwierig und bisher nur in sehr spe-
ziellen Fillen gelungen (vgl. [1; 3)).

Uber das asymptotische Verhalten des Losungsvektors sind bereits ver-
schiedene Arbeiten erschienen (z.B.[1; 2; 8]). In den meisten Fillen werden
dabei die eindimensionalen Verteilungen des Losungsvektors bestimmt (vgl. [1])
oder es erfolgt eine Einbettung der Losung in den Raum /* der quadratisch
konvergenten reellen Zahlenfolgen (vgl. [2; 8]).

Die vorliegende Arbeit beinhaltet Aussagen iiber die gemeinsame Grenz-
verteilung einer beliebig vorgegebenen Teilmenge der Komponenten des Lo-
sungsvektors sowie damit im Zusammenhang stehende Fehlerabschitzungen.

1.2. Zur Notation. Grundsitzlich werden konstante Grofen (Matrizen,
Vektoren, Zahlen) mit einer Tilde versehen. Matrizen werden mit grofen Buch-
staben, Vektoren mit kleinen, fetten Buchstaben und eindimensionale GroBen
(Zahlen, ZufallsgroBen) mit kleinen Buchstaben bezeichnet.

Die folgende Tabelle gibt eine Ubersicht iiber einige hiufig verwendete
Bezeichnungen:
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X (,\?,.,);'J.:l - konstante Matrix vom Typ (n, n), X;, € R';
X=Xy — zufallige Matrix, die Elemente x;; sind reelle Zufalls-
groflen iiber einem gemeinsamen Wahrscheinlichkeitsraum
(2,a,P);
M (n, m) — Hilbertraum der reellen Matrizen vom Typ (m, n) mit
dem Skalarprodukt
(1) X, == Xy,
i=1 j=1
_ X7 — Transponierte der Matrix X;
XT-1:=(XT)"' — Kurzschreibweise fiir die Inverse der transponierten
B Matrix ;
!, — Einheitsmatrix vom Typ (n, n); L
N(‘/\7) — Hilbert-Schmidt-Norm von XeM(n, m), N(X)—J(X, X);
X | — Spektralnorm von X¢ M(n, m), d. h. die Quadratwurzel
aus dem (betrags-)grofiten Eigenwert von X7.X;
x=(x;)?_, — zufilliger Verkor; die Elemente x; sind reelle Zufalls-
groflen;

X=(x,)_, — konstanter Vektor, x, ¢ R';
;; — euklidische Vektornorm, ' x (.('3 }f)” ()7, X)2;
i=1
N(c\, R)—— Normalverteilgng mit Mittelwertvektor ¢ und Kova-
rianzmatrix K.

Bemerkung 1. Das in (1) definierte Skalarprodukt hat eine wichtige
Eigenschait (vgl. z. B. [7]), von der im folgenden des oOfteren Gebrauch ge-
macht wird: o ~

Es seien A, B bzw. C Matrizen vom Typ (m, n), (n, p) bzw. (m, p)
dann gilt:

(2) (A B, C)—- (B, A"C)- (A, C B").
Dabei ist zu beachten, daB die Skalarproduke in (2) im allgemeinen Ska-

larprodukte verschiedener Rdume sind.
2. Ein Grenzwertsatz. Gegenstand der Untersuchungen in diesem Ab-
schnitt sind Folgen zufilliger linearer Gleichungssysteme, die wir in der Form

(3) (A +D,) Xa=b,

schreiben. Dabei bezeichnet j,, eine konstantf, reguldre (n, n)-Matrix und
D, eine ,zufillige Storung“. Die rechte Seite b, in (3) kann o. E. d.A. als kon-

stanter Vektor angenommen werden (vgl. z. B. [2]).
Der folgende Satz beinhaltet eine Aussage iiber die Grenzverteilung fiir m

beliebig vorgegebene Komponenten des Losungsvektors x,. Zur abersichtli)
cheren Formulierung wahlen wir die ersten m Komponenten von x, (n - m).

Satz 1. (A, + Dy)x,=Db, sei eine Folge zufilliger linearer Gleichungssys-
teme wachsender Dimension. Es gelte:
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(I) A, sei eine konstante, regulire (n, n) -Matrix (n¢N);

() (A,+D,) sei fast sicher regulir (n¢ N);

(Il) die Elemente d;., der Matrix D, séien in ihrer Uesamtheit unab-
hangig mit Ed ., 0, Ed? 62, >0, und die Grofen dnlou. seien iden.

Jkn a;kn
tisch wverteilt (j, k=1,..., n; n¢N); N N
(IV) fiir die Hilbert-Schmidt-Norm von A" gelte N(A;") o(n=17?) bei
n— oo, N N N
(V) fiir die ,ungestorte Losung“ Ca:= A 'b, gelte slup Cin [ Cn
=o(l) bei n > ; ) /
(VI) es exiestieren Konstanten a, >0 und a,>0 sowie eine natiirliche Zahl

n, so, dap firr alle n -n,, 51"?°fkn’£iiz, J, k=1, ..., n, gilt,

Dann ist E,,x,, asymptotisch nach N(E,. E,., K~,,) verteilt, wobei

1 0...0 0...0)
0 1 0
E,:: . m Zeilen, n -m,
0
o ... 01 0. . .0
n Spalten

und
(4) K.: E(E,A'DicacaDIAL ' En)

gesetzt wurde:
d. h. die Verteilung von K, V2 E(Xn— Ca) konwvergiert schwach gegen eine
Normalwverteilung nach N(o, 7,,,)-

Beweis. Der Beweis erfolgt in zwei Schritten. Dazu fithren wir folgende
Bezeichnungen ein:

(5) Z,: = ,?n_l ! En(xn_zn)r
(6) W, — R, EAL Dy

Bemerkt sei dabei, daB die Matrix K, wie leicht nachzuweisen ist, sym-
metrisch und positiv definit ist.

Im Teil 1 des Beweises wird gezeigt, daBi die Verteilung von w, schwach
gegen eine Normalverteilung nach N(o, 1,.) konvergiert.

Teil 2 enthalt den Nachweis, daB fiir jedes >0 gilt: lim,_,., P(lz,—w,

€)—0. Daraus folgt dann leicht (vgl. z. B. [8]), dal auch die Verteilung von
z, schwach gegen die erwihnte Normalverteilung konvergiert.

. Wir ermitteln die Grenzverteilung von w, mit Hilfe der charakteri-
stischen Funktion. Es sei t¢ R™. ¢ ."(}): E exp (/(t, w,)) bezeichne die charak-
teristische Funktion des zufilligen Vektors w,. Wir zeigen im folgenden die
Beziehung
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(7) limg .o pw, () —exp(— t 2/2)

fir jedes t¢R™ Dazu wihlen wir f beliebig, aber fest, und bezeichnen mit
o(t)—=E exp (ifd,m o), [€R', die charakteristische Funktion der (identisch
verteilten) Zufallsgrofien d,,,,./;,».,,, Syk=1,..., n; n¢ N. Da die Streuung von
djun/0sn gleich 1 ist, gilt (vgl. z. B- [6]):

(8) P(H=1—=2-124 0 (2
fiir Z-— 0. Mit
(9) an: - ‘jnr~lE:krl_] 2E Vn: — _ﬁnE:

laft sich nach Voraussetzung (III) Pw,, (t), wie folgt bestimmen :
ow, (OEexp (i (t,—K, '’E, A,'D,c,)) ~E exp (i (Va, D))

it Eexp(w,,,,,d,k,,)_ u q(a,k"v,k,,)— n (1—2 62, o2 +y. ).

7 Jok=1 Jkn Jjkn yjkn

Fiir die i. a. komplexwertigen Restglieder 71*" ~gl;lt wegen (8): Zu jedem >0
existiert eine reelle, von » unabhingige Zahl 6 --d()>0 so, daB fir j, &—1,.. , m:
und beliebiges n¢ N gi]t-

(10)

=iy 02 2
jkn jkn 6(6) ? yjl"‘ E ojknzjkn

Weiter gilt unter Beachtung von (9) nnd den Voraussetzungen (VI) und (III))

2 2 2 22 52
(l l) ajku vjkn ) u/n kn ojkn
<a, ¢, “¥sup{ci :l=1,... ,n} u‘ e,

~ -~ n
== Ci|¥sup {ci:l=1,..., n;‘.‘: u2 2 Ed;,,
1 '

n -~ -~ n -~ -~
A b M
< UjnChin jpn S UjinCrnCjen )
oo R
1

=] Jay k=1

2| €y -3 sup{Ef":l ..., n}E(ﬁfD,,E.)’*’

=2, Psup e}l M ERR, E AL Do, V'R E,A, 'Dye,)
1

=% ¢ sup {¢h:l=1,..., n\t, D).

a,

Dabei wurde bei der Umformung der Doppelsumme die Beziehung
E (djundjrn ) =0;,.000, 0}, , bericksichtigt. Wir setzen jetzt in (10) e= 1/2
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Abschitzurg (11) zeigt in Verbindung mit Voraussetzung (V), dafi fiir alle hin-
reichend groflen », n -n,, gilt:

02, Oy: - min (12, 8(12)).

Fir n n, gilt auflerdem wegen (10):

Vikn (;fk,"z'jk,‘ 2 1/4, j, k= 1,. L., N
Damit wird fir » 7, die Ungleichung
—2-1g2 2 -%-;,-,,,, 12, j,k 1,...,n,

Jkn ~ jkn

erfillt. Das gestattet nun, den Logarithmus von ¢y (t) unter Ausnutzung der
bekannten Beziehung

In(1+2)=2+wv22 z =1/2, |91,

wobei z und  i. a. komplex sein konnen, wie folgt zu entwickeln:

~92 2
- n 05 v ~
S Jkn © jRn |
Ing, (t) X In <l - 5 T 7'/‘kn>
Jy k=1
~2 =2 ~2 2 2
n o v° ~ ~ 0 v ~
S 1kn ¥ jkn N JRn " jkn .
~ <" 2 _L—//kn_*"()/krz(— 2 T V/kn
Jy k=1
n ~
I ~ 3
2 = “rnUjkn n

Dabei ist 5,k,, -~ 1, die Bedeutung von ;,, ist aus der letzten Gleichheit er-
“sichtlich.
Verwendet man die Gleichungskette in (11), so erhdlt man

n n ~ o~ ~ o~
A 2 2 — v 2 A2 42
;‘_ jkn® jkn E/_ ‘;‘ Vlu/'nclmd/kn =(t, t)

Aus Voraussetzung (V) folgt leicht lim, ,. 7,=0. Somit haben wir endgiiltig

lim Ingy () — t 22

n-—roo

erhalten und damit (7) bewiesen.
2. Wir zeigen

lim P( z, w, € 0

fiir jedes ¢ >0. Es sei

(12) Q; HweQ: A7'D, <1/2).

Damit gilt:

(13) P( z,—w, - P@2)+Plo: z,-w, = ;}n.'.',.).
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Es geniigt also, die folgenden Limesbeziehungen zu verifizieren :

lim P(2,)=0 und lim P({w: z,—W, | —&n2,)=0.

n—yoco n—oo

2.1. Bei Beachtung von Voraussetzung (IlI[) und Formel (12) gilt unter
Verwendung der Markoffschen Ungleichung

P2, -P( A7'D, 2 1 4)=4E A,'D, *=4E (A, 'D,, A7 Dy

—4E (D,Dh, A77'A7Y) - 4 (diag (,ilgf"")’ AT AT
4 sup 232 Sp (AT A, )= 4naNYAT) ——o.
=l n I=1 n—oo

Letzteres ergibt sich aus Voraussetzung (IV).

2.2. Sei nun w¢€ 2,, dann 148t sich die Inverse von (Jn-i- D,) in eine (im
Sinne der Spektralnorm) konvergente Reihe entwickeln:

(Aut- D= = (2 (—1A7 DAL
Daraus folgt x, (7,.—(z5;,"'D,,)+(,§,T'D,,)'3 —4...)C, Damit erhalt man (vgl
(5) und (6)):
(14) 2, Wa=Ky P Ep(X—Cat A7 DaCn)
=R"E,A Da{l,+ 4, D, AL ' D
Die Abschidtzung der Norm ergibt
z, w, <K, "E,A'Dy | (I,+A'Da) | AT'Dye,

Wegen w¢ (2, 14t sich der mittlere Faktor auf der rechten Seite sofort durch
(I, +A7'D)~' —2 abschatzen. Mit s,: — K, "> E,A,' D, undty:=| A7 Daty |

ergibt sich bei Verwendung der Markoffschen Ungleichung
(15) P{w: (| Za—Wal = e} N 2) <P (25,1, ~e)- 2E(snts)/e.

Dabei sei «<~0 beliebig, aber fest gewahit. Die Cauchy-Schwarzsche Ungleich-
ung gestattet fiir E (suf,) die Abschitzung E (s.t,)-\ Es? J E£ . Nun gilt

~

n
£ 3t mit 4,:= U n @ onC s

=1 I

>[4

=]
wobei (‘;11"1)7,,r|: —~ A, ist. Damit ergibt sich

n -~ -~ ~ ~ -~
y g 9 \ 0 2 e =
Ee- SEL 3 a0 ay| & 2NYAT).

o
(=1 1, j k=1 Jnjkn
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Wir erhalten jetzt

(16) E(sut)\ Es2 ¢, * Va? N(A, "),

Es bleibt noch Es’ C. ? abzuschatzen. Wir setzen hierzu
Bu by i =R M EL AL

und bekommen

- - . m n — -
(17) Es? ¢, = EB.D,BAD,) X X Ed&, b c, ?
n - Jkn T jjn
- - m noo_ t; m n ~ - o~
<a, €, 2nY X b <Tn X X b ol
2 . Tjot = ay T S ju e Jan" Jusan

a m 4 = ~ . a ~ ~ = -
“Pn SE( X bjndn €)= nE (BaDyC,, BuDnCr)
a, Jj=1 Ju Ja=1 a,

=% e (I?,;‘l ’E, A Dun Kn ' E, A" D, E,,) 2 m.

a, a,

Letzteres gilt wegen (4).
Aus (15), (16) uud (17) folgt bei Beriicksichtigung von Voraussetzung (V)

letztlich

Pllor: Zo—W, =)0 L) =2 ymn N7 —=0.
’-\al n-»o0

Damit ist Beweisteil 2 beendet und Satz 1 vollstindig bewiesen.
Bemerkung 2. Voraussetzung (ll) des Satzes ist z. B. immer erfiillt,
wenn die Elemente d,,, von [J, unabhingig sind und eine Dichte besitzen

(vgl. [8)) _
Bemerkung 3. Die Voraussetzungen (IV) und (VI) besagen, daf der

konstante Anteil A, ,groB“ gegeniiber der zufilligen Storung /), ist.
Bemerkung 4. Hinreichend fiir die Bedingung (IV) ist z. B.

Ao n),n— .

Der nachfolgende Satz ist eine unmittelbare Folgerung des Satzes 1.

Satz 2. (A,+D,)X, b, sei eine Folge zufdlliger linearer Gleichungs-
systeme wachsender Dimension mit folgenden Eigenschaften :

(1) A, sei eine konstante regulire (n, n)-Matrix (n¢N);

(1) (A, +D) sei fast sicher reguldr (n¢ N); i
(Il) die Elemente d ., der Matrix D, seien in ihrer Uesamtheit unab-

hangig und identisch verteilt mit Edjp 0, Edg,m o, jR=1,..., n: neNs
(IV) furdie Hilbert-Schmidt-Norm von A, gelte NATY o (n-'?)  bei

n o)
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(V) fir die ungestorte Losung ¢,— A, 'b, sei sup,—; ... n Cinllll €l =0(1)
bei n — o erfiillt. Dagn ist E,x, asymptotisch nach N(E,c,, K,) verteilt. Fiir
die Kovarianzmatrix K, gilt dabei
(18) R,~e* ¢, 2E, A, A E.

3. Zur numerischen Auswertung.

3.1.Fehlerabschdtzung. Dem Problem der Abschdtzung derWahrschein-
lichkeit P(E,x,¢ (), wobei G eine Borelmenge des R™ ist, ist der Abschnitt
3.1. in [2] gewidmet. Fiir die praktische Anwendung ist dabei wichtig, da8 G
ein Parallelepipedon des R™ mit speziellen Kantenrichtungen ist.

Wahrscheinlichkeiten der Art P(N 7, {x;. € Gj}), wobei die G; Borelmengen
des R sind, lassen sich nur recht schwierig berechnen. Allerdings kann man
relativ leicht die eindimensionalen Verteilungen von X abschitzen und mit
deren Hilfe obere Schranken fiir Wahrscheinlichkeiten der folgenden speziellen,
praktisch aber sehr wichtigen Form gewinnen: P(N 2, { x,,—c;a| = aj}).

Im weiteren verwenden wir die Bezeichnungen des Abschnitts 2. Gegeben
sei ein Gleichungssystem der Gestalt (3), desweiteren seien die Vorausset-
zungen (I), (II) und (Ill) des Satzes 1 erfiillt, wobei n ¢ N jetzt fest gewihlt wird.

Interessiert man sich nur fiir die eindimensionalen Verteilungen des Lo-
sungsvektors, so ist £, vom Typ (1,7) und K, vom Typ (1,1). Zur Bestim-
mung der Verteilung der k-ten Komponente x,, des Losungsvektors definieren
wir folgende Groflen:

> ST 31~ =Ty 3713
(4’) Yen+ - Eek An Dncn c:Dn An ekr
®) Zpn: = (Xpen— Cpn) ;’\/7km
1 ~r N =1 ~ 1 1o~ ~
(6)  wai s QATDE - — 2 S Gdinlim k=1,
Ykn \/7'kn 7 i=1

Hierbei bezeichnet e, einen Einheitsvektor des R”, gegeben durch
e, =(ex)/1 mit e, -8,, (j=1,...,n).

Weiter sei Fyu(x)=P(wr, < X) die Verteilungsfunktion von w,, Dann gilt
der folgende Satz dessen Beweis offensichtlich ist Satz 3: Fiir die Verteilung
der k-ten Komponente x,, des Losungsvektors x, gilt:

(19) §up(F,.(.;—p~)—P( Zn—Wyn | - 5)-?P(x,,,<;,,,.+}\/;;,,)
s >0

‘inf(F,,(;c+;)+P(|z,,,.~~wk,. ), X€R.

>0

Bemerkung 5. Die Abschdtzung von P(|z,, w,,| > ¢ erfolgt im Ab
schnitt 3.2. mit den im Beweisteil 2 (Satz 1) bereitgestellten Mitteln.

Bemerkung 6. Sind die Elemente von D, normalverteilt, so gilt F, (x)

«I»(i). wobei 'I»(}) die Verteilungsfunktion der N(0, 1)-Verteilung ist. Falls
die Elemente von /), recht-eckverteilt sind, so ist bereits fiir relativ
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kleines) » (vgl. [5]) die Approximation von Fin(x) durch &(x) gerechtfertigt
man beachte (6)).
Folgerung. Es seien die Elemente d;u, von D, symmetrisch um Null

verteilt. Fiir a>0 gilt dann:

(20)  P( Xpu—Cpn @)= dnf (21 —Fyn (1 — )+ P(| 2ag— s | ).
s >0 Vkn
Beweis. Wegen (6") ist auch w,, symmetrisch verteilt und es gilt fiir
beliebiges ¢>0:

P Xi—n |~ @) =P Xpn—Cpn Nyen @/ Vrgn) =P(Zen | = aN740)

—P( @

& m D HP( 2~ Whn | = )< 2(1 — Fpa o= —¢))
Ykn \/}'kn
—{—P(‘Z,,,,—wmr\r;).

3.2. Ein Beispiel. Das folgende Beispiel dient zur Illustration der im
Abschnitt 2 erhaltenen Resultate. Gegeben sei das zufallige Gleichungssystem

(A+D)x b mit

202 054 3,12 1,44 1,2
\ 054 058 1,44 072 | - 0,8
A 3,12 1,44 302 054 |0 b° 04 |°
144 0,72 054 —1,58 —0,1

(Der Index n -4 wird zur Vereinfachung der Schreibweise weggelassen.) Die
Elemente d,, (j, k=1,..., 4) von [ seien in ihrer Gesamtheit unabhangig und
identisch gleichmiBig verteilt auf dem Intervall [--0,005; 0,005]. Ein solches
Gleichungssystem kann sich z. B. ergeben, wenn die Elemente der Koeffi-
zientenmatrix im Laufe einer Rechnung als auf zwei Stellen nach dem Komma
gerundete Werte entstehen. Es ergibt sich

0,214 —0,162 0,102 0,234 —0,4038
f | —0162 0646 0,234 0522 | = .3 0,5654
‘ 0,102 0,234 —0,119 0,027 |’ ' 0,1151
0,234 0522 —0,027 - 0,191 0,7283
Weiter gilt

ot Ed? =% 1075, | A1 =1, €?1,0264

sowie wegen (18)

1,1735 —2,0323 0,1873 —0,7929
> 2,0323 6,5929 0,7929 2,3017
—0,1873 0,7929 0,6847 0,9122
—0,7929 2,3017 0,9122 3,1173

<109,
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Zur Anwendung von (20) benotigt man eine obere Schranke fiir P( z,,—
~W,, - ¢&), wobei zundchst zum Zwecke der genaueren numerischen Auswer-
tung die rechte Seite von (13) nicht mit Hilfe der Markoffschen Ungleichung,
sondern wie folgt abgeschdtzt wird (dabei sei die Gleichheit der Streuungen
of,mf—o J, R=1,..., n, vorausgesetzt):

Ausgehend von (14) erhdlt man fir o ¢ Q7= {w: | A7 D, <§}, 0<g<l
die Ungleichung

Z,—~ W, — 1?— PE AT'D, ||(In+ AT DY) || || A Dac,y |

=12 =

CRKTVELATY D AN ID, % e,

= l——g
e (ROPEAT AT NUDY |G

Der Faktor K,'?E,A,' laBtsich wegen (18) in folgender Weise abschidtzen
Ko E A 12KV E AL, RSV ELATY
(K. EA AT ET RS, Ty =m/o® ¢a 2,

Damit findet man fiir die rechte Seite von (13) folgende obere Schranke (im
Fall gleicher Streuungen o2, ):

Jkn
@1) P( 1Z,—Wa| = #): P(sz DHPo:l|z,—w, | =4nQ, 3)
P (I A.,'D, "\g’)+P( "Kn CEAT AT NYD,) 1€ )

PNAD,) | Ay ;2\-52)+P<~ff- At N (DR =)

P(Nz(,D")‘- g ),}_P(WD,.)B Rl—i))

® T RAe & S am A7)

Bemerkung 7. Falls die d,,, normalverteilt nach MO0, o? sind, so ist

ND,)o—* 2-verteilt mit n? Freiheitsgraden. Damit 1a8t sich die rechte Seite
von (21) leicht berechnen.

Im Falle einer Rechteckvertellung der d,,, auf einem Intervall |- a, 5]
ist 69--02'3 und es gllt P(N’(D,,)O‘-’ 3n?)=0. Daher erhilt man im betrach-
teten Beispiel fiir m 1, &=0,1414, g, 0,02: P(|2,—w,| &) 0,k 1,..., 4.

Aus (20) ergibt sich zum Beispiel

(22) P{ x,—c¢, <3,1.103=:a,}n{ x,—¢,|<7,3.10~1=:a,)
N{ x3—cy <2,4.103=:a,} N {|x,—¢c,| <51.107% - :a,)

U ~ ~ ~ ~
1— F’(.U { xXe—Ce| =an)) -1 —‘}.I P( xy—cx —ay)
-1 -
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12 % (1—F (J;’L T 1—2 3 (1—D (2 —g))=
> (-2 (-2 _g))=0,974.
=1 k=1

f= Vo Ve
Eine wesentliche Verbesserung von Abschitzungen der Form (21) durch
eine Variation von e ist nicht zu erwarten, wohl aber fiir die Abschdtzung
der Verteilungsfunktion selbst (vgl. Formel (19)). Dies soll jedoch an dieser
Stelle nicht weiter verfolgt werden. Es sei noch vermerkt, dafl sich aus klas-
sischen deterministischen Abschdtzungen (vgl. insbesondere den Anhang 1 in
[4]) ergibt, dal mit Sicherheit gilt:

(23) X, €= 687.10-3, | x,—c,|-=14,59.10-3,
Xg—Cy =4,79.107% x,—c, —9,25.1073.

Ein Vergleich von (22) und (23) zeigt, dal die Verwendung wahrscheinlichkeits-
theoretischer Methoden bei der Lésung von linearen Gleichungssystemen mit
fehlerbehafteten Koeffizienten neue Erkenntnisse iiber das Verhalten des Lo-
sungsvektors liefert.
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