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ABHANGIGE VERSCHIEBUNGEN III (MIT DISKUSSION)
K.-H FICHTNER, W. FREUDENBERG, J. KERSTAN

In der Theorie der Punktprozesse gewinnt die Untersuchung von Verschiebungen, beson-
ders im Hinblick auf mogliche Anwendungen in der statistischen Physik, immer mehr an Be-
deutung. Besondere Aufmerksamkeit wurde und wird dabei der Frage gewidmet, welche Punkt-
prozesse gegeniiber einer Verschiebung invariant bleiben, d. h. ein makroskopisches Gleichge-
wicht beschreiben. In Verbindung damit interessiert man sich fiir Punktprozesse, die, sukzessiv
verschoben, einem solchen makroskopischen Gleichgewicht zustreben, d. h. in irgendeiner
Weise gegen einen verschiebungsinvarianten Punktprozef konvergieren. Die in dieser Arbeit be-
handelten Verschiebungen sind so beschaffen, daf fiir jeden stationaren Punktprozef endlicher
Intensitat ein derartiges Einschwingen nachgewiesen werden kann.

O. Einleitung. Den Verschiebungen, die in dieser Arbeit betrachtet werden,
entspricht ein Bewegungsmechanismus, der sich anschaulich folgendermaBen in-
terpretieren !aft: Die Orte einer einfachen, beidseitig unendlichen Purktfolge @
mogen die momentane Lage von Fahrzeugen auf einer beidseitig unendlichen
Autobahn angeben. Jedes Fahrzeug bewege sich mit einer linear von den
Abstinden zwischen allen ihm vorausfahrenden Fahrzeugen abhingenden Ge-
schwindigkeit.

Bezeichnet x?(f) den Ort des Fahrzeuges mit der urspriinglichen Position x(P)
nach Ablauf der Zeit ¢, so filhrt diese Vorstellung auf das folgende Diiferen-
tialgleichungssystem:

dx®(t) =3 _
—  Z A (0 xp_(0); ke,

XO) =x(@); kel
(I bezeichne die ganzen Zahlen).

Es wird gezeigt, daB dieses Differentialgleichungssystem fiir monoton
schwach fallende Folgen nichtnegativer reeller Zahlen (), mit 22 4;<eo
und jedes @ mit sup{xx(®)!/(|k|+1): k¢I'}<<oco genau eine Losung besitzt.
Diese Losung wird explizit angegeben. Die Forderungen an die Folge (1),

garantieren, daf8 sich alle Fahrzeuge in eine Richtung bewegen (—oc) und da8
Ein- und Uberholen ausgeschlossen ist.

Mittels der Losung des DGL-Systems kann man nun eine Verschie-
bungshalbgruppe (U,)>o definieren, die die durch das DGL-System eingefiihrte
Bewegung beschreibt. Unter einer zusitzlichen Forderung an die Folge (1),
(hinreichend ist beispielsweise die Forderung i,>1,) wird bewiesen, daB fiir
jeden einfachen, stationiren ergodischen Punktproze8 P mit endlicher Inten-
sitit 1, die Folge der verschobenen Punktprozesse (Poy ), schwach gegen
einen reguliren Punktproze8 Q mit der Palmschen Verteil{mg
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(0.1) Q=034

“h=—o0 k,:p

konvergiert.

Dabei wird ausgenutzt, dafi zu jedem n¢{1,2,...} ein Verteilungsgesetz
a, auf /" existiert, so dafl fiir alle stationdren, ergodischen Folgen von Zufalls-
grofen  (n,) f= _ mit endlichem Erwartungswert die Konvergenz der Erwar-
tungswerte
|

X ap(Dmi—Ene| ;550

i=

(0.2) E

statt hat und stets
)
(0.3) xp(n)= X an(i) Xe—i D)
ist.
Man kann fiir eine beliebige Folge von Verteilungsgesetzen («,);_, durch

(0.3) eine Bewegung definieren. Dabei wird das Punktesystem & nach Ablauf
der Zeit n in das Punktesystem

D,= = 9
" x% (n)

iiberfithrt. Dadurch wird jedem einfachen, stationiren, ergodischen Punktprozef

P mit endlicher Intensitit eine Folge von Punktprozessen (P,):_, zugeordnet

Jede positive stationire ergodische Folge von Zufallsgrofien ()= _ mit end

lichem Erwartungswert 148t sich aber als Folge Palmscher Pausen eines
einfachen stationdren ergodischen Punktprozesses P endlicher Intensitat
auffassen, wobei En,1/i, ist. Man kann nun zeigen, dafi (0.2) genau dann
gilt, wenn die Folge der Punktprozesse (/,)7_, schwach gegen den Punkt-
proze8 Q mit (0.1) konvergiert.

Der statistische Ergodensatz liit sich somit als Konvergenzsatz fiir spe-
zielle Verschiebungen von Punktprozessen auffassen.

Detailliert sind die Untersuchungen dieser speziellen Verschiebungen und
das Grenzverhalten der sukzessiv verschobenen Punktprozesse im vierten Ka-
pitel dargestellt. In den ersten beiden Kapiteln werden die grundlegenden Be-
griffe eingefilhrt und einige Hilissitze bewiesen. Im dritten Kapitel wird dann
das erwiahnte DGL-System in einem ad hoc gewihlten Banachraum gelost, und
es werden Eigenschaften der Losung angegeben.

1. Einige Grundbegriffe und Hilfssitze. Es bezeichnen /' die Menge der
ganzen Zahlen, N die Menge der natiirlichen Zahlen, 9[ die o-Algebra der
Borelmengen in der Menge R der reellen Zahlen und 8B den Ring der be-
schrankten Mengen aus 9. Weiter sei M die Menge aller einfachen, beidseitig
unendlichen Punktfolgen mit dem Phasenraum R, d. h. die Menge aller ganz-
zahligen Mafle & auf 9 mit

D(B)<oo; v Be®,

D ({a))—1; v atR,
@ ((— oo, 0]) = D ((0, + o)) = co.
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Mit 9 bezeichnen wir die kleinste o-Algebra iiber M, beziiglich der fiir alle
B¢® die Abbildung @ — & (B) von M in {0, 1,...} mefibar ist. Die Menge
M°={d¢M: @ ({0})=1} ist folglich eine mefibare Teilmenge von M.

Wir setzen R = ({as)*=: a,¢R fiir alle n¢ 7"} R” wird durch die o-Algebra
9" zu einem meBbaren Raum erginzt. Es ist leicht zu sehen, daf die fol-
genden Mengen mefbare Teilmengen von R’ sind:

r l 400 . . 11 I +\? +{'~° ‘
§= l(a,,)_‘>° ta, >0fiirallenec I, n:()a,,: 3 a_p=0of
RI'={(a)*2 : an<any, fiir alle n¢ ', lim a,= — lima_,= co}.

Wir numerieren die Punkte der Menge {x¢R: @ ({x})>0} entsprechend
ihrer GroBe, wobei wir dem ersten positiven Punkt den Index 1, dem letzten
nichtnegativen Punkt O zuschreiben. Die k-te Ortslage einer Punktfolge @ be-
zeichnen wir wie iiblich mit x,(®). Offensichtlich ist die Zuordnung @ —
(x; (®))*S eine eineindeutige Abbildung von M auf Ri.

Gemif8 [5], Kap. 4.1. sei in M die Metrik o, eingefithrt. Fiir die Konver-
genz einer Folge (Pn)men gegen ein @ beziiglich der Punktfolgenmetrik oy
schreiben wir

(I)m ;) (p.

m—yoco
Wir zeigen nun, daB aus komponentenweiser Konvergenz der Ortslagen die
Konvergenz beziiglich der Punktfolgenmetrik folgt.

1.1. Fiir jede Folge (Pm)men von Elementen aus M und jedes ® aus M
folgt aus

(1.1) Xn(Pp) bos Xn(P); wnel
die Konvergenz
(1.2) D m—j;—) P.

Beweis. Nach der Definition der Metrik g, reicht es aus zu zeigen, daf|
fiir jedes k¢ N und jedes >0 ein m, . existiert, so da8 fiir m=m, » die Punkt-
folgen @, und @ (e, k)-benachbart sind. Hierbei heien @, und @ (e, k) -
benachbart, wenn eine umkehrbar eindeutige Abbildung f einer unter Um-
stinden leeren Teilmenge 1 von /" in I' mit den Eigenschaiten

lier: x/(®)|<k—e CD,
{iel: xi(Pm)|<k—e}Cf(D),
Xi (P)— Xp(i) (D) | <5 WiED

existiert.

Wir geben uns also ein k¢ N und ein ¢>0 vor und untersuchen das Intervall
|k, k]. Im Fall &(—k, k])= 0 gilt fir geniigend groies m natirlich @, ([ —&,
k])=0, und somit sind @,, P trivialerweise (¢, k)-benachbart. Wir nehmen nun
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an @ (| —k, k))>0. Dann enthalt [k, k] endlich viele Orte x,(®),..., X,4/(P)
der Punktfolge @. Sei nun D- {r,...,r+[} und f die identische Abbildung
auf /). Aus der Voraussetzung (1.1) und den Ungleichungen x,_ (?)<—R&,
X, 1144 (D) >k folgt, dal ein m, existiert, so dafl fir alle m=m,

Xr 1 (’1’,,.) < ‘k’ X141 (¢m)>k
gilt. Wir haben somit fur m >, die Inklusionen

T |x, (Pp) | <k —e} & f(D),

el : x, (P) <k & CD.

Aus (1.1) iolgt weiterhin, dai ein m. . -m, existiert, so daB fiar m -m,, die
Ungleichung

| Xi ('I‘)'—X/(,) ('[,m) xi((l)) X,((pm) |<’ ; V‘ € D

erfullt ist. Somit sind @, und & fiiir m -m, (¢, k)-benachbart.
Jedem @ aus M ordnen wir die Folge seiner Pausenlingen

Yu D) =X3 (D)~ Xn_((P); €l

zu. Fur Punktfolgen ¢ aus M° ist die Zuordnung zwischen den Ortslagen
und den Pausenldngen umkehrbar eindeutig. Es besteht der Zusammenhang

X (D)= il yi(®); >0,

(1.3) X a(P)=— ‘EO y_i(D); wvn>0,

xo((p)5> O.
Fiir eine Folge (@pm)men aus M? und ein @ aus M° mit

VYn ((pm) = Vn (d’) 5 n E r

—

findet somit wegen 1.1. die Konvergenz

(p'. :H) (D

m-—oo

statt.
Die Zuordnung @ — Y (®) 1y,,(¢))ﬁ°..'; ist offensichtlich eine eineindeutige

Abbildung von M® auf R}.In [5, Satz 3.5.3] wurde gezeigt, da ¥ und Y—!
meBbare Abbildungen sind. Fiir jedes 2¢ N und alle iy,..., {,¢ I ist

P Ti,.... e ((1)) [yil (P), ..., yik ((1')1
eine mefbare Abbildung von M® auf
RY  {[an. .., m): w>0 fur alle ic{1,..., k}}.

Unter einem Punktprozef verstehen wir ein Verteilungsgesetz auf [M, M}
(In [5) werden Punktprozesse auf einem grofieren Punktfolgenraum M be-
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trachtet). Sei nun P ein PunktprozeB mit P(M° —=1. Dann ist folglich Po Y—!
ein Verteilungsgesetz auf [R”, "), fir das Po Y 1 (RI)=1 gilt. Weiter ist filr

''''' ein Verteilungsgesetz auf

[R%, *] mit Po villo. ,-k(Ri)f 1. Offensichtlich sind die endlichdimensionalen
Verteilungsgesetze (Po Y™ '), .. .. i, von PoY ™! gleich den Verteilungsgeset-

Im Raum P aller Punktprozesse sei die Metrik o, der sogenannte Pro-

chorow-Abstand eingefiihrt (vgl. z. B. [5], Kap. 4.2). Unter schwacher Konver-
genz einer Folge (Pn)men von Elementen aus P gegen ein P aus P ver-
stehen wir Konvergenz beziiglich der Metrik ¢ . Anstelle von lim gg (Pm, P)=0

. . P m-—ro0
schreiben wir P, —— P.

m-—co

Schwache Konvergenz von Verteilungsgesetzen auf [R*, U], k=1 kenn-
zeichnen wir im weiteren durch |, =—) “.

Wir zeigen nun den folgenden Hilfssatz:
1.2. Sei (P,)men eine Folge won Elementen aus P, so dafp fir jedes
meN P, (M) =1 gilt und ein ¢>0 existiert mit

(1.4) Ppo Y, ' == &; kel

m-—oco

Dann findet die Konwvergenz

P
(1.5) P, M—T;) Q. = 62;:’_“ e
statt (8. bezeichne die Dirac-Verteilung).

Beweis. Wir bringen die zu beweisende Aussage (1.5) in eine fiir unsere
Zwecke vorteilhaftere Form. Aus Theorem 4.2.10. in [5] und Satz 4.2.11 in [5]
kann man unmittelbar herleiten, da8 (1.5) folgendem aquivalent ist:

Fiir jedes halboffene Intervall [a, b) mit der Eigenschaft

(1.6) Q.(®eM°:d({a))>0 oder &({b})>0)=0

gilt

(1.7) lim P (P E¢M°: D ([a, b)) =1)=Q (P cM°: & ([a, b))=1):
v Iie{o,1,... }

Sei nun [a, b) so beschaffen, daf8 (1.6) gilt. Fiir alle k¢ 7" ist dann a==kc,
b+ ke. Wir untersuchen zunichst den Fall a>0. Aufgrund der Beziehung (1.3)
erhalien wir fiir beliebiges [¢{0, 1,...}

(PEM,: P ([a,b))=1)
= IGO (D¢ m": xl(¢)<d;;Xl+l ((l’). X,-_,_,(di)(beH_,H(d’))

P "

oo — - R"' (4 < <1‘4‘-1 l:l b"‘+l+‘

Uy (@)rzeR: 2 m<as X a, 3 a<bs 2 a
- .

=0 Rl
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-y v, n:-n([an coey Gigaq] € R'++l+l;

L
R
»
A
‘h
IA

»

i et
3

i+1 i+i+1
2 Bars
Y mp<b= = nk).
k=1 k=1

0
Dabei setzen wir X «a,=0.
k=1

Setzen wir fiir alle 4, /¢{0, 1,...}

1+1 i+l i+l+1
pA g, p] a,,<b<’: s a,,),
= k=1

1041,
A <[ali'-~,"i+l+1]ER+ 1 I oa<a et

k=1 k=1

so erhalten wir folglich

(1.8) P,,,('I’(MO- (D([ao b))—‘ I) _S-})Pmoyl._f, i+1+1 (A:); VMEN, VIG{O) ]l" }
(1.9) Qc(@ e M @((a, ) ~D= 3 Qeo¥i! .. rrrar (A

=S B al(AD; LE{O,1,. .10,

=0
Wie leicht zu sehen ist, sind alle Ereignisse AL, i, 1¢{0,1,...} Stetigkeits”
mengen von d, .. . . Weiter folgt aus (1.4) fiir alle £¢ N die Konvergenz

Imo’,ivl —) d[t....t]; vih"'lik("'

weeos Iy amoe
Wir erhalten deshalb
(1.10)  Puo¥ir! (A —— b q(AD; i1 €{0,1,...}

Es existieren nun genau ein & und ein n, k, n¢{0,1,....}, so dafi gilt

1 fir { -k, | —n
he...e) ={ 0 sonst

Wegen (1.10) haben wir deshalb
(l]l) Pmoyl.!...kwul(/‘:) ;:‘: 1.

Da fiir alle m¢ N gilt

.‘.:P,.O Yl‘-l 10n+I(A’l')A ]» pmo er...,i-&-an(A;')"O; V[({O.l,-.-},

erhalten wir aufgrund von (1.11), (1.8) und (1.9)
lim Py (D¢ M°: @(la, b))~ n)-1-Q(PecM: D(a,b)) - n)

m-—»o0

Folglich gilt auch
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lim Pa(® ¢ M°: &([a, b))Fn)=0=Q (P ¢ M°: ®([a, b))+n).
Fiir alle [a,5) mit der Eigenschaft (1.6) und a>0 ist damit (1.7) bewiesen.
Die Fille <0 und a<0, >0 lassen sich analog behandeln. Wir verzichten
auf eine explizite Darstellung.

Sei nun (a™)men eine Folge von Verteilungsgesetzen auf I Gemif (4]
heiBt (a”)men asymptotisch gleichverteilt, wenn fur alle k¢ /" die Konvergenz
der Variationsabstinde
(1.12) Var (a™"—d,*a™) —— O

m—oo

statt hat.

Ein Verteilungsgesetz W auf [R”, 9] nennen wir stationdr, wenn es in
variant ist beziiglich der Translation ¥, definiert durch
*((an)t2) = (a),* 2

n—oo
an =an 4 nel.

Hat in diesem Falle jede Menge aus der o-Algebra der beziiglich 6 invarianten
Mengen die Wahrscheinlichkeit Null oder Eins, so heifit W ergodisch. Es gilt
der folgende Satz:

1.3. Seien W ein ergodisches Verteilungsgesetz auf (R, "] mit
Egp|a)|=[|a |W(d‘;)<°°

und (@™)m ¢ x eine asymptotisch gleichverteilte Folge von Verteilungsgesetzen
auf I
Dann gilt firr alle keI’
_ | +ee
(1.13) lim [ W(da), a"'(i)ak._,—EwaI;=0
(mit « bezeichnen wir Elemente (an)¥ = aus RT).
Beweis. Wir erhalten fiir beliebiges k¢ 7" und n¢N die Abschidtzung
. + o0 — + o0 + oo n
fWida)| ¥ a(@ar-i—Eway s wd)| ¥ aa— ¥ a0 ) Eai
{=—o00 | {==—o0 i=-—00 Jj=1
— | too n |
+ [ Wida) 3 a™(i) = Sar_i—;~Eway) .
{ - —co J=1 |

Den ersten Ausdruck auf der rechten Seite der Ungleichung konnen wir auf-
grund der Stationaritdt von W folgendermaflen abschidtzen:

+ oo

fW(d;)i S a"ar—i— = am()L Sari |
i oo {=—oc0 n J=1 |

| e te | a
= | Wda) ¥ a"(Dar— X L B (3% am) (ari
. P

= —00

_ 4o -
< wa) ¥ o] am) L £ 0eam @)
fam—oo| | n oy
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n +oo n
~Ewl|an nl/El = ‘a"'([)—(d,»:,ea’")(t)l:Ewla,l%j;‘JlVar(a”'—é,-*a"').

Da (a™)m¢ asymptotisch gleichverteilt ist, strebt dieser Ausdruck bei m —oo

gegen Null. Weiter haben wir, wiederum unter Ausnutzung der Stationaritat
von W

R SR i _ te o
[Wide) > ani), Sary—Eva| = [Wda) ¥ a() % ari,—Eway |
= —o0 j=1 [=—co J=1 |

X to . < [ 1 & ‘
[ W(da) = am(l)!% Yar, Eva, -~ [W(da) %’}.lak_.,»Ewal\.
i=—o0 J= | /= |
Nach dem Ergodensatz (vgl. z. B. (7], S- 210) konvergiert dieser Ausdruck bei

wachsendem 7n gegen Null. Folglich ist (1.13) fur alle £¢ /' richtig, was zu
beweisen war.

2. Homogene Verschiebungen. In 1| wurde der Begriff der homogenen
Verschiebung und einer Halbgruppe homogener Verschiebungen fiir markierte
Punktprozesse eingefiilirt. Wir beschranken ups bier auf nichtmarkierte Punkt-
prozesse. Alle in 1| bewiesenen Satze lassen sich auf den unmarkierten Fall
iibertragen, da man jeden unmarkierten Punktprozefi als einen markierten mit
einpunktigem Markenraum auffassen kann.

Bekanntlich ist fiir jedes y¢ R die Abbildung

+ o0

& Ty 3 Sy

= —o0

eine mefBbare Abbildung von M auf M und die Zuordnung & — b =1 (4)®
eine mefBbare Abbildung von MY auf M".
Sei /) nun eine nichtleere Teilmenge von M° mit D¢ und @D=D

Wir setzen D— |J 7,0. In [I] wurde gezeigt, dat 0 in W liegt. Deswd iteren
aek
sei v eine meBbare Abbildung von [D, M N D] in R, 9. Wir setzen

+ oo
v

HAP) 2 du@rwry s VD,

HYD) T o P); 7 D¢ D.

Das Tupel ‘U v, D] heiit homogene Verschiebung, falls fiir alle & ¢D Hﬁ((b)(M’
gilt. Da wir in dieser Arbeit keine anderen Typen von Verschiebungen be-
trachten, nennen wir ‘0 im weiteren kurz Verschiebung.

Eine Verschiebung ‘U0 |z, D| nennen wir ordnungsstabil, wenn fiir alle & ¢ D
(2.1) 0< x,(P)— V(D) + D)
gilt. In [1] wurde bewiesen, daB ‘U genau dann ordnungsstabil ist, wenn fir
alle @ ¢Dund alle i/ gilt x(?) Uy m®)<xi ()= AT, (@)®). Eine

Punktfolge ¢ aus /) wird durch die Ve{schiebung gemidf ‘U in die Punkt-
folge /1,(#) uberfithrt. Ein Punkt x,(#) nimmt dabei die neue Position x,(®)

— T (o)) ein. Ordnungsstabil bedeutet also inhaltlich, daB die Reihenfolge
der Punkte erhalten bleibt.
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Sei nun U =[v, D] eine ordnungsstabile Verschiebung. Wir setzen fiir
edes n¢N

(2.2) Unl D) = ml.n (v(®), n) fir v(‘di) =0,
min (—o(®), n) fiirv(P)<0.
Uber die Abbildungen v, konnen wir die folgenden Aussagen machen:
2.1. Sei U =|v, D) eine ordnungsstabile Verschiebung. Dann ist fur jedes

n¢N das Tupel V,=|v,, D), wobei v, durch (2.2) gegeben ist, eine ordnungs-
stabile Verschiebung, und es gelten die Beziehungen

(2.3) lim v,(®)=D); v PeD,
(24) H2 (@) =) H®)  #¢D,
2 5) Hy (@) —) HA®) /@ €D

Beweis. Es ist offensichtlich, daf alle v, meB8bare Abbildungen sind von
[D, MmN D) in [R, A und daB (2.3) gilt. Wir zeigen zunachst, da fur beliebiges
n¢N die Ungleichung

(2.6) 0<x,(2) —v,(0P)+ va(P); v P D
erfiillt ist. Wir untersuchen die folgenden drei Fille:

(@) AP)>n,

(b) HOD)< —n,

(c) Y(P)=n und UOP)— —n.

In den Fallen (a) und (b) folgt (2.6) unmittelbar aus den fiir alle o¢D gil-
tigen Ungleichungen |v,(0¢) - n, v(®) —n. Im Fall (c) erhalten Wit v,(P)

-UD), V(D)< v(OP) und damit X ,(P) — VOP) + Va(P) - x (V) — VOP) + oP)>0.
Folglich gilt (2.6) fiar beliebiges n¢N. Aus (2.6) und oD =D folgt weiter
Hﬁn(ﬂb)(M"; v @ ¢ D. Damit ist bewiesen, daBi alle U, [va, D) ordnungssta-
bile Verschiebungen sind.

Wir beweisen nun die Konvergenzaussage (2.4). Aufgrund von 1.1. ist es

ausreichend zu zeigen, daf die Konvergenz
(2.7) x(Heo (P) o2 xs(Ho(®)); s ke I, ¢ D

m-—soo

stattfindet. Da alle ‘U, und ‘U ordnungsstabil sind, gilt aber x,(H:’,m(q;))_—_

X (D) — U (H( D)+ V(@) v RED, REN, P¢ D und X (Ho(®)) — xa(®) (X D))

Fo(®); v kel, ®eD. Wir erhalten somit (2.7) unmittelbar aus (2.3) und
@0 D. Wir mossen nun noch (2.5) beweisen. Nach Satz 4.1.6. in [5] ist die
Abbildung |x, @] > 7@ von RXM in M stetig. Wegen

To, (7, () —5® He (Te@®)~Hy (#); v @6 D, m¢N

Tqr,lto,o)—x.m""-’( Teio)®) ~ Hy(®) 7 @ ¢D,
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erhalten wir somit aus (2.4) und (2.3) die Beziehung (2.5). Damit ist 2.1 be-
wiesen.

Ein Punktproze P heift ‘U —[v, D}-verschiebbar, falls P(D)- 1 gilt. Wir
nennen in diesem Fall das Verteilungsgesetz Py —(pP)o (H,)~' auf [M, M|
den gemiB ‘U verschobenen PunktprozeB (5 bezeichne die Einschrankung von

P auf MnD).

Wie iiblich heiBt ein PunktprozeB stationdr, wenn er durch alle 7, in sich
iiberfithrt wird. Die Intensitit i, eines stationidren Punktprozesses P ist defi-
niert vermoge Ap= [P(dP)P([0,1]). Jedem stationdren Punktprozeff P mit
endlicher Intensitit i, konnen wir das Palmsche MaB P° und die Palmsche
Verteilung P° zuordnen (s. z. B. [5], Kap. 3.4, 3.6). Es gilt

1
154 P
(2.8) P\ (Z)= w(B)
wobei u das Lebesguesche MaB auf [R, 9}, # die Indikatorfunktion bezeichnet
und B eine beliebige Menge aus 9 ist. Die Palmsche Verteilung ist durch
(2.9) P'=P'ip

gegeben.

2.2 Theorem. Seien U =[v, D] eine ordnungsstabile Verschiebung und
P ein stationdrer, ‘V-verschiebbarer Punktprozefi mit endlicher Intensitat.
Dann ist P.y ebenfalls stationdr, und es gilt:

[P(A®) [HAXATeb) v ZENS,

(2.10) 1”‘1‘) = 2Ap
(2.11) (RU)O:(DPO)O(Hg)_"-

Beweis. 1. Die Stationaritit von P folgt unmittelbar aus der Identitat
(2.12) ToHA D)= HTe®P); v P¢D,x€R.

Die Beziehung (2.10) wurde in [1] fiir markierte Punktprozesse bewiesen;
wir konnen daher auf die Richtigkeit von (2.10) im nichtmarkierten Fall
schlieBen. Weiter konnen wir nach [1] aus !'der Voraussetzung, daB P ‘U-ver-
schiebbar ist, schluBfolgern, da P°(D) 1 gilt.

2. Den Beweis von (2.11) filhren wir zuniachst unter der zusitzlichen Vor-
aussetzung durch, daB v beschrankt ist, d. h. es existiert ein ¢>0, so dafi
gilt |o(®) <c; v @€ D. Aufgrund von(2.12), (2.8) und (2.9) erhalten wir dann
fiir beliebiges Z¢ M’ und beliebiges n aus N die folgende Gleichungskette:

(pP") 0 (H)~N(Z) = [ P(dPYk A H(P))
i, TPa) 6{ WA AHUT D)= - [PdD) o; DAXVRAT «—o(r iy H (D)),

Fiir die Palmsche Verteilung (Pq;)° von Pqy erhalten wir unter Verwendung
von (2.10) fiir alle »¢N und beliebiges Z¢IMN°

P2 =, 1: — [(5 P)o (Hy) Y (a®) [ Mdx)kATeP)
Al7 0
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ot TP@D) [ HA(®) AT D)

= i TPUD) [PARAT o i HADVE 10, (),

wobei fiir alle ¢65
AY={x¢R: D({x})>0, x—v(T2) |0, n]}
gesetzt wurde.

Beriicksichtigen wir die an v gestellte Beschrinktheitsforderung, so er-
halten wir fiir alle n¢ N und beliebiges Z¢ 9" die folgende Ungleichungskette:

(pP") o (Ho) N Z) —(Pqy)(2)
=i [PE®) | [AX)RAT o (PP, 7i(¥)

— f ¢(dx)kz( Tx—v(Tx(b)Hw( ¢))kA¢(X)
< ;1,:],,' JPAD) [ WAV A Tsoir ark (D)) Ko X)— R ga(x)

= ’alp’ fp(d‘b)f(b(dx) klU,nl(x) k,lr(x) = ”:p fp(d¢) ((l)([—c’ 0])+ ¢([0! C])

+@(n—c, n)+ n, n+ch)= ;. [PEDB(O, )= -
Aus der Beliebigkeit von n¢ N folgt, daB (2.11) fiir beschrdnkte v richtig ist.
3. Ser nun ‘U - |z, D] eine beliebige ordnungsstabile Verschiebung und

U |U D), me N, die gemiff (2.2) definierte Folge beschrinkter ordnungs-
stabiler Verschiebungen. Nach 2.1 gelten die Beziehungen (2.4) und (2.5). Da-
raus kann man unmittelbar schlufifolgern, dafl die Konvergenzaussagen

(2.13) (P90 (Ho, ) =) (pP) o (Ho) ™
und 1
(2.14) Py, — P

richtig sind.
Aus dem zweiten Beweisschritt haben wir

(2.15) (bP%) o (Hy,) ' =(Py; ) v mEN.
Somit erhalten wir aus (2.13)
(2.16) (Pqy, )’ =) (oP?) o (Ho) ™.

Nach (2.10) gilt weiter ip; ~4p; \ym¢N. Nach dem Stetigkeitssatz (s. (5],
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Satz 4.6.5) muB dann ein stationirer Punktproze8 Q endlicher Intensitit exi-
stieren mit

P20 Q
und Q° (pP°)o(Hg)~. In Verbindung mit (2.14) ergibt das (2.11). Damit ist
Theorem 2.2 bewiesen.

Wir fithren nun gemidB [2| noch den Begriff einer Verschiebungshalb-
gruppe ein. Dazu bendtigen wir zunichst eine Operation zwischen zwei Ver-

schiebungen.

Seien U, =7, D] und ‘U, [v,, D] zwei Verschiebungen, fir die Ho (d)€D;
v de D gilt. l

Wir setzen

(2.17) (0, ® v3) () =0,(P) + Vy(Ho, (P)); 7 P € D.

Offensichtlich ist @, ® v, wiederum eine mefSbare Abbildung von [D, M N D] in
[R, . Es gilt die Gleichheit

(2.18) Ho, g0, (#)=Ho (Ho (®)): 7 @ € D.

Folglich ist [v, ® v,, D] wieder eine Verschiebung. Ein Punktprozef £ ist
genau dann ‘U, @ U,-verschiebbar, wenn P ‘U;-verschiebbar ist. Dabei gilt

(219) Pcle®L1’2:(Px171)c1)2.

Man kann also die Verschiebung des Punktprozesses P gemafi ‘U, & ‘U, durch-
fithren, indemn man zunichst gemdB ‘U, und anschlieBend mit ‘U, verschiebt.

Sei nun fiir jedes £¢[0, o) eine Verschiebung U, -[v, D] gegeben, fir
die HL’((!I))&D; v @eD gilt. Weiter sei [¢, @] > v, (P) eine meBlbare Abbildung
von [[0, o)X D(AN[0, c0))XM N D] in [R, Al Die Schar W=("U,)r=o bildet eine
Verschiebungshalbgruppe, wenn gilt

(2.20) ‘”’l 8°) ‘U’:_‘ r‘l7,l+,a; th»tae [O, Oo)

Die Verschiebung ‘U, spielt hierbei die Rolle des Nullelements der Halbgruppe.
Eine Verschiebungshalbgruppe (‘U)o heifit ordnungsstabil, wenn alle Ver-
schiebungen ‘U, ordnungsstabil sind. R

Ein PunktprozeB P heiit W8-verschiebbar, ialls P(D)- 1 gilt. Einen 9g@-ver-

schiebbaren PunktprozeB P nennen wir {8 — invariant, falls P‘U, - P

vt 0 gilt.

Detailliertere Ausfithrungen kann man in [2] finden.

3. LOosung eines speziellen Differentialgleichungssystems. Es bezeichne
wie in den vorangegangenen Kapiteln R/ den Raum aller beidse_itig unendli-
chen Folgen reeller Zahlen. Elemente (a,)'” aus R/ bezeichnen wir wie bisher

mit «. Wir fihren die folgende meBbare Untermenge von R ein:

I facRT: sup %! .
RI-{a€ R sup ey <o)
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Wie man leicht iiberpriifen kann, bildet R’ beziiglich der in iiblicher Weise
definierten Operationen ,+“, , - “ und versehen mit der Norm

la|--sup{la, /( k|+1): kel
einen Banachraum. Wir benotigen den folgenden Hilfssatz:
3.1. Fur jede Folge (v,)7_, nichtnegativer reeller Zahlen, fir jedes k¢l
und beliebiges at R’ gilt die Ungleichung
(3.1) Sy, |anl: ;E‘j(i)‘iy,+(‘k‘+1)2:v,-).
i= =1 i=0
~ Beweis. Die Ungleichung (3.1) erhalten wir unmittelbar aus der fiir alle
a¢ R” und jedes k¢ /' geltenden Abschitzung
S ap = S((k—i 41y =ty g (uk +)2 vt §iv,).
i=0 i=0 [e—i|+1 fur i=l

Setzen wir nun voraus, daf
(3-2) ’§1 Iy;< oo

gilt, so garantiert 3.1, daf das im folgenden Satz auftretende Diiferentialgleich-
ungssystem sinnvoll ist, da die rechten Seiten absolut konvergente Reihen
darstellen.
3.2. Theorem. Eine Folge (v,); , nichtnegativer reeller Zahlen erfiille (3.2)
Dann besitzt das System von Differentialgleichungen
dag(t) S

(3.3) b= S v () wkel
fiir beliebigen Anfangswert
(3:4) (a(0)*Z=a*¢R"
in R" genau eine fur alle t —0 erkldrte Losung a(t), die durch
(3.5) alt)= 2 ai} , ke, 10
=0
mit a*(0) - e =0,
i 4
(36) a@)—e ' L X g \vt=0, i¢N
1=1%° i ..., i1
PSSy

vegeben ist.
Liegt der Anfangswert «° in der Menge

R"={a¢R" :aqy<apy, flir alle k¢ 1) lima, - lim —a_, - oo},

k00 R0
so liegt auch die Losung a (t) fir alle =0 in R'.
Beweis. |. Wir weisen zunidchst Existenz und Eindeutigkeit der Losung

nach. Offenbar ist das DGL-System (3.3) mit dem Anfangswert (3.4) gleichbe-
deutend mit der folgenden Differentialgleichung im Banachraum R’
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da(t)/dt = Aa(t); vt 0,
a(0)=a’¢R",
wobei der Operator A durch die Matrix (a;,); ¢ - beschrieben ist mit
aii— —vy; wie!l’

Qiiik =V, wiel, REN,
a;;, =0 i, j€ 1" mit i> ).
Da die Folge (»).~o die Bedingung (2.1) erfillt, folgt unmittelbar aus 3.1,
dat der lineare Operator A, A: R" - R, beschrankt ist. Nach einem be-

kannten Satz (vgl. z. B. [6], S. 138) hat deshalb (32.7) genau eine auf [0, o)
erklirte Losung «(Z), die durch
a-(f)" ( £A" t’ )u”
n—0 n'
gegeben ist, wobei A° den Einheitsoperator, A", n¢N, die n-te Potenz von A

bezeichnen.
2. Um die Losung explizit angeben zu konnen, ermitteln wir vorerst die

Gestalt der den Operator A" beschreibenden Matrix (a} ). ;e - Es erweist
sich als zweckmaiBig, die Konstanten »;, folgendermafien umzubenennen:

(3.8) My = Vo, M=V wieN.
Wir zeigen induktiv, daB8 fir alle n¢ N gilt
(3.9) al; x ) Li,, Y Wiy ety wviel, k=0,1,...
i+ .+In=-k
aly, 0; Ljel" mit i> j.

Fiir n -1 ist (3.9) offensichtlich richtig. Wir nehmen nun an, (3.9) sei fiir
n -1,..., lrichtig. Da A‘*' durch A'*'=A(A") definiert ist, haben wir

141 _ poy Lo, ;o '

ai; - E QixQnr;; i, jel'.

R=—o0

Fiir — co<k<i ist a0, fur j<Zk<oo gilt auigrund der Indiktionsvorausset-

zung aj, , 0. Folglich haben wir aj!!=0; 7n,; € I" mit i>j. Es sei nun j=
i+k, icl, kc{0,1,...}. Dann erhalten wir
41 i{“ { i{\‘ {
Qi+ k Y QAimQmivk — = Qiy(m i)y Qiivhk—(m—1)
m=i m=i
A
2 pX Wiy oo by = s Big oo Migyy -
m=0 £y =0 ik 0
l|+...+ll-‘——ﬂl """"""‘l_.

Damit ist (3.9) gezeigt.
3. Die dem Operator exp (ZA) 2, 0A"t"/n! entsprechende Matrix bezeich-
nen wir mit (a, ,(£)). ,¢ I, t=0. Aus (3.9) entnehmen wir

(3.10) a; ,(t)=0; wt=0, 4, je I mit i> ]
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Desweiteren erhalten wir fiir beliebiges £==0 und alle i¢ I”

3.11) at) 1+ = Muty—e
n=1
und fiir j=i+k, i¢I", REN
(3.12) a;ivxlt)= S Z i
n=1n! [ i,=0
yotiy =k

Da in (3.12) die Konstante u, héchstens n—1 und mindestens max (0, n— k)-mal
vorkommt, erhalten wir die Gleichungskette

= l" n—‘l .
(3.13) aiis(t)= 3 — p> (’; ),u’ ) My eoe Mgy

n=1 " I=max (0, n—k) fpeens by g =1
,']-_ +jn_l=k
n—1 n—t !
R > t (120t) N )
- r (n—iy 1 i HiyeeeBint
n=1 I=max(0, n—k) ’ : feendy—p =1
i|+...+in__‘=k
A Fe I
o~ (ugt) ) t v = § (o?) 3 ‘ pX
- 1! o (n=0)! = Miy o elbi, e n! e Hin
=1 ! el 41 ! il""‘i’l—];l 1=0 . n=1"" i‘....i =1
. n
fyentiy 1—k e tl=k

Das Umgruppieren der Summen war erlaubt, da die Reihen a;,,(f) absolut
konvergent sind. Aus (3.10), (3.11) und (3.13) konnen wir unmittelbar auf (3.5)
und (3.6) schliefien.

4. Wir nehmen nun an, das «° zu R’ gehort. Wir miissen noch zeigen,

daB daraus a(f)¢ R'; ¢ 0 folgt, d. h. wir miissen die folgenden Beziehungen
beweisen:

(a) ax(f)< api () wt=0, ke T,
(b) lim a,(f)= oo vt=0,

k00
(©) lim a_(t)= —c  wt=0.

Offensichtlich gelten die Ungleichungen a?(0)>0, a(k)=0; \y£=0, E¢N.
Aus der Voraussetzung aj<ap, ,: ‘yk¢ I erhalten wir folglich fiir alle £=0
und alle k¢ I’

a.(t)=‘:‘:o a’(i)a‘}_,) :i:o a’(l)al:“,_l -a.H(l) ’
d. h. (a) ist richtig. ) )
Es gilt offensichtlich ‘llm a'(0)a® , - —oo; \yt=0. Weiter existiert ein &,

so daB die Ungleichung a‘(0)a’, ~a_,(f); yt=0, k>k, gilt. Daraus folgt un-
mittelbar (c). ) -
Wir haben desweiteren l:m a'(0)a) =0; y¢>0. Um (b) zu beweisen, ist

es demzufolge ausreichend zu zeigen, daB gilt



150 K. H. FICHTNER, W. FREUDENBERG, J. KERSTAN

(3.14) inf = a(i+k)a > ~;  yt=0.
k=0 i=1
Wir erhalten zunidchst folgende Abschidtzung
co oo 0 .
S ati+ k) a = X (i+1a(i+ k)T":g',
i=0 ! i=0 +1

< |ao| ( < iati+k) S a’(i+k)>£ el ( S iati) + fa’(l‘)).
i=1 (=0 i=1 =0

Folglich ist (3.14) und damit (b) bewiesen, wenn wir gezeigt haben, dafi gilt

Y= ial(i)<<~o; syt =0. Zu diesem Zweck beweisen wir die Gleichheit

(3.15) S ia'(i):t( S iv,) exp(t( Y », wn)); wt=0,
i=l1 i=1 \ i=1
die wir auch in spiteren Betrachtungen benétigen werden. Wir haben zunichst
oo ‘ oo i tk N
. S ity et O .
(3.16) Niaf(i)=e 0 LiI 5 0 = ViieeVip
i=1 i=1 k=1 Llaeens 1k>1
l'1+"'+ik='
oo k oo
=e " ¥ t—, X S VipeoVige
k=1 """ i=k il.....ikzl
’-l+ ,.+ik=l
Wir zeigen nun induktiv, daf fiir alle / aus N die Beziehung
oo oo —1 oo
(3.17) Siooon v,-l...v,‘—:-l(.‘_: v,.> ( S jv,)
i=1 iy d)=1 i=1 j=1
ll+...+il=1

gilt. Offensichtlich ist (3.17) fiir /=1 richtig. Wir nehmen nun an, (3.17) wire
fiir /%1 richtig. Unter Benutzung der leicht iiberpriifbaren Identitat

o o 4
(3.18) ¥ 3 v,l...v,-,:( = v,) : v©iEN
i=l Ay =1 i=1
Il+...+i1=i

und der Induktionsvoraussetzung erhalten wir fiir /=Fk{1

o o i—k
N ; N\ \ . \ . \ ) |
=t - VigeooVip = ~ L 2 & VipeooVip
=R 1 LITTIeN 1h+l 1 (=k+1  j=1 , II _____ iy
bty 1= iyt =i
- oo oo ° -
v, I i by ViiweViy= X v; X (j+k) = Vipoo ¥
. ) 0 ‘r - 3
J=1  i=/tk e =1 j=k i=k Ty =3 |
Lt Hly=i—j i+ bl =i
. - y
= X Vid L S i Vi RS Mok - Vi1 Vig
J=1 i=k A iz J=1 i=k PR =1
e i+ +iy=i

i V(S Yk 0 V(S S V(5
(Em ) () @SS

Damit ist (3.17) bewiesen. Aus (3.17) und (3.16) erhalten wir
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Smﬁkw““§ﬁ(§jw)k(§m)“¥a(Sjw)upp(§vA%».
i=1 e=1 B!\ j=1 i=1 j=1 —-1

3.16) ist also richtig. Der Beweis von Theorem 3.2 ist somit abgeschiossen.
Wir wollen spater mit Hilfe von Theorem 3.2 eine Verschiebungshalbgruppe
aufbauen. Dazu stellen wir an die Folge (»,), nichtnegativer reeller Zahlen

stets die Forderungen
(3.19) S iy <00, ¥o=

i=1 i

Lisg

Vi.

Wir konnen den folgenden Satz formulieren:
3.3. Sei (v, eine Folge nichtnegativer reeller Zahlen mit (3.19). Dann

ist fiir jedes t=0 durch (3.6) ein Verteilungsgesetz a' auf den nichtnegativen
ganzen Zahlen gegeben mit

oo oo
N

(3.20) Y iat(i)=t S iv wt=0
i=1 =1

und

(3.21) a't x g2 =a"*" t,, t,=0.

Beweis 1. Offensichtlich ist fir jedes />0 und jedes i€¢{0,1,...} der
Ausdruck a‘(i) nichtnegativ. Um zu zeigen, daf8 a’ fiir jedes ¢—-0 ein Verteil-
ungsgeseiz auf den nichtnegativen ganzen Zahlen ist, reicht es also aus, die
Beziehung X a‘(i)=1; wt=0 zu beweisen. Aufgrund unserer Voraus-

setzung (3.19) erhalten wir unter Benutzung der Identitat (3.18) fiir alle £=0

oo
v

t

at(iy=e" (1+ SIS 3 v,.,...y,.,>

0

11+..+il—l'
oo o0
it Sl .
(15T s,
(=1 " i=1 {,.., =1
1,+...+Il_i

oo \oo 4 oo
=e_’0'(l+ :(4({—"—‘1;1"1) )= exp (t(:l'i—"())):l.
=1 1! i=1

Die Beziehung (3.20) erhalten wir unmittelbar aus (3.15) unter Verwendung
unserer Voraussetzung (3.19).

9. Wir kommen nun zum Beweis von (3.21). Wir betrachten zu diesem
Zweck die erzeugende Funktion f(a,) des Verteilungsgesetzes a’. Unter Ver-

wendung von (3.18) erhalten wir fiir beliebiges /=0 und 2¢R

o i k
f (z)’:e_'o'(] + r,( ) -t-f' pX Y. e ¥ | 2
at (=1\r=1 k! [y =3 | - *
il+...+l.-i

'l+"'+‘k-‘
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—vot oo tk %0 k oo
=e <l+.‘.' k'(: v,Z’)):exp(t(‘_‘ v,z’—-v,,)).
k=1 * \i=1 =1

Wir erhalten somit fiir alle /,, /,~0 und alle 2z¢R

f(a[l ) (Z) ) f(at'-’)
Dies heifit aber, dafi (3.21) richtig ist. Somit ist 3.3 bewiesen.

Wir bezeichnen mit p*” die m-te Faltungsprotenz eines Verteilungsgeset-
zes p( p*'—=p). Aus (3.21) folgt unmittelbar die Beziehung

(3.22) am™- (a')*m; wmeN

Die gemiB (3.6) definierte Folge von Verteilungsgesetzen (a”),¢n stellt also
eine Folge von Faltungspotenzen von a' dar. Wegen Satz 3 in [4] ist deshalb
(@™)me~ genau dann asymptotisch gleichverteilt, wenn @' nichtgitterformig ist.
Offensichtlich ist a'(0)>>0. Somit ist a' genau dann nichtgitterférmig, wenn
keine echte Untergruppe G von [ existiert mit a' (G)=1. Aul diese Weise
erhalten wir

3.4. Sei (v,)z, eine Folge nichtnegativer reeller Zahlen mit (3.19) und

v,>0. Dann ist die durch (3.6) definierte Folge von Verteilungsgesetzen (a™),, ¢ n
genau dann asymptotisch gleichverteilt, wenn keine echte Untergruppe G wvon
I" existiert mit {i¢ N:v,>0}C G.

Anmerkung. Offensichtlich ist die zusatzliche Bedingung » >0 somit
hinreichend dafiir, daB (a™)ne~ asymptotisch gleichverteilt ist.

4. Eine spezielle ordnungsstabile Verschiebungshalbgruppe. Wir kom-
men nun zum Hauptanliegen dieser Arbeit, der Untersuchung einer speziel-
len Verschiebungshalbgruppe.

Im weiteren sei stets (1,7, eine Folge nichtnegativer reeller Zahlen mit

oo

(2)= exp ((t,+t._,) ( S ~vn))»—f(a!lﬁz)(z).

i=1

(4.1) 0< X 4,<oo, A, =Aiprs O, 1, .. )
i=0
Fiir die durch vy —4,, v, =4, —4,; i€ N definierte Folge nichtnegativer reeller
Zahlen gilt dann (3.19) und »,>0; denn wir haben
S b= X il A)= S 4,<co, X vi=Ao— lim dy=v,
i=1 i=1 i=0 i==1 n-s»00

Wegen 3.3 ist deshalb durch (3.6) eine Schar von Verteilungsgesetzen
(a*)e=o auf den nichtnegativen ganzen Zahlen gegeben.
Wir setzen

_ . el )
(4.2) D={oeM, : sup Y- < o).
Es gilt der folgende Satz:
4.1. Theorem. Es existiert genau eine ordnungsstabile Verschiebungs-
halbgruppe W= (v, D))o mit den Eigenschaften

oo

(4.3) D= X Dy (HY(@); D, t=0

w=()
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und

(4.4) U(D)=0; \yPeD.

IR ist dabei gegeben durch

(4.5) () — S ali)x—_d®); y@deD, t=0.
=0

Beweis. 1. Wir weisen zunichst nach, dafi die durch (4.5) definierte
Schar W= (|v,, D))r—o eine ordnungsstabile Verschiebungshalbgruppe ist. Dazu
miissen wir die folgenden Beziehungen beweisen:

(a) Fiir alle £=0 ist v, eine mefBbare Abbildung von [D, N D] in [R, A.

(b) Die Abbildung [f,®] — v,(®) ist mefBbar beziglich [[0, «]XD, ([0,
~)NA) < (M N D) und (R, AJ.

(c) Fir alle =0 gilt Hgt(fﬁ)eD; v PeD.

(d) Fiir alle /-0 und jedes w¢D ist die Ungleichung 0<x(®P)—v/(O0P)+
v, (D) erfiillt.

(e) Es gilt (v, @0, (D)= 11, 0(DP); v PED, L, 0.

Wir beweisen nun (a). Zunichst miissen wir zeigen, da ©(®@)%R; w®€D,
t=0 gilt. Dies folgt aber unmittelbar aus Theorem 3.2, da der Ortslagenvektor
jeder Punktfolge aus D zu R’ gehort. Somit gilt fiir alle @#¢D und >0, 0=
v,(P)<" co. Weiter ist fiir alle k¢/° die Abbildung @ — xx(P); v PecD mefbar
beziiglich [D, MmN D] und (R, A| (s. [5), Satz 2.7.5). Daraus folgt unmittelbar
die MeBbarkeit von o, fiir alle #=0. Damit ist (a) bewiesen.

Aus der Struktur der Verteilungsgesetze af, £~ 0 ist ersichtlich, daB fiir
jedes feste @ aus D die Abbildung # — v{®P); yt=0 stetig ist. Daraus und
aus (a) folgt unmittelbar (b).

Wir zeigen nun, daf (c) richtig ist. Aufgrund der Beziehung

(46) x,(r‘.k(.,.)'l')-{—x.(ll))' xk+|(¢); V‘DGM, k, lE"
erhalten wir fiir alle £=>0, k¢/" und P¢D

oo oo

(4.7) WD)~ v (O D) +v(B)= T a(Dxai(P)— X a(Dx_i(D).

Nach Theorem 3.2 gilt aber (X;2 a/(i)xe-dP)}> ¢R”. Es ist aber offensicht-

k= —oo
lich, dafi jeder Vektor aus R der Ortslagenvektor einer Punktiolge aus
D |y T.D ist.

aER
Wegen

oo

H} (#)= .i O or, @ mrdge D, t=0

und aufgrund von (4.7) gilt somit (c).
Aus (4.7) erhalten wit weiter fiir alle />0 und ®cD

oo

X,(P) — v(OD) + D) ) S ati)x—ipi(P)— Eo a‘(i)x_(d)

=0
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¥ @iy i 1() = a(0) (D) >0.

=0

Damit ist (d) bewiesen.
Wir zeigen nun die Gleichheit o, (D)4 ve(H2 (D)) = v, 40(P); v PED, ¢ty
t

t3=0. Unter Verwendung von (3.21) erhalten wir fiir alle #¢D und beliebige
t,, t,>=0 die Gleichungskette

v (P) + v:,.(HBI (D))
~ T at(ix 4 S a'f(i)( S ()X fb)— x_,(¢>)>
i=0 i=0 /=0
- C:{ )j a"’(")a"( j )x——(l 'r/)( ¢) - T’ a"+t’(k)x—k(¢) = z'tt+’z(¢)'
i=0 ;=0 £=0

Folglich ist (e) richtig.
2. Wir kommen nun zum Beweis von (4.3). Sei @ eine beliebige Punkt-

folge aus D. Der Ortslagenvektor von @ liegt dann in R”. Folglich ist nach
Theorem 3.2 fiir alle £=0 durch

o

xXa(f) - X a()xe (B) - x (D) —VAPD); kel

eine Losung des DGL-Systems

U B+ S wxeit)= — S A —xairB): whED
i=1 i=0

mit dem Anfangswert (xx(®))*~ gegeben. Wir haben somit fiir alle £=0
L o) i D) DO D) — (xs (D) VO D)= E duy_(H) ().
=0 i=0 t

Damit ist gezeigt, daB die durch (4.5) definierte Verschiebungshalbgruppe 8
die Eigenschaft (4.3) besitzt. (4.4) folgt unmittelbar aus (4.5).

3. Wir miissen nun noch zeigen, dafl nur eine ordnungsstabile Verschie-
bungshalbgruppe 8 mit (4.3) und (4.4) existiert. Wir nehmen dazu an, da
noch eine zweite ordnungsstabile Verschiebungshalbgruppe 8= ((7,, D))o mit
den Eigenschaften (4.3) und (4.4) gegeben sei. Wir setzen fiir ein festes &¢»
xXa(t) = x, (D) v (D), ~yt -0, kel Unter Verwendung von (4.6) erhalten
wir fiir alle & aus /" und alle £ -0 aus (4.3)

oo

L o0 )~ S A (D) ) —(x_ (D) VAN D))

=)

S Aon- A D) =T D)~ (xasr(®) — TAO* D))
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= Y (XA —Xa—imi(F)).

Somit gilt auch

8

= — S i) Xe-(®); wE=0, kT,

X,(0)= xp(P); ~ykET.

Aufgrund von Theorem 3.2 erhalten wir deshalb v, (®) =—X a’ (i) x—i (D) 5
v PeD, t -0. Damit ist Theorem 4.1 bewiesen.

Anmerkung. Der Beweis von Theorem 4.1 macht deutlich, dafl die durch
(4.5) gegebene Verschiebungshalbgruppe genau die gleiche Bewegung beschreibt
wie das in der Einleitung erwahnte DGL-System. Eine Bewegung von Teil-
chen, bei der die Geschwindigkeit jedes Teilchens in der beschriebenen Weise
linear von den Abstinden zwischen den Teilchen abhingt, kann also stets
durch die vermoge (4.5) definierte ordnungsstabile Verschiebungshalbgruppe
charakterisiert werden. Im weiteren bezeichne immer W=([7,, D])=0 diese Ver-
schiebungshalbgruppe.

Wir zeigen nun, daB die Menge D, definiert durch (4.2), hinreichend grof§
gewihlt wurde, d. h. daf eine geniigend groBe Klasse von Punktprozessen 38—
verschiebbar ist.

4.2. Jedes stationdre Verteilungsgesetz P auf |M, ] mit endlicher Inten-
sitdat ist W - verschiebbar.

Beweis. Offensichtlich miissen wir lediglich nachweisen, daf fir P—
fast alle @ gilt

| xp(®) |
(4.8) EI:B TR < co.

Nach [5] S. 147 existiert aber fir P—fast alle ¢ die individuelle Intensi-
tat s(d),

n—oo n

und ist aufgrund von P({O}) -0 (O bezeichne die leere Realisierung in M) P—
fast iiberall positiv. Somit gilt fiir 7 — fast alle @

@ "
P _‘,fﬂiﬂ_v lim

tim =" im ' 8 oo
n-—sco n-—oo n—soo 4’([0' "l) ’

n

Folglich ist (4.8) richtig und der Beweis von 4.2 beendet.
Wir konnen somit fiir jeden stationiren Punktproze8 P endlicher Inten-
sitat und alle -0 den gemaB U,=[v, D] verschobenen PunktprozeB P‘U,:

pPo(H,) ' bilden.
Finen stationaren Punktproze8 P nennen wir ergodisch, wenn jedes A

mit A— T,A; wx(R beziiglich P die Wahrscheinlichkeit Null oder Eins hat.

Im weiteren bezeichne stets Q. fiir ¢>>0 den durch Q¢ ~ 8 4~ ein-
—hm— 8 Ypec
deutig festgelegten stationdren Punktproze8 endlicher Intensitat.
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Wir sagen, daf die Folge (i,)~, die Eigenschaft (a) besitzt, wenn keine
echte Untergruppe G von /' existiert mit iEN 4, >1,)C_G. Wir beweisen nun
den folgenden Hauptsatz:

4.3. Theorem. Die Folge (i), hat genau dann die Eigenschaft (a), wenn

fiir alle ergodischen Punklprozesse=/) endlicher Intensitdat die Konvergenz
P

(4.9) Py, o Que

stattfindet.
Beweis. 1. Die Folge (i), habe die Eigenschaft (a). Sei weiter P ein

beliebiger ergodischer PunktprozeB mit endlicher Intensitit. Aufgrund von
Theorem 2.2 sind alle P.I.’ stationir, und es gilt

(4.10) Ap lpli; vt 0,
t
(4.10) (P )= (P o (H) syt =0.
Nach [5] (Satz 3.6.12 und 3.6.13) ist W=(pP°) 0 Y~" ein ergodisches Vertei-
lungsgesetz auf [R’, A" mit
(4.12) Ewa,=1/ip<co.

Aus P(D)=1 folgt unmittelbar W(R] R')= 1. Wir berechnen nun (P\n,)ﬂ
oV,'; wt -0, kel Aufgrund von (4.11) und der Beziehung

YAH (D)~ E @O ya-i®); beD, -0, kI
=0
erhalten wir fir alle £ 0, k¢l”

(4.13) (P, Yo ¥ 10)- P"('ﬁéD: ;('ar(i)y._i(@e(-))

W(a( R/NR’: s a‘(i)ax 1€( ") )
\ =0
Aufgrund der Forderungen an die Folge (4], ist nach 3.4 die Folge von

Verteilungsgesetzen (@™), .~ asymptotisch gleichverteilt. Wir zeigen nun, da8
fiir alle & aus /' die Konvergenz

(4.14) Var (a‘—d,+a’) ;= 0

statt hat. Sei also (f,).en eine beliebige Folge reeller Zahlen mit £, .~ ~o.
Offensichtlich existieren eine wachsende Folge (m,).en natiirlicher Zahlen und
eine Folge (ta)nen Dichtnegativer reeller Zahlen mit £, ma+ 1.3 yneN. Nach
3.3 gilt a'»- a™ « a'"; \yneN. Wir erhalten somit far alle k¢I” und alle n
aus N Var (a'7—d,=a")<Var (a™ -3, + a™). Da(a™men asymptotisch gleich-
verteilt ist, gilt folglich (4.14). Daraus und aufgrund dessen, da W ein ergo-
disches Verteilungsgesetz mit der Figenschaft (4.12) ist, erhalten wir aus 1.3,
da die Konvergenz
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(@]
~]

e ; 1|
. a’(l)ak——i - 1 — | "__"» 0
=0 P

| W(da) ' f

fiir alle & aus [ stattfindet. Aus (4.13) folgt somit
(P‘{A,:)"o Y,! ) o ips kel
Nach 1.2 findet folglich die Konvergenz
. P
\P‘”;)o = —, 0

o 1/

oo b
statt. Wir konnen auigrund von (4.10) den Steligkeitssatz anwenden ([5], Satz
4.6.5) und erhalten

P
P‘h, = er’»‘./_‘o
was zu beweisen war.

2. Wir nehmen nun an, die Folge (4>, habe nicht die Eigenschait (a).
Folglich existiert cine echte Untergruppe G,= (kLI mit k{2, 3,...} mit
der Eigenschait {i(N:4;, 1>4,/C U, Aus der Struktur der af, £=0 ist ersicht-
lich, da8 a‘(m)—0; \wt=0, m¢N, m{G, gilt. Fur jeces jeil, ... k} legen wir
nun eine Punktfolge &, aus M fest durch yu (@)= k+1-—(i-)); wiel,
i-0,..., k—1. Man sieht leicht, dafi P’~ /""-\er_.l"d',- die Palmsche Verteilung
eines ergodischen Punktprozesses /> endlicher Intensitit ist und daB Py = FP;

7

wt=0 gilt. Der Punktprozei P ist also 2 - invariant. Es findel also nich
die Konvergenz (4.9) statt. Damit ist der Beweis von Theorem 4.3 beendet-

Zu jedem stationdren Punktproze8 P endlicher Intensitat kdnnen wir das
Verteilungsgesetz o, der individuellen Intensitit s(®) bilden, d. h. fir jedes
Interv all [a, b)C[0, <) ist opl|a, b))= P@:s(P)¢|a, b)). Wir ersetzen nun die in
Theorem 4.3 gemachte Voraussetzung, da8 P ergodisch ist, durch die schwi-
chere Annahme, daf P stationir ist und beweisen den folgenden Satz:

4.4. Folgerung. Besitzt dle Folge (i), die Eigenschaft (1), so findet
flir jeden stationdren Punktprozeff P mit endlicher Intensitit die Konvergenz

P
(4.15) Py, n Jodde)Qe

statt.

Beweis. Es bezeichne [) die Menge aller ergodischen Punktprozesse
endlicher Intensitdt. Der stationdre Punktproze /P lait sich in der Form
P [RypdR) darstellen, wobei », ein Verteilungsgesetz euf einer geeigneten

D
o-Algebra D auf ) ist [3]. )

Nach Theorem 4.3 findet fiir jedes R¢D die Konvergenz

P
P‘U, f—oon) QUAR

statt. Damit haben wir die Konvergenz
,P7, -
Py, 527 [Quigr ddR).
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Die Abbildung F(R)=1/igp von [D, D] in [R4, A] ist meBbar, und wir haben
vpo ' o, Es Ist daher

DI'Q 1 vpldR) = [Qcopldc).
R R4

Damit ist 4.4 bewiesen.

Wir wollen nun noch einige Aussagen iiber die Struktur der stationidren
J@-invarianten Punktprozesse P endlicher Intensitit machen. Eine Punktfolge
@ heifit regulir, wenn fiir alle 2¢ /" yo(®)—yes1(P) gilt. Es bezeichne M, die
Menge aller reguliren Punktfolgen. Einen Punktprozell nennen wir regulir,
wenn A(M,)=1 gilt. Offensichtlich ist ein stationirer Punktprozef genau dann
reguldr, wenn er die Darstellung P [op(dc)Q. besitzt. Es gilt der folgende Satz:

45. Theorem. Jeder stationdre reguldre Punktprozef P ist W -in-
variant.

Beweis. Offensichtlich gilt M°N M, D, wobei D durch (4.2) gegeben
ist. Fiur jedes ¢>0 haben wir somit (Q?([)):l. Fiir jedes ¢ >0 ist somit Q. ¢—
verschiebbar. Weiter gilt

IUH(®) = Z alD)yai®)=yu(@); wt=0, DM NM,.

Wir erhalten folglich fiir alle £ -0 und alle ¢ M”N M, H‘?’(‘h) —«. Nach Theo-
rem 2.2 konnen wir unmittelbar auf ((QE).I,’)" (Qe)’; x7¢>0,¢ 0O und somit
auf ((\),).l)‘ Q. x7 ¢>0, £=0 schlieBen.

Aus der Beziehung P‘U, fop(dc)(Qt).n’; \7£=0 erhalten wir folglich
P.n P; xyt -0, was zu beweisen war.

t

Anmerkung. Wir sehen also, daB unabhingig davon, ob die Folge
(4,)7, die Eigenschaft (a) besitzt oder nicht, jeder stationire regulire Punkt-
proze (endlicher Intensitat oder nicht) 2g-invariant ist.

Aus dem zweiten Beweisschritt von Theorem 4.3 wird ersichtlich, dafi ein
stationarer ‘@-invarianter nichtregularer PunktprozeB endlicher Intensitit exi-
stiert, falls (1,);”, die Eigenschaft (a) nicht besitzt. Besitzt (4,  die Eigen-
schait (a), so gilt wegen Folgerung 4.4 fiir jeden stationiren W-invarianten
PunktprozeBl P endlicher Intensitdt P= [o,(dc)Q., d. h. P ist regular. Wir
haben also:

4.6. Die Folge (1), besitzt genau dann die Eigenschaft (a), wenn jeder
stationdre -invariante Punktprozef endlicher Intensitdt reguldr ist.

AbschlieBend wollen wir noch auf eine andere Interpretationsmoglichkeit
des statistischen FErgodensatzes eingehen. Der statistische Ergodensatz latt
sich namlich als Konvergenzsatz fiir spezielle Verschiebungen von Punktpro-
zessen auffassen: Sei P ein ergodischer Punktproze mit Z,<7coc und (a,),¢n
eine Folge von Verteilungsgesetzen auf /' mit

|

} oo ‘ ,
(4.16) lim [P0 Y '(dy)l S amli)Yr _“P =0; v RET
mosoo { ey |

Vermoge

(4.17) V() - -, Y oa,()x_d®); s @eD
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kann man fiir jedes m¢N eine ordnungsstabile Verschiebung U, - [vm, D] de-

finieren.
Ahnliche Befrachtungen wie im ersten Beweisschritt von Theorem 4.3
fiihren zu dem Ergebnis, da8 aus (4.16) die schwache Konvergenz

4. by —
( 18) Pljm ,._,,3 Ql/;.p
folgt, wobei ‘U, durch (4.17) definiert ist.
Andererseits ist es nicht schwierig, unter Verwendung der stets geltenden
Gleichheit }'”‘D —=J1p zu beweisen, daB die Konvergenz (4.18) die Beziehung

(4.16) nach sich zieht. Wir verzichten auf eine ausfithrliche Darstellung. Wir
erhalten dann somit

47. Theorem. Sei P ein ergodischer Punktprozef endlicher Intensitiit
und (a,)men eine Folge von Verteilungsgesetzen auf I. Weiter sei (‘U,)men
die durch (4.17) definierte Folge von Verschiebungen. Dann sind die folgenden
zwei Bedingungen gleichbedeutend :

lim [PYdD) T an) yg_,((b)—ﬁ'.—_o; v ke,
m—ses |{=—o0
P:nm’;fp:‘; Ql ip.
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Disskussionbeitrige

Hans Zessin: Motiviert durch Fragestellungen der klassischen Stati-
stischen Mechanik ist in den letzten Jahren das Studium der Dynamik
gewisser mehrdimensionaler, unendlicher und stetiger Partikelsysteme mit
Hilfe wahrscheinlichkeitstheoretischer Methoden, die als wesentlichen Bestand-
teil PunktprozeBmethoden besitzen, interessant geworden. Zentrale Fragen
fiir die Theorie der zeitlichen Entwicklung solcher Partikelsysteme, deren Dy-
namik durch die Newtonschen Gleichungen und firr die Ort und Geschwindig-
keit ihrer Partikel durch einen Punktprozefi beschrieben werden, sind A. die
Existenz einer solchen Bewegung; B. die Kennzeichnung der Gleichgewichts-
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zustande; C. die Konvergenz gegen das Gleichgewicht. In den Problemberei-
chen A. und B. sind in der letzten Zeit erste Ergebnisse durch Lanford
[1; 2] Sinai (3], Dobrushin, Fritz [4] und Gurevich, Suhov [5] er-
zielt worden. Jedoch erscheint es im Augenblick hoffnungslos, einen Ergo-
densatz fiir den Problembereich C. zu erzielen. Daher ist es sinnvoll und not-
wendig, zundchst Partikelsysteme zu untersuchen, deren Dynamik durch ein-
fachere Bewegungsgesetze, insberondere lineare Ditferentialgleichungen, be-
schrieben wird. Ansitze hierzu, die auch die Skizze eines Ergodensatzes umfassen,
sind von Spitzer 0] entwickelt worden. Die hier vorliegende sehr interes-
sante Arbeit liefert nach Dobrushin’s Satz iiber unabhingige Verschiebungen
(1956) zum ersten Mal in strenger Form einen Ergodensatz fir die zeitliche
Entwicklung eines eindimensionalen, unendlichen, stetigen Partikelsystems mit
Wechselwirkung, dessen Dynamik durch ein lineares Difierentialgleichungssy-
stem beschrieben wird. Zwei vielversprechende Richtungen, in die die Gedanken
dieser Arbeit weiter verfolst werden konnen, scheinen uns die folgenden zu
sein: Einmal das Studium einfacher nichtlinearer deterministischer Systeme.
Erinnert sei hier an Spitzer's Beispiel

Dr o lxal)— XM~ 5 S [ —xa (0]

x,0)=x, ¢t 0, kB 0,41, +2,...,

wobei / eine geeignete reelle Funktion ist. Zum anderen sind stochastische
Bewegungen wie unendlichdimensionale Wienerprozesse mit Wechselwirkung
interessant, wie sie von Lang [7] untersucht wurden und fiir die bisher von

den oben genannten Problembereichen erst A. und B. behandelt worden sind.
Bemerkung: Reinhard Lang verdanke ich hierzu einige Hinweise und Referenzen.
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Frank Spitzer (Ithaca, USA): I have long been interested in the topic
of this paper. It concerns a class of time evolutions of simple one dimensional
infinite particle systems. From the point of view of statistical mechanics
the evolutions considered bere are quite unnatural or unphysical because they
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are not governed by Hamiltonian dynamics. But just this fact gives them a
special interest. While a Hamiltonian system by classical theorems for the
case of a finite box, has the property that its spesific entropy must increase,
we find here that exactly the opposite is true. The dynamics is defined (pur-
posely | am sure) so that the system is highly self-organizing. In fact the main
theorem (Theorem 4.3) proves convergence of the system to one whose par-
ticles lie equally spaced on R, with the given initial density. This process,
among all stationary ones with the same intensity is of course the one whose
specific entropy is smallest.

Concerning the elegant execution of the paper let me comment only on
two major points. The natural choice of the Banach space of infinite point
sequences in Theorem 3.2 leads efficiently to an elementary proof of the exis-
tence and uniqueness of the time evolution semigroup for any arbitrary initial
stationary ergodic point process on R. Then, since the evolution equations are
linear, the time evolution is known explicitly. I would perhaps have empha-
sized that it is given by a probability semigroup, i. e. the position vector
x(t) —{x,(¢), —co<<k< o} at time £ is given by

(1) x(£) = e+ =Px(0),

where P is the infinite stochastic matrix P(k, k—j)= Ay (A;—1—4y),j=1,2,...
while P(k, k+j)-—0 for j=0. This of course can be used, via classical local
limit theorems for example, to prove convergence to the point process with
equal spacings as f/ —occ. But the authors, quite rightly, chose to use the al-
ready available Theorem 3 in [4] to show that (1) has exactly the right equi-
distribution property, and thus to prove the ergodic theorem under the weak-
est possible conditions (the aperiodicity condition (@) on the sequence 7).

My initial interest in this type of problem is described in [3]. There the
dynamics is given by

dxy

) kL A &) — 20— 5 RO —xa (D)), — o<k < oo?

a non-linear system which becomes linear with the choice of f(x)=x. In this
case one readily obtains the results of the present paper — although the model
is different insofar as each “automobile” is influenced by the distance both to
the one in front and the one behind. But it seemed clear that the main phe-
nomenon — convergence to equal spacing —should be true even for certain non-
linear f. In the above note I proved it — unfortunately without being able to
show existence and uniqueness of the time evolution, under the assumption
that f is strictly monotone increasing and that the spacings have finite second
moments. Since then several authors ([/], [2],) have developed methods for the
proof of the required existence and uniqueness. Thus this difficulty is no longer
a reason to avoid non-linear evolution equations.

This brings us to an interesting open problem. Let us take the simplest
case of the evolution treated here (i, 1, all other 4, 0) so that

dx,/dt = — X+ X1, —cO<R< 0
and replace it by
(3) dxy/dt = —flx,—Xp_)], —co<h< oo,
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where f(x)#x, but f is still a strictly monotonically increasing function, e. g.
f(x) ~x% or f(x)--1—e*. Then itappears likely that the conclusion of Theo-
rem 4.3 should still hold, since the speed of the k-th particle to the left will
increase with its distance from its nearest neighbourhood on the left. Unfortu-
nately the method of proof in my above mentioned paper does not apply,
even though (3) looks formally simpler than (2).
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Bemerkungen der Autoren zu den Diskussionsbeitrigen. In dem Dis-
kussionsbeitrag von F. Spitzer wurde das Problem aufgeworfen, zeitliche
Entwicklungen von Teilchensystemen zu untersuchen, deren Dynamik durch
Ditferentialgleichungssysteme der Gestalt

P —flD—xt); wier

beschrieben werden. Auf diese Thematik wurde in allgemeinerer Form bereits
in den Arbeiten [1, 2] eingegangen und eingehend die von H. Zessin ange-
schnittene Problemstellung A behandelt. Die zugrundeliegende Dynamik ist
dabei so gewihlt, dal, wenn wir bei der anschaulichen Vorstellung von sich
bewegenden Fahrzeugkolonnen bleiben, die Geschwindigkeit des i-ten Fahr-
zeugs von den Abstidnden zu allen vorausfahrenden Fahrzeugen und von einem
individuellen Faktor %, (der Marke) beeinfluit wird, d. h.

dx(t)
dt

(1)

(2) gk, xi () —x,(8), Xisot)—xit), . .); i€l
Von der reellen, nichtnegativen Funktion g wird vorausgesetzt, daBl sie stetig
in jeder Komponente ist, da sie schwach monoton wichst und eine schwache
Lipschitzbedingung erfillt. Unter diesen Bedingungen wird in bezug auf die
Problemstellung A die Existenz einer (2) entsprechenden zeitlichen Entwick-
lung gezeigt ([2, Theorem 1]). Weiter wird eine Halbgruppeneigenschait der
zeitlichen Entwicklung nachgewiesen ([2, Theorem 2]). Unter einigen zusitzlichen
Voraussetzungen, die z. B. im Fall (1) trivialerweise erfiillt sind, wird ein
Eindeutigkeitssatz bewiesen. ([2, Theorem 3]).

Die Problemstellung C, d. h. die Untersuchung des asymptotischen Ver-
haltens einer (2) geniigenden Zeitentwicklung bei 7 -—+oc, erweist sich, wie auch
H. Zessin unterstreicht, als duBerst kompliziert. Die in [1; 2] verwendeten
Methoden fithren hierbei zu dem Problem, nichtlineare Ergodensiatze zu be-
weisern.

Wir wollen noch einige Bemerkungen zum linearen Fall machen.
F. Spitzer bemerkte in seinem Diskussionsbeitrag, da8 die Ergebnisse dieser
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Arbeit auch noch in dem Fall giiltig sein miiiten, wenn die Geschwindigkeit
jedes Fahrzeugs vom Abstand zum Vorausfahrenden Fahrzeug und vom Ab-
stand zum Hintermann linear (jedoch in der richtigen ,Polung®) abhingt, wie
es zum Beispiel in der von F. Spitzer untersuchten Dynamik

3) L fep ()= x ()= Sl = xt) s W AT

mit f(x) - x der Fall ist. In der Tat, man kann ohne jegliche Momentenforde-
rungen hoherer Ordnung (wie bei F. Spitzer) zeigen, daB alle in der Arbeit
erhaltenen Ergebnisse auch gelten, wenn die Dynamik durch

) S xaa(t) X)) — S g Xial)— X e i€
dt - k=0

gegeben ist, wobei
Y 2<oo, ¥ up<oo, =01, =, WV REO1, ...}

vorausgesetzt wird. Alle Beweise konnen ohne grofieren Schwierigkeiten mit
den in der Arbeit benutzten Methoden durchgefithrt werden. Um asympto-
tische Gleichverteilung der Folge (a™) zu sichern, geniigt es, dafl (i,) oder (u,)
die Bedingung (a) erfillt.

Wir betrachten einmal zum Beispiel die Losung von (3)im Fall f(x)=2cx
mit ¢>0. Wir betrachten also das Differentialgleichungssystem

dx(t)/dt =cx; 1 (t)—2cxit)+cxi(f) wiel,
x{(0)=xV; i€l
Als Losung dieses DGL-Systems erhalten wir

oo

Xoalk).x)_, wiel,

xi(t) -
&
wobei a’ durch

_ 2 (ct) (et)tI k! s
a'(k)—e m(cf)‘*“-‘-:ﬂj!"(mk—)g; v Rel

gegeben ist. Fir jedes £ 0 ist @ wieder ein Verteilunsgesetz auf den ganzen
Zahlen, wir haben a“*f-a’ xa", (@').-o ist asymptotisch gleichverteilt usw.
Alle Ergebnisse behalten in diesem Fall also ihre Giiltigkeit.



