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VERALLGEMEINERUNGEN DIRICHLETSCHER
UND LAMBERTSCHER REIHEN

HANS-JURGEN GLAESKE, HANS-JURGEN SEBASTIAN

In dieser Arbeit werden Untersuchungen iiber Verallgemeinerungen Dirichletscher und
Lambertscher Reihen durchgefiihrt, die sich in natiirlicher Weise bei der Untersuchung des
asymptotischen Verhaltens der Anzahl der Zerfillungen natiirlicher Zahlen in Potenzen der

Form (Ml+a)*, 21,2, .., ergeben. Aufbauend auf friiheren Ergebnissen der Verfasser iiber
eine Klasse verallgemeinerter Besselfunktionen werden Sitze iiber die absolute und gleichmaBige
Konvergenz der betrachteten Reihen und damit fir die Holomorphie der durch sie dargestellten
Funktionen bewiesen.

O. Einfiilhrung. In der analytischen Zahlentheorie, etwa bei der Untersu-
chung des asymptotischen Verhaltens der Anzahl der uneingeschrankten Zerfil-
lungen natiirlicher Zahlen in Potenzen natiirlicher Zahlen, spielen eine beson-
dere Rolle Funktionen, die sich in Form von Lambertreihen oder als Summen
iiber spezielle Dirichletsche Reihen, sogenannte Polylogarithmen, schreiben
lassen, wie das etwa in [2;7] ausgefiihrt wurde.

So spielen z. B. in der Theorie der uneingeschrankten Zerfillungen natiir-
licher Zahlen in natiirliche Zahlen der Gestalt (Ml+a), [=0,1,2,..., (a, M)=1,
die Funktionen

1) L, (@;a B)= .E ks—1 exp [2kai (aw+ )] [1 —exp (2atkew)|
=]

= = L ((n+ajo+ 4]

eine besondere Rolle.
Hierbei ist [, der durch

2) l,(2)= S ks et

k=1

fiir Im(2)>0 oder Im(2)- 0, Re(s)=0>>1 (absolute Konvergenz)erklaarte Poly-

eogarithmus.
Falls man Zerfillungen in Potenzen (Mi+a)}, -1, 2,... betrachtet
dienen nach [3;8] als Hilfsfunktionen

() LY (w;iaB)= S s [(n+afw+B].
n==0

In [5) wird gezeigt, daB es in Verallgemeinerung von (1,1") sinnvoll ist, Reihen
der Gestalt
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” L a B . : () ) Y a .
(") Lia(ws 5 0 ) = 12 [(~2amn+apws s

—1_
n=0 ¥ s

zu betrachten, wobei die Funktionen /(<) durch
@) I (25 B)= X kurett AL, (kv

definiert sind. Dabei sind die Funktionen A® (z) die in [6] untersuchten Ver-

allgemeinerungen der Besselfunktionen, die filr u=1 mit e—* {ibereinstimmen.

Deshalb untersuchen wir in dieser Arbeit diese Verallgemeinerungen (2/,1").
Dirichletscher und Lambertscher Reihen. :

Wir geben in §1 die wichtigsten Ergebnisse der Arbeit [6] in der Form
an, wie sie fiir unsere Anwendungen niitzlich sind.

Im zweiten Paragraphen betrachten wir Verallgemeinerungen Dirichletscher
Reihen. Mit Hilfe der Mellintransformation gelingt es, Entwicklungssitze fir
FunKtionen einer gewissen Klasse von verallgemeinerten Dirichletreihen
anzugeben.

In §3 schlieBlich betrachten wir eine spezielle verallgemeinerte Lambert
reihe und untersuchen deren Konvergenzeigenschaften.

Zu einigen Bezeichnungen: Es bedeute » eine Zahl zwischen O und 1,
e und o seien positive Zahlen. Potenzen werden immer als Wert im Hauptblatt
interpretiert (—a<<arg(..)==), exp(..)bedeute e(--), wobei beide Bezeichnungen
auftreten. Weiterhin seien s--¢+ir und z=x-+iy. Die Integration lidngs einer
Vertikalen durch a werde durch (a) unter dem Integralzeichen angegeben.

Falls eine Funktion ohne Argument und Indices zitiert wird, so seien
immer das Argument und die Indices der Definition gemeint.

1.1. In (6] untersuchten wir eine Funktion A{(2), die durch das folgende
Integral definiert wurde:

r(s) © =" 1h )

(1.1) W (2)=—5 f el(z+t*ysdt, o, u>0.
Der Integrationsweg verlaufe dabei im Hauptblatt der Riemannschen Fliche
von ## von —oco kommend so, daB der Verzweigungsschnitt —co<<#<0 positiv
derart umlaufen wird, daB der in diesem Blatt liegende Punkt (—2z)Y# und der
von ihm nach — oo parallel zur reellen Achse verlaufende Verzweigungsschnitt
ebenfalls positiv umlaufen werde.

Aus (1.1) ergibt sich sofort die Darstellung von h als Mellin-Barnes-
Integral :

P I (@) (s—u)
() (2) = ! Trals oV
(1.2) W)= L Ty =

Das gilt fiir 0 >0, 0<«<2 und fiir alle z aus dem Winkelraum W={z:/2|>0
|arg (2) |<a(2—u)| 2. Hieraus folgt sofort A (z)-e=.

Aus (1.1) erhdlt man leicht einen Zusammenhang mit den in [12] einge-
fiihrten Wright-Funktionen &(p;g; 2).

Mit
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(=2}
(o]

(1.3) PB(p;B;2) - ,§o 211 I (pl+B),

p>0, B,z komplex wird fiir u, >0
(1.4) hu)(2) = fmw’—le-“"l’(#; us; —zw)dw.
0

Die Funktion # erweist sich also als Mellintransformierte der Funktion
e P (u; us; —zZw).
Als Modifizierung von (1.4) ergibt sich sofort

co(#

)
(1.4%) hN(Z) =27 [ e ™ D(u; us; —w)dw
0

falls u, 0>0 und falls ¢ so gewahlt wird, daB, v-arg(z)|<a/2. Das Verhalten
der Funktion % im Punkte z=0 wird durch die Angabe der Taylorreihe von £
beschrieben, die sich aus (1.2) durch Linksverschieben des Integrationsweges
ergibt:

o

(1.5) hw(z)— X (=1)"T'(s+mz"/n! I'|u(s+n)|
n=0

Diese Reihe erweist sich fiir «, ¢ >0 als bestandig konvergent. SchlieBlich se
bemerkt, daB # die tolgende Funktionalgleichung erfiillt:

d’l
(1.6) 7 B (2)=(—1)"h#),(2).

1.2. Zur Behandlung verallgemeinerter Dirichletscher und Lambertscher
Reihen ist es wichtig, das asymptotische Verhalten von # fiir |2 — oo zu
kennen. Diesem Gegenstand ist in [6] der §3 gewidmet. Im Hinblick auf unsere
Anwendungen geben wir die dortigen Ergebnisse in einer etwas modifizierten
Form an: Es sei 1, eine Folge reeller Zahlen mit 0<4,<C4,<C43<C--- und

“mn-—oon 1!1’ + oo,
Wir betrachten die Funktionen A{)(i,z) fur n— . Die Sitze aus [6), §3

lassen sich sofort auf diesen Fall iibertragen und da die Faktoren i, immer
positiv sind, bleiben die Giltigkeitsbedingungen dieser Sitze erhalten. Das

ergibt:
Satz 1. Fir 6>0,0<u<?2, |arg(2) <n(2—wu)/2 gilt flir n —oo die asymp-

totische Entwicklung
(1.7) h# (inz) = )3 (=1 (s+ k) (Ap2) %R I'(— uk).
k=1

Bemerkung. Fir 0<o<1 148t sich das Ergebnis offensichtlich in der
Qestalt
(1.7 1 (Anz) = — D5+ 1)(@A,) Y/ 1 (— )+ O(4, *+0)
schreiben.
ralt Satz 2. Fiir 6 >0, u=2, |arg(2) —a gilt fur jede natiirliche Zahl N
alls n— <o
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(1.8) h{) (Ap2) = u—s{(e™2h,) s+ exp [(enizin) V4]
(e zh,) 0 exp (€= 2ha) 4]} (140G )|+ Ol N4+,

Satz 3. Falls u, x,6>0 gilt fiir n— oo
(1.9) RO e 0x) = 1S (Anx) =+ exp [(Axx)V 41+ O (47 4)].

Dieses Ergebnis konnte auf gewisse z-Winkelrdume erweitert werden:
Mit @=(z+arg(2))/u gilt der

Satz. 3. Fiir u>0, 0<o<1, |®|< /2 gilt falls n— o<
(1.10) h) (Ap2) = 1™ 3(6%Ap2) >+ 5/k exp [(en’ig)V][1 4+ O@, V=)

Die Ubertragung auf Bereiche, in denen cos(®)<(0 gilt liefert der
Satz. 4. Fir u>0, 0<o<1, 7/2< @ < 3n/2 (oberes Vorzeichen) bzw.
—3a/2< @< —x/2 (unteres Vorzeichen) gilt fiir n— oo

(1.11) AU (An2) = £ 1 *(€¥ 4n2)—5+3/m exp [ (€¥4,2) %] [ex25 — 1]=1[1 + O(4; V)]

res+1) —— _
—‘W(XNZ) 14‘0(13’ ").
2.1. Zur Verallgemeinerung Dirichletscher Reihen erklaren wir Funktionen-

reihen der folgenden Art:
Definition 1. Als Reike vom Typ (D) bezeichnen wir Reihen der

Gestalt
(2.1) DY (2)= I ash(h2).

n=1

Hierbei konnen die Koeffizienten von den Parametern s und u« abhéngen.
Fiir «—1 erhalten wir unmittelbar die bekannten [10] Dirichletschen Reihen

(2:2) DY (z) = S ae”’ .
n=1
Eine hinreichende Konvergenzbedingung fiir Reihen von Typ (D) ergibt sich

sofort mittels der Asymptotik (1.7):
Satz 1. Falls die Reihe

|| 128

| Qp ! ;.,;-u-'l

n=1

fiir 0<a -o<<co, 0<p: u—y<2 konvergiert, so konvergiert die Reihe (1) im
Winkelraum W (s.(1.2)) und die Konvergenz ist gleichmdfig in jeder abge-
schlossenen Teilmenge von W. Die Summe [\*' (2) ist eine holomorphe Funk-
tion von z in W, und es gilt:

dP - , ,
(2.3) JZPD(’)(Z)”.E.“"‘ An) B (in 2).

Beweis. Nach (1.7) gilt fiir hinreichend grofe natirliche Zahlen M im
Winkelraum W
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N Mm N )
(2.4) | Y ah(An2) | S | @k (152) [+ C S |an A7),
n=1 n=1 n=M-+1

wobei N>M gelte. Damit ist die gleichmiflige Konvergenz bewiesen. Nach
dem WeierstraBschen Satz folgt sofort die Holomorphie von D. Mit (1.6) ergibt
sich dann sofort (2.3). Nachfolgend betrachten wir den Spezialfall von (2.1)
der entsteht, wenn wir i,=n“ und a,=e**"# n~ s setzen.
~ Dann erhalten wir die in der Einleitung mit /() (z;p) bezeichnete Reihe
(='). Durch Anwendung von Satz | auf diesen [Spezialfall ergibt sich sofort der]
Satz 2. Die Reihe

(2.5) Nz )= I o edWRE (1)

n=

ist fur 0<u<2, o<1/ im Winkelraum W absolut und in jedem abgeschlosse-
nen Teilbereich von W gleichmdpig konvergent und stellt in W eine holomorphe
Funktion won z dar. Fir jede natiirliche Zahl p gilt

darP

7P [z p)=(—1) 1@ (z; B).

(2.6) sip

- 2.2, Mit Hilfe allgemeiner Sidtze iber die Asymptotik der Mellintransfor-
mation, wie man sie etwa in [1], Bd. II findet, ist es leicht moglich, Bedin-
gungen fur die Entwickelbarkeit von Funktionen in Reihen von Typ (D)
anzugeben.

Zunichst einige dort verwendete Bezeichnungen: ‘

Mit 0 bezeichnen wir die Menge aller im punktierten Winkelraum |z >0,
arg (z,)=arg(2)=arg (2.) holomorphen Funktionen, fiir die F(z)=0(|z|™)
z <1l und F(2)=0(|z ), |z|>1 mit y,<y, gelten.

Mit B sollen die im Parallelstreifen y,<y<y, holomorphen Funktionen
flu) bezeichnet werden, die den Exponentialabschitzungen f(u)=O0O [exp(—
arg (z)) )], @=0 und f(u)=0 [exp (—arg(z)w)], <0, u-y+io genigen,
wobei arg(z,)<arg(z,) gelte.

Mit yg, ya, ¢ seien die Abszissen der Halbebenen gewohnlicher, absoluter
bzw. gleichmaBiger Konvergenz der Dirichlet-Reihen (2.2) bezeichnet.

Dann 148t sich der folgende Satz formulieren:

Satz 3. Es sei

]

. D@)(s—u) =,
Su;s, #)me(lh S, u)tb
mit y,<o+n=y, —n<arg(z,)<arg (z,)<n und f sei fur y=y, in eine ab
solut konvergente Dirichlet-Reihe (2.2) entwickelbar.

Ferner sei o>—1 falls y,<0 und o>y,—1 falls y,>0. Dann gilt :

(a) M—{f, 2} =F(z;s, u)€B, arg (z,)+d=—arg (2)=arg (z,) & mit (beliebig
kleinem) positiven 9.

(b) Flzys, u) lapt sich fir u>0 in eine fiur z¢ W konvergente Reihe
vom Typ (D) entwickeln:

(2.7) Flzys,u)=Qnal)™ [ f(a;s, u)z du= X ah (un2),
(o) n=1

wobei u,=e*n ist.
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_(¢) Die Koeffizienten a, in-(2.7) sind die der Dirichletreike (2) wvon
.?—(u; sl .u')'

Bemerkung. Fiir eine explizite Form der a, siehe etwa [10].
Beweis. Nach Voraussetzung gilt

. w T@l(s—u) __, % 1,1
fu; s, p)z— RN z R a,e .

Weiterhin ist M1 {f; 2} bildbar und liefert sofort
Fzis;u)

— (@)~ — r@re—w 3 .
— (27d) (”fn) fluss, n)z—*du=(2ni)~ .,J:,, e s—a] , a,.(u,,z) du.

Die Behauptung (a) folgt nun sofort mittels eines bekannten Satze_s aus der
Theorie der Mellintransformation ([1], Bd. I, Kap. 11, §2, Satz 1).

Die Behauptungen (b) und (c) ergeben sich sofort durch Vertauschung von
Summation und Integration in der letzten Formel (was fiir z¢ W erlaubt ist)

F(z! S, /‘)

= S ay@niyt [ TOTE=0 ) Nvdye T 0,5 (1, 2).
n=1 .t om

n=1 (a+n) I u(s—ua)
Wir geben einige Beispiele:
I. Mit a,=1, 1,=log(n), n=1, 2,... folgt aus Satz 3:
Fir o, u>0 stellt ¥;-; 2’ (nz) eine in w holomorphe Funktion von 2z dar
und es gilt fiir o = 1

- I'a) I(s— ) -
(2n0) ‘( r_[ﬂ) %z‘"du:"g k@ (nz).

Far z=1 entsteht hieraus der bekannte Spezialfall
(2= [ I(u)¢(@)z—*du=(e*—1).
(1+9)

II. Mit a@,=e?%" 8~ =5, 1,—=log (n*), n=1, 2, 3, ... erhdlt man, falls man nochs
durch 1/u—s ersetzt die Aussage, da8 die durch (2.5) definierte Reihe [{)(z;5)

fiilr 0<B<1, 0<1/u, 0<u<2 im Winkelraum W eine holomorphe Funktion
von z darstellt, und daB gilt:

p I'(u) I (s—u
(2nl)“1( { );'l);‘—(s(u))) 27 Lysta) (B) du=1(2; B).
Hier ist [, s+a) (8 der in der Einleitung erklirte Polylogarithmus (2).

2.3. Ahnliche Entwicklungssdtze wie Satz 3 erhdlt man, wenn man an Stelle
von (1.2) die Darstellungen (1.1) oder (1.4) zugrundelegt. Das soll hier nicht
ausgefithrt werden.

Wir wollen vielmehr nur die im letzten Beispiel untersuchten Reihen
I® (z; B) untersuchen, indem wir die Darstellung (1.1) fiir 2 zugrunde legen.
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Genauer benutzen wir die aus dieser Darstellung hergeleitete asymptotische
Darstellung (1.11) zur Untersuchung des Konvergenzverhaltens dieser Reihen.

Mit den dort eingefiihrten Bezeichnungen gilt der

Satz 4. Fiir w1 -1<o<n=', n>0, |z >0, a—-D< /2 oder n/2 <
®—n ist die Reihe (2.5) absolut konvergent.

Beweis. Tragt man (1.11) in die Reihendarstellung von [ ein, so sieht
man, daB zur absoluten Konvergenz der Reihe [ die Konvergenz der Reihen
Ny n—re(pe)e—Vm( = exp [(ei2)'/#)(n)r und Xy onT hinreichend ist.
Das gibt mit den Bedingungen von (1.11) sofort AnlaB zu den Voraussetzungen
von Satz 4, wenn man nur beachtet, dafi dort o durch u—'—o zu ersetzen ist.

3.1. Als verallgemeinerte Lambertreihen wollen wir Reihen der Gestalt

(3.1) Lz, 8) — S 1 (nz: p)
=1 °

n-

bezeichnen.
Fiir spezielle Werte der Parameter fillt (3.1) mit den klassischen Lambertreihen

zusammen. So wird fiir s=0, u—1, =0, Re(2)>0 wegen k| (nz)=e""* so-
fort LV (2;0)=Sm_1 "1 —e—*)"! und das ist die wohlbekannte Lambertreihe

(s- [9)-
Beziiglich der Holomorphie der durch (3.1) dargestellten Funktion gilt der

Satz 1. Fiir 0< u<2, 0<B<1, a<1/u stellt L1 (z;B) eine im Winkel-

raum W holomorphe Funktion von z dar.
Beweis. Wir zeigen zuerst, daB die Reihe (3.1) in W absolut und fast
gleichmaBig konvergent ist. Damit folgt dann nach dem wohlbekannten Weier-

straBschen Satz die Behauptung.
Nach (1.7) gilt fiir hinreichend groBes natiirliches M fiir alle N>M

M

~ N N
S p—ush ik S o o2 Yol ln 31—
kf‘lk “he) |y (Renz)e 3|§k=:‘l kue B (k#n2)|4+-Cln 2) ’:=A—u{¢ “.

Dabei ist C eine positive Konstante. Fiir N >~ folgt dann mit einer posi-
tiven Konstante C fiir jedes natirliche »

M
W (nz;B) lék-:-;l k=wo | R®) . (kenz) + Cln|z =110

Analog wird fiir hinreichend groBes M’ und N'>M’

rr

N’ mr N
S (1) - D ) . . w .
X I (nz; ) = 5 I (nz ;) + - lf‘u)(nz,ﬁ).

n=1 n==

Wegen der Abschatzung der Summanden gilt nun aber

N’ N, M
z IW(nz;p)l= X I kue R (k#nz) +C(n|z|)—1"ln
n=M'+1 n=M’'+1 | k=1
M N A
S kwo ) i h(w 0 (kunz) | 4 C z ia-l——l n ¥ no—1—1V/u,
—s+1/n |
h=1 n=MI41 ne=MP41

Unter nochmaliger Verwendung von (1.7) ergibt sich weiterhin
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N N
Loohw,, (kenz) SC (k| 2|p—1m0e 20 gt
n=M" +1 n=M"'+1

Damit ist die in W absolute und fast gleichmifige Konvergenz von L gezeigt
3.2. Im Hinblick auf die in der Einleitung erwihnten Funktionen (17”) ist
es angebracht an Stelle von (3.1) die Reihen

a f

(3.2) L (z; ,
A n

)= S 100 [(n+ay z; 8]
n=1

mit 0<a<1, 0<B<1, A>>0 zu betrachten.

Die eben durchgefiihrten Konvergenzuntersuchungen lassen sich ohne weiteres
iibertragen, nur ist iiberall » durch (n+a)* zu ersetzen. Damit ist die Kon-
vergenz von X,_n i —et1+lw notig, was o< (1/u)—(1/4)+1 erfordert.

Das Ergebnis soll nicht aufgeschrieben werden, vielmehr wollen wir im
Hinblick auf die Reihen (1”) der Einleitung gleich s durch —s+1/u und 2
durch (—2ni)y*w ersetzen. Dann wird aus der Forderung bzgl. s sofort o>
—1-41/4 und bzgl. w folgt wegen z¢ W unmittelbar =(u—1)<arg(w)<x Mit
[5], Teil I,§2 hat man dann fiir die Funktionen

a B

(33) L,_,(w; 1, ):(-Qni)-"‘ rGs) S T [(g+BP+olhta)l
" g=—oc n=0

die fir o>~ +tu!, 1, >0, 0<u<?2, 0<q, <1, a+B(1—F)=+0, A(u—1)<<
arg (w)<<z durch (3.3) definiert sind und die sich nach [5], Teil [ als mero-
morphe Funktionen in s erweisen, die folgende Entwicklung in verallgemeinerte
Lambertreihen des Typs (3.2):

Satz 2. Fiir 0<a,B=1, a+B(1—p)=+0, i>0, 0<u<2, 6>Max (A—1—1,0)
ist L,_, ( w; :, Z ) im Winkelraum n(u— 1)< arg(w)<n eine holomorphe Funk-
ion von o und es gilt die Darstellung

(035 0)= &, 1, =2ttt oo

als verallgemeinerte Lambertreihe.
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