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EINE VERALLGEMEINERUNG DER LAGUERRE-TRANSFORMATION
HANS-JURGEN GLAESKE

In dieser Arbeit wird die von Mc Cully eingefiihrte Laguerre-Transformation, bei der die
Bildfunktion nur fiir nichtnegative ganze Zahlen definiert ist, auf Bildfunktionen einer komp-
lexen Veranderlichen verallgemeinert. Fiir diese Transformation werden Abbildungseigenschaf-
ten, ein Faltungssatz und eine Umkehrformel hergeleitet.

0. In [2] untersuchte Mc Cully die sogenannte Laguerre-Transformation
T'{f(@t);,n) = F e ‘L,(t)f (t)dt, wobei n ein Element der Menge N, der nichtne-
V]

gativen ganzen Zahlen und L,(f) die durch L,(¢)—=1/(n N—te D" (e—'t"), D=d dt
definierten Laguerreschen Polynome sind. Der Nachteil dieser Transformation
ist der, daf die Bildfunktionen nur in N, definiert sind und deshalb im Bild-
raum nicht die Methoden der komplexen Funktionentheorie zur Verfigung
stehen. Durch eine Verallgemeinerung des Kerns soll dieser Nachteil beseitigt
und eine Operatorenrechnung fiir die verallgemeinerte Transformation aufge-
baut werden.

1. Statt L,(¢) betrachten wir die von Pinney (s.[1,S. 213]) eingefihrten
Laguerre-Funktionen

(1.1) L_.(t)=Fi(z, 15 0).

Hier ist ,F, eine konfluente hypergeometrische Funktion (s. [3, S. 248)).

Fiir —z- n¢N, gilt L_(f)=L,(t). Wegen (1.1) lassen sich eine Reihe von
Ergebnissen fiir konfluente hypergeometrische Funktionen (s. [3]) sofort auf-
schreiben.

Das Verhalten dieser Funktionen fiir 7/ -0 bzw. f —-4oc ist nach [3, S.
248, (1) bzw. S. 278, (3)] gegeben durch

(1.2) L.(-38p tc
R=0
mit (2), 1'(z-+k)/1'(2), ke N, bzw.
(1.3) L .(f) "rf(;'» (140, £+«
Nach (3, S. 252, (1)) ist L_.(f) Losung der Ditferentialgleichung
(1.4) tx"(t)+ (1 —0Ox'(t)  zx(t) - 0.
Mit S e/ D|e—tD)| schreibt sich (1.4)
(1.4) Sx(t)—zx(t) .
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Fiir den Aufbau einer Operatorenrechnung notieren wir schliefilich eine Reihe
wichtiger Beziehungen fiir sogenannte benachbarte konfluente hypergeometrische
Funktionen.

Wegen [3, S. 254, (2)] gilt mit a-—-z, ¢ 1, x==1 sofort

(1.5) tL () (1-2z2)L ()4 (z— 1)Ly . (O)-+2L ., (¢).

Analog wird nach [3, S. 254, (4)] mit a-—z, c=2, x- ¢

(1.6) (1—2) F (z,2;)+z ,Fz+ 1,2 6)=1L_.(b.

Fiir die Ableitungen gilt nach |3, S. 254, (9) bzw. (13)] mit a 2z, ¢ 1, x={
(1.7) DL {t)=2|L ey (H)—L_A8)]

bzw.

(1.8) Die'L_.(t)=(z—1)e ! F\(z 2; ).

2. Wir definieren als verallgemeinerte Laguerre-Transformation von f

F(2) - TUt): 3 e 'Lot)f () dt

falls das Integral konvergiert. Offensichtlich ist die Linearitit dieser Transfor-
mation. Wir fithren die folgenden Funktionenklassen ein: Mit /=(0, o),
/=10, co) seien

L= ff(O)=EFt), tel, fe C, v>p)
und
Py () {f:fe,C), flt)—OF), t o0

wobei wie iiblich C(/) die Menge der in / stetigen Funktionen bezeichne.

Mit (1.2) und (1.3) haben wir dann sofort den

Satz 2.1: Falls f¢_\P,(I) so existiert F(z) fiir Re (2)<_ —y und stellt
dort eine holomorphe Funktion von z dar.

3. Bevor wir die durch (1.4’) nahegelegte Transformation des Differential-
operators S angeben, konstruieren wir einen rechtsinversen Operator R von S.

Definition 3.1: Fir f¢ ,Cl) - :Dj, sei Rf(t)= [fe“u="[["e *f(v)dv]|du.

Dann gilt

Satz 3.1. Dy ist ein linearer Raum und R bildet D, in sich ab. Weiter-
hin gilt SR=E, wo E der identische Operator ist.

Beweis. Der erste Teil der Behauptung ergibt sich sofort nach Definition
von R und Dy Weiter ist

{ u 4
SRf(t) e'Dle ’t[)]r)'e“u [ fe vfv)dv|du=e'Dfe *f (v)dv=[(t).
) 0 0

Der Operator S hat die folgende Transformationseigenschaft :
Satz 3.2. Fiir den Operator S mit dem Definitionsbereich

Ds - f:fe CAD), fO¢ 4P, (), k- 0,1}

wobei C™(1) die Menge der in | m-mal stetiy differenzierbaren Funktionen
set, pilt T!Sf(t); z) zF(z), Re(z2) —y.
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Beweis.

T\Sfil); 2)— et (ODf(1)§ [ e~ tD|L_-(B)f (t)dt

—e DIL_t) /() &+ [ SIL_. (D) e~ f(t)dt = 2F(3)
0
da die integralireien Terme zum einen wegen der Voraussetzungen und zum

anderen wegen (i.2), (1.3) und (1.7) verschwinden und da nach (1.4) SL_,(¢)
=zL_.(t) gilt.
Mittels vollstandiger Induktion ergibt sich sofort

Folgerung 3.1. Falls S*'fit)c Ds, k =1,2,..., m, dann gilt T{S™/(t); z2°
2"F(z), m: N, Re(z)< —y; wo N die Menge der positiven ganzen Zahlen ist.

Wegen T,SRf(t); 2z} =2TiRf(t); 2} =T\ f(t); 2} = F(z) erhilt man sofort den

Satz 3.3. Falls Rf¢ Ds dann gilt T{Rf(t); z}=2z"'F(z), Re(2)<T —7.

Mittels vollstiandiger Induktion ergibt sich sofort wieder

Folgerung 3.2. Falls R:f¢Ds, k-1,2,...,m dann gilt T{R™f(t); z}
=2z mFz), me¢N, Re(2)<< —7.

4. SchlieBlich leiten wir einige Formeln fiir die Transformation der Ablei-
tung und des unbestimmten Integrals einer Funktion f her.

Satz 4.1. Wenn fe P, (1), y<<—1 und ¢(¥) [6f(x)dx dann gilt @ (z2)
=F(2)—F(z + 1), Re(z)<0.

Beweis. Fir Re(2)<1 wird nach (1.3) und (1.8)

F(z)— Jc L (te'(t)dt  e—tL () g —J:D[e"l, L)y (1) dt

C(1—2)f e~4F, (2, 2; Yo (Dt
Damit folgt fiir Re (2)<70
FE)—Fz+1) fe t[(1 —2nF iz, 2; H+2F(2+1,2; 0] g (0)dt = B(2)
0

wegen (1.6).
Fiir die Transformierie der Ableitung gilt der
Satz 4.2. Wenn f®¢ 3P, (), k0,1 dann gilt fiur Re (z)< —y—I

T\ f(0); z| Tif(t); z+1}=F(2).

Beweis. Nach Voraussetzung ist /' ¢ 2. (/) und f(0) 0. Deshalb erhalt
man mit Satz 4.1 und f(f) [ f'(x)dr sofort das Ergebnis.

Weiterhin geben wir die Transformationsformeln fir einige Differential-
ausdriicke an:

Satz 4.3. Fiur f¢ xaPy_a(D, k 0,1, gilt

TIDf (t); z)=(z—D)F(z 1) 2F(2), Re (2) <
Fir fo¢ P, o), k=0, 1, 2, gelten

IDtDf(t); 2} (z DHF2 1), Re()<—rt1,
und T{te ‘Dlte'D/(1)); 2} 2(z—N1F(z -1)-2F2), Re (2)<Z —y.

-
g
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Diese Ergebnisse ergeben sich wie oben mittels partieller Integration und
Verwendung von (!.7) sowie (1.5) im ersten und Satz 4.2 in den letzten bei-
den Fillen.

5. Grundlegend fiir die Herleitung einer Faltung ist die nachfolgende Ver-
allgemeinerung eines fiir Laguerresche Polynome in [5] hergeleiteten Ergebnis-
ses von Watson.

Lemma 5.1.

L (x)L_.(y)= %’f’ exp[—\Vxycosd] L_.(x+y-+2/xy cos v)cos(yxy sin ) dd.
0
Beweis. Ausgangspunkt ist die Formel (s. [1, S. 158, (5)])

J / (l+“ 'S)F(l——gﬁ t S)(tan%)QSMKH-.wu-H.)/?,w‘.‘(*”if')

’nl

K Meyo s 40 w2 (in') ds = 27" sing (&'7) 2 exp i cos o (& —n") | 21/, (V0 sin @)

mit  arctang/2|< 7/2, yo[<[l+Re(u)] 2, Re(w>—1. Mit n--0, z=1/2—s5,
X _'l: » V- ”7, K| - K2 o017 0<’7<l’ tan rp\/?:"\f -, |arg (—t)'<n
erhialt man nach leichter Rechnung

271:‘ f( t)y =121 2) My)2 z«»(,v)Mx/.ﬂo(\')dz— ‘[{‘ expl—'f-;'—y :—_tllo(2;/f3t")
wobei /(7)== Jy(ir) gilt und letzteres die Besselfunktionen 1. Art sind.
Fiir die Funktionen M gilt nach [I S. 12, (7)]
Mioo(x) e 2 xV2 F (2,1; x)=e—"2 X2 [_, (x).
Damit wird
211 f(‘ H = (z2)'(1 —2)L _.(x)L_ (y)dz_expi —t—’L—"/t]IO(QVXVt-)/(l—t)

Nach [5, S. 20] ist

10(2’1“@'}; ) — 12 ofexp [:'_H] VXy sin 19] {./—1 2 (Vxysin '9)(_;' Vxy sin 19)‘/7}‘10.

Dainit wird (falls { } den Ausdruck in der geschweiften Klammer obiger Zeile
bedeutet)

2’” f(—t)“’[‘(z)l(l——z)L A(x)L_.(y)dz

_md/.exp [#(x +y+2w/xyc§>s -:W— 1) =y cos 9] { }a».

Nun ist

Xp [—ut/(1—¢ 1 .
(5.1) SRR S0 L @@ (1~ 2z

denn Linksverschieben des Integrationsweges liefert sofort die (s. [4, S. 189
(17)]) bekannte Formel
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(5.2) expl-wll=0l_ X [w)e, ¢I<I.
- n=0

Mit u = x-+y-+2yxycos# folgt nach Vertauschung der Integrationsreihenfolge

2.‘11‘ (f)(-—/) 1@ 2) LX) _.(y)
— a2 [l _Lix byt 2xycos ) exp(—yxycos #) | jditldz=0.

Das ist gleichbedeutend damit, da8 die inverse Mellintranstormierte Wi=' {/7(2) /"
(1—2){ |5 ¢} 0 ist. Damit muB der Ausdruck in der eckigen Klammer ver-

schwin-den und wir erhalten wegen J ,(x) -y2/7rcost nach leichter Rechnung

LLemma 5.1.
Mit Lemma 5.1 erhilt man (Beweis wie it [2]) den
Satz 5.1. Sind f, g€ 1P, (1), so existiert

(f=g)(t) .-r"‘ze ’-"f(.\')of exp | —\xt cos ¥ glx -+ 2\ xt cos #) cos (xt sin H)ddd.x

und es gilt Ti{( f=2)(1); 2z} F(2)(G(z), Re(2)<<—7.

6. Zur Herleitung der Transformierten vorgegebener Funktionen ist ein
Zusammenhang mit gut tabellierten Integraltransformationen von Interesse.
Satz 6.1. Fiir f¢ 1P, (I) gilt in 0O<Re (2)<—y, —1<y<0

sin#xz 1 1 ).
F(2) "*7"-‘”{3;1 F’(s‘ﬁ)’ z}

falls F* die Laplace-Transformierte von f bezeichnet.
Beweis. Wegen der Abelschen Asymptotik der Laplace-Transformation

gilt fiir
f(t) O(t_H") fiir £ —4+0, e>0;
F*(p)=O(p—*) fiir p—+ oc.

Analog ergibt sich aus

f(&)- O iir £

F(p)=0(p=~") far p— 0, y>>— L.

Mit p--(s+1)"', s> 1 gilt dann offenbar fiir qa(s)z_-g;lq[-‘*(si‘)

r(s)=0(1) fiir s —~-+0;

@ (s)=0(s") fiir s —+ oo.

Damit existiert A: =M {o(8); 2} = [25—" ¢(s)ds fur 0<-Re(2)<—y, —1<Iy<<0.
Folglich ist v

l
M-'1{A; s} 3] ({)z“A(z)dz. 0 < —,



184 H.-J. GLAESKE

- w(s):y‘rlF*(s%l)=,%IF*(”_131)=,;§‘ fexp[—t(l-%—pll)]f(t)dt

falls man s= —p—! setzt, fur p>1 oder p<w.
Ersetzt man in (5.2) # durch p—' und u durch ¢ so wird fiir |p|>1
Lexp[—t (p—1)]= X Lyt)p—"
P n=0
und damit bei Beriicksichtigung von (5.1) mit 0<»'<1

WA =p Y e fO) [ Lae) prit

(fe"’f(t)[zi i JC PPL(OI @0 2)dzlat

= JPIT@I@IQ - D] el (0 fidtdz
i JEorT@I (- 2F@)dz =W H{TRI(1—2)F@); —p~),

wobei die Vertauschung der Integrationsreihenfolgen unter unseren Vorausset-
zungen erlaubt ist. Damit wird A= 7 (2)[(1 —2)F(z) und das ergibt die Behaup-
tung.

Von der Einschrankung O<Re(2)< -~y kann man sich im konkreten Fall
oft vermoge analytischer Fortsetzung befreien.

Mittels Satz 6.1 und bekannter Tabellen findet man zum Beispiel

Tie—; 2} i (A+1¥-", >0
Tith; 2} - I'(—Ai—2)"(A+ D)) (—)(1—2), 1> -1, Re(2)< —A.

7. Die Betrachtungen in Abschnitt (0] geben uns die Moglichkeit eine Um-
kehrformel fiir die verallgemeinerte Laguerre-Transformation herzuleiten. Ersetzt
man in Satz 6.1 1/(s+1) durch s so wird mit 0<n<<—y

F*(s) Q;l'.i(j;l‘(z)l'(l 2)F(z2)(1-—s)* s 'dz, 0<Re(s)< |

=0 Je = D) (1-2)F (2)(s—1)~:s*~1dz, Re(s)>1.
Lo

Damit wird nach der Umkehrformel fiir die Laplace-Transformation, falls man
noch die Reihenfolgen der Integrationen vertauscht und falls »’ >1,

fit) 2’l'i(f|e’-"'fl'(z)l‘(l -—z)F(z)l,;;.(j")e”(s— 1)- ’s"“dsldz.

Nach (3, S. 215 (7)] ist der Ausdruck in der eckigen Klammer aber identisch
mit F,(z, 15 &) L (f). Unter Verwendung des Erginzungssatzes der /™-Funk-
tion erhalten wir so den

Satz 7.1. Falls f¢ P, (l), —1<y<C0, und F(z) die verallgemeinerte La-
guerre-Transformation von f(t) ist, so ergibt sich fiir 0<n< —y
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—z(f) ~
f@)- [ 54— Fla)dz.
(n) € -1
Bemerkung. Falls die Verschiebung des Integrationsweges nach links
erlaubt ist, so erhalt man nach Auswertung der Residuen an den Polstellen
des Integranden bei z= —n, n¢ N, sofort die aus [2] bekannte Umkehrformel
J(#) = X7 )F(—n)L,(t). Das soll im Zusammenhang mit der Herleitung Abelscher

und Tauberscher Sitze fiir die Laguerre-Transformation an anderer Stelle wie-
der aufgegriffen werden.
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