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ASYMPTOTISCHE INVARIANZ BEI HALBGRUPPEN
STOCHASTISCHER KERNE |

KARL-HEINZ FICHTNER, JOHANNES KERSTAN

Bereits Doob (1953) erkannte, daf die statiomiren Poissonschen Punktprozesse auf den
reellen Zahlen, und damit, alle ihre Mischungen, invariant gegeniiber jeder rdumlich homo-
genen Verschiebung sind. DaB diese Eigenschaft charakteristisch fiir die Mischungen stationarer
Poissonscher Punktprozesse ist, kann man .unter Verwendung eines Konvergenzsatzes von
Dobruschin (1956) fir homogene Verschiebungen von Punktprozessen nachweisen. Grund-
legende Voraussetzung in diesem Satz ist eine gewisse Glittungseigenschaft einer Folge von
Verteilungsgesetzen 11, 1,,... auf den reellen Zahlen. Stone (1968) zeigte, daB die Giiltig-
keit d eser Eigenschaft nicht nur hinreichend, sondern auch notwendig fiir die Behauptung
des Konvergenzsatzes ist. Herrmann (1966) bewies, daf die Glittungsbedingung genau
dann erfiillt ist, wenn die Folge 4;, 4o.... schwach asymptotisch gleichverteilt ist, d. h. fir
alle reellen Zahlen x und alle beziiglich des Lebesgueschen MaBles absolut stetigen Vertei-
Inngsgesetzes . die Konvergenz der Variationsabstinde | 8, A+ 1,—i= 1,| — 0 statt hat.

n—4o0

Um die Ergebnisse von Doob, Dobruschin und Stone fiir ortsabhingige Verschiebungen auf
einem vollstindigen separablen metrischen Raum E veraligemeinern zu kénnen, muf man
Zunichst, statt der Faltungshalbgruppe der Verteilungsgesetze auf den reellen Zahlen, den
Betrachtungen eine Halbgruppe stochastischer, oder allgemeiner, substochast scher Kerne auf £
zugrunde legen. Dabei gilt es, den Begriff der schwach asymptotisch gleichverteilten Folge von
Verteilungsgesetzen sachgmaB zu verallgemeinern. Erste Ansitze dazu sind in Debes et al
(1971) zu finden. Der dort entwickelte Gleichverteilungsbegriff fiir Folgen substochastischer
Kerne, naher untersucht in Fichtner (1974), lieB jedoch nicht eine volle Verallgemeinerung
des Konvergenzsatzes von Dobruschin zu. So muBten schirfere Endlichkeitsforderungen an das
IntensititsmaB des zu verschiebenden Punktprozesses gestellt werden.

Zusammen mit Fichtner et al. (1978) bildet die vorliegende Arbeit die Grundlage fiir
die Untersuchungen in Fichtner et al. (1979), wo die bereits angesprochenen Resultate von
Doob, Dobruschin und Stone veraligemeinert werden. Neben einigen allgemeinen
Eigenschaften von Halbgruppen substochastischer Kerne wird speziell die Rolle sogenannter
konvergenzerzeugender Folgen aus der Halbgruppe beleuchtet. Wie im 2. Abschnitt der Arbeit
gezeigt wird, stellt dieser Begriff ebenfalls eine Veraligemeinerung des Begriffs der schwach
asymptotisch gleichverteilten Folge von Verteilungsgesetzen dar. Eine Zusammenstellung der
grundlegenden Begriffe und Resultate ist im 1. Abschnitt nachzulesen.

I. Grundbegriffe und Resultate. 1.]. Bezeichnungen. Es bezeichnen
[E, ¢] einen vollstindigen separablen metrischen Raum, 9[ die o-Algebra der
Borelmengen aus £ und B das System der beschrinkten Mengen aus 9. € sei
die Algebra der stetigen beschriankten reellen Funktionen auf E and °° die
Menge der finiten Funktionen aus G.

Mit M bezeichnen wir die Menge aller MaBle u auf 9[ mit der Eigenschaft
u(B)y< oc; xyB¢®B. Offensichtlich ist das Mafi O, definiert durch O(A4)--0;
v €9 ein Element von M. M wird als topologischer Raum betrachtet, ver-
sehen mit der grobsten Topologie, beziiglich der alle Abbildungen u—»
uxfope [ f(x)u(dx) von M in die reellen Zahlen R stetig sind, wobei f die
Algebra (5°° durchlauft.
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230 K.-H. FICHTNER, J. KERSTAN

Fiir ein MaBl » auf 9 und eine nichtnegative reelle Funktion f auf £
bezeichnen wir mit «.f das durch

(f) (A)=pet [ f()ka(xX)u(dx); €A

definierte Mafl auf 9( (£, sei die Indikatorfunktion der Menge A). Unter einem
Kern auf £ verstehen wir eine Abbildung P von EXU in die reellen Zahlen,
dergestalt, daB fir jedes A¢ A die Abbildung x — P(x, A) mefibar ist und fiir
jedes x¢ £ durch P(x, ) ein Maf8 auf A gegeben ist. P heifit substochastisch,
wenn P(x, E)<1; yx¢ E ist. Stochastisch ist P, wenn gilt P(x, E)=1 ; xwx¢ E. Fiir
zwei substochastische Kerne 2, und P, auf E ist durch

(P = Py) (x, A)=pet [ Pa(y, A)Py(x,dy); wx€¢E, v A€cA

wieder ein substochastischer Kern P, = P, gegeben.
Mit / bezeichnen wir den durch /(x, A)=06.(A4); \wx€E A€ charakte-
risierten stochastischen Kern auf E. Offensichtlich gilt fiir jeden Kern P auf E

[+« P—=Px[=P.

Fiir ein MaB u auf % und einen Kern /2 iiber E bezeichnen wir mit w=/#
das durch w= P(A)=pef P(x, Au(dx); 7 A€ definierte MaB auf 9(. SchlieB-
lich setzen wir fiir jede meBbare Funktion f und x¢E

Pxf(x)=[f(y) P(x,dy),

falls der Ausdruck rechts Sinn hat. .

1.2. Verschiebungshalbgruppen. Als Verschiebungshalbgruppe auf
E bezeichnen wir ein System B substochastischer Kerne auf £ mit folgenden
Eigenschaften:

(V1) Es ist /¢p.
(V2) Fir alle Py, P,¢3 ist auch P, = Py¢R.
(V3) Fiir alle P, Pyesy gilt: P, = Py—P,= P,.

Beziiglich einer Verschiebungshalbgruppe <3 heifit ein Mafi «¢ M SB-invariant,
wenn gilt ux P=u: xyP¢P. Mit M:ﬁ" bezeichnen wir die Menge aller 3-inva-
rianten Mafle. Man erkennt sofort die folgenden elementaren Eigenschaften
der B-invarianten MaBe :

(Inv 1) Es ist ()eMi{g.
(Inv 2) Fiir alle Folgen u,,..., y,emil“g und alle ¢,,..., o= 0

ist L‘t‘,-m(M{i".

Fur Uberlegungen im Rahmen von Beweisen und bei bestimmten Begriffsbil-

dungen ist es nitzlich, den Begriff des <{-beschridnkten Mafles einzufithren.

Beziiglich einer Verschiebungshalbgruppe heit ein Mafi , auf 9 ‘|-be-

schriankt, wenn gilt : sup (u = P) (B)< oo ; B¢ B. Mit M‘l* bezeichnen wir die Menge

PeR

aller ‘B-beschrankten MaBle. Man sieht leicht, dafl die folgenden Beziehungen

richtig sind:
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(B1) Es ist stets My C Mg C M.
(B2) Fiir alle Folgen uy,..., u,¢ My und alle
Ciy.-vy €,=0 ist Ec,-p,»eM%.
(B3) Es sei ‘“EM‘B' Gilt fiir ein Mafl 2 auf 9(
MB)=—u(B); yB¢®, so ist auch “M"B'
(B4) Fiir alle ueM;B und P¢R st ,u*PeMgB.

1.3. Praeinvariante MafBe. Grundlegend fiir die Anwendung der Er-
gebnisse dieser Arbeit in [9] sind die praeinvarianten MafBle beziiglich einer
Verschiebungshalbgruppe. Damit sind anschaulich die Mafe gemeint, die bei
standig wiederholter Transformation durch Verschiebungen der Halbgruppe sich
immer besser an ein invariantes MaB anschmiegen. Die Prazisierung dieses
Begriffs verlangt die Auswahl eines Filters auf ¢ und einer Topologie fiir
solche MaBe. Fiir Verschiebungshalbgruppen S ist in natiirlicher Weise eine
Filterbasis I7(S®) iiber ‘R erklirt, bei der anschaulich gesprochen jede Faltung
(gemeint ist die Operation=) zu einer weiteren Anniherung an den idealen
Grenzpunkt fithrt. 77(93) besteht aus allen Teilmengen von <R, die sich mit
Hilfe eines P,¢} in der Form {P,=P; P¢ B} darstellen lassen. /7(}) nennen
wir die natiirliche Filterbasis auf R.

Bei der Prizisierung des Praeinvarianzbegriffes gehen wir von der Menge
M‘B der 3-beschrinkten Mafle aus. Wir versehen M«]} mit der Relativtopologie

der in 1.1. eingefithrten Topologie auf M. Da M\]3 invariant gegeniiber Trans-
formationen mittels der Elemente aus 3 ist (siehe Eigenschaft (B 4)), definiert
jedes ”EM‘B eine Abbildung P— u=P von 9 in M‘B' Man kann fragen, ob

diese Abbildung lings der natiirlichen Filterbasis auf ¢ in der schwachen To-
pologie konvergiert. Insbesondere kann man diejenigen Mafle auszeichnen, fiir
die Konvergenz gegen ein P-invariantes Mafl eintritt.

Definition. Beziiglich einer Verschiebungshalbgruppe S} heift ein Maf
w auf A R-praeinvariant, wenn es P-beschrinkt ist und wenn die Folge
(4 P)”G‘l‘ entlang der natiirlichen Filterbasis 1I(R) auf ‘N gegen ein V-inva-

riantes Mafp konwvergiert. Fiir jedes ueM:’l'l bedeutet |u) den Limes won
(xS p)P(‘B entlang T1(R).

Ist u ein P-praeinvariantes MaB mit u=[u), so gelten die folgenden Be-
ziehungen:

(k) inf sup lusf—uxPixPyxf —0; yfeE°.
PeS PSR

(kt) wrf=inf sup wxPy«Pysfy yfe@™
PeSt PoesR
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(x7) uxf—=sup inf wu=Py=Posf; ‘gfeB@°°.
PeSR PeSd

Ist umgekehrt « ein MaB aus Mg, fir das ein {B-invariantes Maf u existiert-
so da wenigstens eine der Beziehungen (k), (k*) oder (k) erfillt ist, so mu8

w« SB-praeinvariant und u=[u] sein.
Man erkennt weiter die folgenden elementaren Eigenschaften der praein-
varianten Mafle:

(p0) Ist u¢ MY, dann ist auch p(M}E und wir haben [u]= u.
pl) Fir alle Folgen ..., unéM;'ﬁ und ¢, ..., ¢, =0

ist Xcu (M;"é und es gilt: [X/o; cui)= Xl o)
(p2) Fur alle ‘UGMFI} und PeSp ist ,u*P(M% und es gilt: [u=P)=[u].

.. Konvergenzerzeugende Folgen. Bei einer bestimmten Ab-
zahlbarkeitsbedingung an die Verschiebungshalbgruppe 148t sich die Filterkon-
vergenz bei der Definition der Praeinvarianz auf Folgenkonvergenz zuriickfithren
Das begriffliche Hilfsmittel dafiir sind die konvergenzerzeugenden Folgen von
Verschiebungen.

Definition. Unter einer konvergenzerzeugenden Folge wvon Verschie-
bungen aus einer Verschiebungshalbgruppe R (kurz : K-Folge iiber R) verstehen
wir eine Folge P,, P, P,,..., von Elementen aus 3, so dap fir jedes
praeinvariante Map u gilt: lim u=* Pp=[u].

n-—oo

Weil fiir alle ‘"EM‘TS und P¢sR stets u=P¢ M% und [u* P]=|u] ist, muB
fir jede K-Folge P, P,,..., iiber s§ und jedes P¢P
(] lim (u+P)+ P, und damit [u]= lim w=(PxP,)

n—sco n—soo
sein. Wir haben damit die folgende elementare Eigenschaft konvergenzerzeugen-
der Folgen:

(Ko) Ist P, P,..., eine K-Folge iber P und PeP,
so ist auch P= P, P=P,,..., eine K-Folge iiber SJ3.

Ist ein MaB u ‘B-praeinvariant, so ist u S3-beschrinkt und es konvergiert .+ Py
u=P, ... far jede K-Folge tiber S8 gegen ein ‘R-invariantes MafBl. Die Frage
lautet, wann nur die -praeinvarianten MaBe diesen beiden Forderungen ge-
niigen. Die im folgenden formulierte Separabilititseigenschaft fiir Verschie-
bungshalbgruppen stellt eine hinreichende Bedingung dar.

Eine Verschiebungshalbgruppe B heiBt separabel, wenn es eine abzihlbare
Teilmenge £, von S gibt, so da die folgenden beiden Bedingungen er-
fallt sind:

(S1H Far alle u(M{’l" und alle f¢@°° gilt:



HALBGRUPPEN STOCHASTISCHER KERNE 1

o
w
“w

inf sup ||u|=f—u=Q=P=fl=0.
Qe PeR

(S2) Ein Maf p¢ M ist P-invariant, wenn gilt: u=Q=u; yQeL.

Theorem 1. Es seien "3 eine separable Verschiebungshalbgruppe auf
E und u ein Map auf A.

w ist genau dann S3-praeinvariant, wenn es -beschrinkt ist und fiir
jede K-Folge P, P,,. .., iiber 3 die Folge u=P,, u=P,,..., gegen ein R-inva-
riantes Mafp konvergiert.

1.5. Mischende fliichtige separable stetige Verschie-
bungshalbgruppen und ihre beiden Haupteigenschaften. Fiir
die geplanten Anwendungen auf Punktprozesse in (9] sind einige Spezialisie-
rungen fiir die Verschiebungshalbgruppen notwendig, die teils inhaltlich und
teils beweistechnisch begriindet sind. ’

Eine Verschiebungshalbgruppe R auf E heifit stetig, wenn fiir alle P¢R
und f¢@ auch P=f¢c@ ist.

¢ heiBt fliichtig, wenn es kein Yi-invariantes Verteilungsgesetz gibt. :

nv

Eine Verschiebungshalbgruppe @ heifit mischend, wenn fiir alle u GM‘B'
jedes P, ¢ R und alle B¢y gilt:

inf [|P(x, B)—(P=P,) (x, B)| u(dx)=0.

PG\B
Ist eine Verschiebungshalbgruppe @ konvex, d. h. wir haben X¢;P, ¢ R fiir alle
Folgen P,,..., P,¢R und alle c¢,,..., ¢,= 0 mit X¢;= 1, dann ist fiir alle P ¢R

stets ’ll— Y2 ¢ . Dabei ist fiir jedes P¢p die Folge P, P%. .. definiert durch
P\=F, PH=pP"=P; yn=12,...
Wir haben dann fiir alle ::(M:ﬁv und B¢

inf [|P(x, B)—(P=P,) (x, B)l u(dx)

PeSR

< lim [ |3 250 B)—((, 2P )Py (% B)| uldx)

=1im [+ Py(x, By Pi*'(x, B) | (dx)

: 2
= lim S uB)=0

Wir erhalten also die Giiltigkeit folgender Beziehung:

1.5.1. Jede konvexe Verschiebungshalbgruppe ist mischend.

Fiir die Anwendung auf Punktprozesse ist das folgende Theorem
grundlegend:

Theorem 2. Fiir jede fliichtige mischend separable stetige Verschie-
bungshalbgruppe auf E gelten folgende Aussagen:

(1) Fur alle u¢ Mf{l, alle B¢® und alle K-Folgen Py, P,,. ., iiber B ist
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lim [(P,(x, B))*u(dx)=0.
() Eine Folge von Verschiebungen P, P,,. .., aus B ist genau dann eine
K-Folge iiber S}, wenn

lim [ P, x, B) (P P,)(x, B)| u(dx)=0

n—eo

ist fur alle ,uerI'g' alle P¢R und alle |u|-Stetigkeitsmengen B ¢B.

(Ein B¢®B heifit Stetigkeitsmenge zu einem vorgegebenen MaB 4, wenn
der Rand von B beziiglich i das Mafi 0 hat.)

In Ergianzung zu Theorem 2 zeigen wir spdter noch:

15.2. Es sei ‘i eine separable stetige Verschiebungshalbgruppe auj E.
Sind die Aussagen (1) und (1) unter Theorem 2 richtig, so ist
fliichtig und mischend.

Im Falle fliichtiger separabler stetiger Verschiebungshalbgruppen ist die
Mischungseigenschaft gleichbedeutend mit einer Vollstindigkeitseigenschaft der
Menge der praeinvarianten MaBe. Wir haben nimlich die folgende Charakte-
risierung des Begriffs ,mischend®:

Theorem 3. Es sei s} eine fliichtige separable stetige Verschiebungs-
halbgruppe auf E.

‘R ist genau dann mischend, wenn fir alle we MY, alle P¢sp und alle

A das MaB uk +(uky)=Pe MY, ist und es gilt: u=[uk; +(uk,) = P].
A 34 A

2. Raumlich homogene Verschiebungshalbgruppen. Wie bereits in der
Einleitung erwahnt wurde, besteht ein enger Zusammenhang zwischen der
Konvergenz von Folgen homogen verschobener Punktprozesse gegen Misch-
ungen Poissonscher Punktprozesse und gewissen Gleichverteilungseigenschaiten
fiir Folgen von Verteilungsgesetzen (siehe etwa [10]), wie sie in [5] und [6]
untersucht wurden. Wir wollen in diesem Abschnitt darstellen, inwieweit sich
die Theorie dieser Gleichverteilungseigenschaften in das im 1. Abschnitt dar-
gestellte Begrifissystem einordnet. Dabei wollen wir uns auf den Fall E~ R
(s 1) beschrinken. Die im I. Abschnitt eingefithrten Begriffe und Bezeichnun-
gen bezieben sich deshalb im folgenden immer auf den s-dimensionalen eukli-
dischen Raum E-— R".

Wir fithren zunichst noch einige Bezeichnungen ein. Fiir MaBe u,, u,¢ M
bezeichnen u,+u, deren Faltung. 8 sei die Menge aller Verteilungsgesetze
-auf [E, A), und W’ die Menge aller Diracmafle 8, (x¢ E). Fiir jedes a¢ @ de-
finieren wir einen stochastischen Kern P, auf |E, 9] durch P.(x, A)—d,+a(A);
wAEN, x ¢ E. SchlieBlich setzen wir R={P,; a¢W)}. Fir alle a,p¢W haben
wir I),, »” l’ﬂzp(,. .40 PJ"* /)“ ,),...

Man sieht deshalb sofort:

2.1. \p ist eine Verschiebungshalbgruppe.

Offensichtlich gilt auch:

2.2. 3 ist stelig.

Weiter ist fiir alle Folgen ¢y,..., ¢,~0 mit X¢=1 und alle a,,..., a,

n
X P, woo
fml 1T l)(:-;‘-l‘la/)-
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)} ist also konvex. Wegen 1.5.1. erhalten wir deshalb:

2.3. 3 ist mischend.

Mit L bezeichnen wir im folgenden das Lebesguesche Maf auf E-—R.
Fiir ein Mafl u¢ M ist genau dann u=a=u; \yat¢ I wenn ein ¢ 0 existiert,
mit w-c- L. Weil stets u=P,—u=a ist, ethalten wir deshalb:

2.4. Es ist Mfﬁ"z{c-L: c=0}.

Aus 2.4. folgt sofort:

2.5. 33 ist flichtig.

Wir zeigen nun:

2.6. Es ist genau dann MEM‘B’ wenn gilt .

sup u=dg(B)<o~o; wB¢B.
x€E

Beweis. Wie man leicht zeigt, ist fiir ein «¢ M genau dann

sup uza(B)<oco; wBeDB
aE%

wenn

sup u=a(B)<oo; wB¢SB.
aefm',
Weiter folgt unmittelbar aus den Definitionen, dafi stets gilt:

sup u=P(B)= sup u=a(B), sup wu=a(B)= sup u=d.B).
Pe a€ LR ae L7 YEE

Daraus konnen wir nun die Behauptung von 2.6. ableiten.
2.7. R ist separabel.
Beweis. Wir setzen

B,—(—n,n); xn L

an(2n) (Lks ): wn -1

W, {a,; n 1}U{ds; alle Komponenten von x sind rationalj.
Q- {Pay at Wo)-

Ist w¢ M, so daB fiir jedes x ¢ R* mit rationalen Komponenten gilt wu=dx=u,
so muf ein ¢ 0 existieren mit u—c-L. Einu¢ M mit u+P- u; xyP¢ Q hat also
stets die Gestalt u=c-L und ist nach 2.4. demzufolge S-invariant. Die Bedin-
gung (S2) ist also fiir die abzahlbare Menge O, erfiillt.

Wir zeigen nun, daB auch (S 1) erfullt ist. Dazu sei zundchst ”&M‘I‘ und

fe@°°. Unter Verwendung von 2.6. zeigt man leicht, daf3
aup (= dg)s fl<oo
ist. Weiter gilt fur alle ac 3 und n -1 die folgende Abschitzung

sup | (u ¥ ay)w f—(u=dgwaray)f
ver

a, —a*a, |ya SUp (u*de)=!f .
x
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Dabei bezeichnet ||a,—a=ay|var den Variationsabstand der Verteilungsgesetze
a, und axa, Weil stets

lim || a,—a*ag ||var =0

n-yoec

ist, konnen wir nun schlieBen, daB zu jedem «¢W und £<0 ein 7. exi
stiert mit

sup E(I‘*dx*an,,a)*f_(/‘*dx* a*a,.ha)*f| <e.

Weiter zeigt man leicht, daf stets
sup (u*d8x*an)«f= sup (u=p*ay)=*f
x€eE 8 QB
ist.
Wir erhalten damit fiir alle £0 und a¢ W

sup (uxB*a)=f=sup (u*dg*a,  *a)s=f
"’5% x€E '

- sup (u*dexa, )xf—e=sup (usB=a, )=f—e
s . h .

Fiir alle a¢9® ist deshalb

sup (u=Bxa)=f= inf sup (u=f=ay)=*f
Py =l ge

daraus folgt
inf  sup (u*B*a)=f= inf sup (u=pB=a)=f.
a6 AeW €W seW
Letzteres ist identisch mit

inf sup uxQ=Pxf-— inf sup u=Q=P=f.
QeS} PeR Qe PeR

Ist ,uéM;'é, so folgt daraus

inf sup |[u]*f—u*QxPxf|=0.
Qe PeSR

Damit ist gezeigt, daB auch die Forderung (S1) erfullt ist.

Eine Folge a,, a,,..., ¢ 98 heiit schwach asymptotisch gleichverteilt (siehe (7]
Abschnitt 6.4.), wenn zu jedem >0 ein B, ¢ mit B,( ¢ e]*)=1 existiert, so
daf gilt:

lim |8, B, #a,— B, #a, |vae =0; ‘yX€R".

n—rex

Wir zeigen nun:
28. Es sei agpa,,..., ¢®. P, P.,..., ist genau dann eine K-Folge iiber
R, wenn die Folge a, a,,..., schwach asymptotisch gleichverteilt ist.
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Beweis. Fiir alle A¢3 mit L(A)>0 ist durch i,=(L(A))" ' Lk, ein Ver-
teilungsgesetz aut [E, 9] gegeben. Weiter setzen wir A= —={—x; x¢A}; vA€Y,
A, =|—¢, &*; we>0. Man erkennt leicht die Giiltigkeit der folgenden Beziehung.

2.8.1. Fiir alle a¢ W, n=0,1,..., und alle B¢B mit L(B)>0 gilt:

1) | P, (x, B)—(P.=* P“n) (x, B)| L(dx)=L(B) || izg— = ag—ip—*a*a|var.

Nach 2.1, 2.2, 2.3, 2.5 und 2.7 ist 3 eine separable, stetige, fliichtige und
mischende Verschiebungshalbgruppe. Beriicksichtigen wir noch 2.4, so erhalten
wir aus Theorem 2:

282. P,, P.,..., ist genau dann eine K-Folge, wenn fir alle a¢ Iy, alle
;L&M{’I} und alle L-Stetigkeitsmengen B¢ B gilt :
lim [|P, (x, B)—(Pux P, )(x, B)| u(dx)=0.
Es sei nun P,, P., ..., eine K-Folge. Unter Verwendung von 28.] und

2.8.2 erhalten wir
lim ||, #@,—0xxiy =ap var =0; ‘we>0, wXER"

n—oo

Daraus folgt sofort, daB die Folge ag, a;,..., schwach asymptotisch gleichver-
teilt ist.

Wir setzen nun voraus, da8 die Folge aq, a, ..., schwach asymptotisch
gleichverteilt ist. Fiir alle « ¢ 98 und alle beziiglich L absolut stetigen Vertei-
lungsgesetze 2 mufi dann

lim |1sa,—Ai=a=a, ya =0

n—o0

sein (siehe [7] Abschnitt 6.4.). Wegen 2.8.1. folgt daraus
lim f|P. (x, B)—(PaxPa, )(x, B) | L(dx)=0; wvB¢®B, watcW,.

n—yeo

Damit konnen wir auf die Giltigkeit der folgenden Beziehung schlieBen.
2.8.3. Fiir alle a¢ W und fcE® ist

hm |L*I)’,| *f——pu*Pan *fb:—'(.).

R—00

Wie man leicht sieht, ist fiir alle x¢ M und >0 das Mafl n =4, absolut
stetig bezilglich L und besitzt eine Dichte &, mit: &, (x)="(2¢)"7.u=d:(A.)
Weiter ist stets .

w* | P‘A *P.n w f— Py . ® Py Pq" w f
sug R X)L |P, #f—PoxP, #f|
xe n n
SchlieBlich ist nach 2.6 fir alle w¢ A'L13
sup u#dy(A,)< o e 0.

Wegen 2.8.3 erhalten wir deshalb
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2.8.4. Fiir alle ueM v atdW, f€@°° und alle >0 gilt:
lim | = P‘A # Pan wf— P‘.-Ié w Py Pa" =f1=0.

n—oo &

Es sei nun ,u&MsJS und f¢@°° Bezeichnet B, den Trager von P;=f—f
so erhalten wir fiir alle a¢® und 0<e<1

sup w | Py # Py f—Paxf]
it ‘

“(sup =35 (By) (sup (Ay,=de)=f f(x)).
x€E x€E
Weil B¢ ist, mufl nach 2.6
Sup w=d, (By)<oc
x€FE

sein. Weiter zeigt man leicht
lim sup |(4, *8y)=f—f(x) =0.
F £

=) XE€

Damit haben wir

lim sup wus P, #«P,sf—P,=f —0.
=0 L eR A,

Aus 2.8.4 folgt deshalb
2.8.5. Fiir alle ‘“EM‘B' w ¢ und fe@°° gilt:

lim w=| P, s f—Py# P, = f —o0.

R —y00

Fiir alle u(Mf{v acQW, f€E°° und n-0,1,..., ist

‘I‘u]*f—-u::«/)-”*fk
I/‘I*/"‘/‘*'[u”:"’ P, f ~141.u*P,,"*P,*f——.u:ﬁ P,,n*f

< sup (u|=f-usxPsP,sflduxlP, «f—P, «P,xf.
Pe‘l{ n n

Wegen 2.8.5 konnen wir deshalb auf
lim (u] s f—us Py «f| 05 wue MG v/ (6

n—soo

schliefen. Mithin ist £,, P.,..., eine K-Folge und 2.8 ist bewiesen.

2.9. Ein Map u auf ) ist genau dann ‘B-praeinvariant, wenn ein c¢ >0
existiert mit

iow S| =n, nf)

lim s w v —c| =0
e ?2? (2ny ¢
Beweis. Fiir alle n=1,2,..., setzen wir 1, (2n) *.Lk s. Sei zunichst

[—n,n]""

w ein Mafl auf ) mit:
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2.9.1. - o ([—nnP) | _
! fmosp " e 0

Fiir alle Be% existiert ein n mit B [—n, n|. Weiter ist wegen 2.9.1 fiir alle
n=1,2,.

sup w=P(|—n, nf)= sup u=a(|—n, nf)- sup [ —n, nJF)<ce.
PeSR a€SR

Es ist deshalb u¢ M‘B' Weiter sieht man leicht, da8 fiir alle n=1,2,... das Maf
A, absolut stetig beziiglich L ist und die Dichte
dn(X) == 0] -n, n}))/(2n); wxeE

besitzt. Fiir alle f¢€°°, n=1,2,..., und y¢E gilt deshalb
Sup | (u=ip*a) s f—cl- fISUP (msdnsdg)sf—cL=f
QE%

7. [ ux dd[—n, nf) [ .
L= f. fgg} am €l

Wegen 2.9.1. ist dann tiir alle f¢E°°
inf sup |u=dpsa)xf—clL=f|=0
n "6%
und damit auch )
inf sup |u=Q=Px=f—cL=f|=0.
QeP PesR
Da nach 2.4 cLerf." ist, muf8 deshalb ,uéMfI; sein. Wir setzen nun voraus,

daB uerB ist. Die Folge i, 4, ..., ist offensichtlich schwach asymptotisch

gleichverteilt. Damit ist auch fiir ]ede Folge x, Xg,..., aus E die Folge =4,
Ay#dy, ..., schwach asymptotisch gleichverteilt. Wegen 2.8 ist deshalb stets
Py, 5.0 Py sy eine K-Folge iiber s. Weil ueM"l'l war, mufi dann auf

Grund von 24 em ¢ -0 existieren, so daf8 fiir alle f¢E°° gilt:
lim | u= Py ax)"‘f“flf*f =0

n—co

Letzteres ist gleichbedeutend mit
lim | (s An = d,.-") wf—cL=f|=0.

Da die Folge x,, x.,..., beliebig gewihlt war, haben wir damit
2.9.2. lim sup |(a=2,#0x)sf—cL=f|-0; xyfe@™°.
n-sco x€F
hs sel nun f¢@°° dergestalt, daB8 f identisch Null aulerhalb der Menge [-1/2,
1/2¢, L«f 1 und | f =a ist. Fir alle \1(1: und ~ 1,2,... mufi dann gelten

' )

3o N

1
2

s

~aaph 0 (|~ —n+g, n=
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T u*(’x( ~n+% , ll——;-l‘)

(2ny*

(e a0 = e weow (| =n s g\ [ =n S n—g )

Da ‘“&M‘B ist, erhalten wir unter Verwendung von 2.6 weiter die Beziehungen
. a 1 1]s 1 1]s\
lim sup W"*d‘“—"‘T' n+—2—] \[—'H"‘j , n—7} )—0

noo— x€E
: . a . _a [ R o
lim :255) ((2’-& w0 ([ — n, nf) T ,‘*6,“ nt—, n—o )) ~0.

k—yco

Wegen 2.9.2 konnen wir deshalb auf

lim sup | = ddl—m,nfF)
n—oo x€E | (2’”‘——7 ¢ l =0

schliefen. Damit ist 2.9 bewiesen.

3. Beweis von Theorem 1. Wir formulieren zunichst einen Hilfssatz, den

wir noch einmal im nichsten Abschnitt benotigen.
3.1. Qo Q... .., seien Verschiebungen aus der Verschiebungshalbgruppe

R, u und u Mape auf W und f eine mepbare reelle Funktion auf E, so dap
die Bedinguncen u=f< oo, sup u=P=|f|<co erfiillt sind.

PesR
Die folgenden beiden Aussagen sind dquivalent:
3.1.1. Fiir alle Py, P,,. .., ¢B gilt:

limpyeo 1t * Q.*Pnlf::u‘f,
3.1.2. Es ist
lim, . s"pPesB |usf— pu=Q,=Pxf —0.

Beweis. Aus 3.1.2 folgt offensichtlich 3.1.1. Nehmen wir nun an, da8
3.1.2 nicht erfallt ist, d. h.

lim sup ,umf—»-th,,*p*f d>0
PeSR
gilt. Dann kann man eine Folge P, P,,..., ¢} auswihlen, so dall

lim | s f—ur QuuPpef| d>0
ist. 3.2.1 kann also nicht gelten. Die Beziehung 3.1 ist damit bewiesen.
Wir fiihren nun eine Verschirfung des Begriffes der K-Folge ein:
Eine Folge P,, P,, ..., ('} heipt K*-Folge iiber i, wenn fiir alle u¢ Mf’l; und

alle [€¢@°° gilt.

lim sup ||u|*f— wwPawPxf| 0.
noe pes
Aus 3.1. ergeben sich sofort die folgenden Aussagen:
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(K0) Qo Q- - -, ist genau dann eine K*-Folge iiber 3,
wenn fir alle Py, P,,..., ¢ 0 stets Qy= Py, Qy=Py,. ..,
eine K-Folge iiber Q8 ist.

(K1) Ist Qo Qy. .., eine K*-Folge iiber 3, so ist fiir beliebige
Folgen P, P,,..., ¢} auch Qo= Py, Q,*Py,. ..,
eine K*-Folge iiber |
Wir erhalten nun die folgende wichtige Beziehung:
3.2. Ist R eine separable Verschiebungshalbgruppe dann existiert eine
K*-Folge iiber ‘.
Beweis. Fiir jedes Q¢*, ,uerB‘ und f¢@°° setzen wir

d(Q, u,f)== sup |[u]=f—u=Q=P=fl.
PesR
Oifensichtlich gilt stets d(Q, = Qq, 1, /)=d(Qy u, f). Ist P separabel, so existiert
nach Definition eine abzdhlbare Teilmenge £, von B mit inf d(Q, u, f)=0
Qe
fiir alle uerﬁ und f¢@°°. Es sei nun Q,, Q,,. .., eine Numerierung der Ele-
mente aus . Wir setzen R,=Qy#:--=Q, fiir alle n=0,1,... Es ist dann
lim, .. d(Ru, u, f)=0 fiir alle u(Mfl's und f¢@°°. Das besagt jedoch, daB R,
R, ..., eine K*-Folge ist. Wir kdnnen nun Theorem 1 beweisen.
Nach Definition konvergiert fiir jede K-Folge P, P,, ..., iiber 53 und alle
we MF‘B die Folge der MaBe u=P, u=P,,..., gegen ein P-invariantes Ma8
Sei nun umgekehrt ein Mafl wu¢ M‘B gegeben, so dafi fiir alle K-Folgen
P, P,,..., die Folge =P, u=Py,..., gegen ein ‘P-invariantes MaB konver-
giert. Da mit P, P/,..., und Py, P{,..., auch P P, P P;',..., eine
K-Folge ist, muB ein MaB . existieren, so das fiir alle K-Folgen A, P,,....
- liMyyw u= P, ist. Nach 3.2. existiert eine K*-Folge Q, Q,,..., iber 3,
Wegen der Eigenschaft (K*0) muB fiir alle Folgen P, Py, ..., ¢ P stets Og= P,
Q +Py,..., eine K-Folge und deshalb 1, e wx(Qq=P,) sein. Unter Verwen-
dung von 3.1 konnen wir deshalb auf

lim sup usf—usQu=Psxf]

n-e pe \B

fiir alle /¢ @ schlieen. Letzteres zieht nach sich, daB u -praeinvariant und
[«] ~ u ist. Damit ist Theorem 1 bewiesen.
4. Die Algebra (f,i'b Fir den Beweis der Haupteigenschaften flichtiger

mischender separabler stetiger Verschiebungshalbgruppen sind die durch die
Definition der Praeinvarianz und der K-Folge garantierten Konvergenzeigen-
schaften nicht scharf genug. Die fiir die Definition der Topologie auf M maB-
gebliche Funktionenalgebra 8% ist schlecht an die Verschiebungshalbgruppe
angepaBt, da G» im allgemeinen nicht ‘B-invariant ist, und zwar auch dann
nicht, wenn ‘]! stetig ist. In dem letzteren Falle kann man jedoch beweisen, daf
von allein starkere und besser brauchbare Konvergenzeigenschaiten erfiillt sind.
Im weiteren sei stets s} eine separable stetige Verschiebungshalbgruppe auf E.
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Mit (g‘:{ bezeichnen wir die Menge aller stetigen beschrinkten Funktionen f
auf £ mit

sup u*Px|f <oo; vuéM%

Pe sB
und

inf lm [ f(x)|kg(x)(u=P,)(dx)=0

B¢ ‘B n—oo

fir alle «w¢ M, und alle K-Folgen P, P,,..., iber .

4.1. Fiir alle _fe(S,i’B und alle u¢ M{’l'3 gilt :
inf inf  sup [ |f(x)|kgz(x)(uxPy=Py) (dx)=0.
Pe} BeP PeSP
Beweis. Wir wollen annehmen, daf fiir ein uGMSé, ein fe(s;%g und ein
d>0 gilt:
inf inf sup [ |f(x)|kz(x) (u= P+ Py) (dx) >d.
Pe ‘B Be % P, SB
Wir konnen nach 3.2 eine K*-Folge Qp @Q,-.., auswihlen. Auf Grund der
Eigenschait (K*0) ist fiir alle Folgen Py, P,, ..., ¢ Pdie Folge Q.= Py, Q,*P,,...,
eine K-Folge. Unsere Annahnie erlaubt es uns nun, zu jeder Folge B,, B,. ..,
¢ B eine Folge P, P;, ..., ¢33 auszuwiihlen, so daf

S (X)| ky (X) (s QnxPy)(dX) > d
tiir alle n=0,1, ..., ist. Es ist moglich, die Folge B, B;,..., so zu wihlen,

daB stets B, C B,., ist, weiter zu jedem B¢ B ein n existiert mit B C B, und
schlieBlich |Jz_, B,--E ist. Es ist dann

inf lim [ |f(x) kg (x) (= Qu Pa) (dx)—d>0.
BE“B n-—soce

Letzteres steht jedoch im Widerspruch dazu, daB Q,+ /P, Q;*FP,,..., eine

K-Folge ist. 4.1 ist damit bewiesen.
Man sieht leicht, daB die folgenden elementaren Beziehungen gelten:

4.2. Es ist @w;@{’Bg@;
4.3. Fur alle f,, fa @?B und c,, c,¢R ist c,.f, —‘rc,.f.ze(s‘\’B.

4.4. Es sei f¢© und h((ifB. Ist f(x)| = |h(x) ; xyx€E so ist auch

feGy-
Neben diesen Eigenschaften benodtigen wir noch die folgenden beiden

Beziehungen :
4.5. Fiir alle j’((g‘\'B und P¢sp ist P/-e(&;:’B.

4.6. Fur alle uc M{’I:g und jede K-Folge P, P,, ..., iber 3 gilt.
[;4'*[::— lim w# P/ Vf((s‘:u
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Unmittelbar aus 3.1 und 4.6 erhalten wir die Giltigkelt der folgenden
Aussage :
4.7. Fiur alle MGM% und alle fe(}',?B gilt :
inf  sup | [u]sf—u=P =Py fl=0.
Pesy PSP
Zum Beweis von 4.5 und 4.6 benotigen wir die folgende Beziehung*
4.8. Es seien P, P, ..., eine K-Folge iiber ‘3, yerﬁ und f eine nicht-
negative Funktion aus §, so dap gilt:
sup usPsf< oo, [u]=f < co, im pxPpsf=[u]=f.
pegB n-sco
Dann ist
inf  lim [ f(x) ks (x)(u= P,)(dx)=0.
Be P
Beweis. Es sei By¢®. Wir wihlen ein g¢ G und ein B¢B mit kg, (x)
=8(x) < ky(x); ‘wx¢E. Es ist dann g.f@% und wir haben

lim [ f(x) kg (x) (= Pa)dx)=lim [ (1--g(x))f (x)(u* Pn)(dx)

W [l = (1 —8) )~ [ ] (X) kg, (%) [u] (dx).
egen [ f(x)[u](dx) < oo konnen wir deshalb auf die Behauptung von 4.8
schlieflen. Wir zeigen nun

4.9. Es seien P, P,,..., eine K-Folge iiber |}, u¢ ME’]'3 und f€ @, so dap
gilt :

sup ws P | f|<co, (u]=|f <eoe, inf lim [|f(X) kg(x)(u=* P,)(dx)=0.

Pe s Be P n—oee

Da’lfl lSt limn—ooo ‘lt*P,, *f=[‘u] *f.

Beweis. Es seien B¢ B und g¢ @ mit kg(x)<g(x)=1: y x¢cE. Es ist
dann g.f¢@E% und wir haben

lir:l )= f—us Pasf|

!l"l*‘(l—g)f)w-flimiu*Pn*((]—g)f)
ua) (kg L f ) D+ 1im s« Py = (kg 1))

AUf Grund unserer Voraussetzungen konnen wir deshalb auf lim | [u]*f —nu
*Pn*f; 0 schliefen. 4.9 ist damit bewiesen.

Wir kommen nun zum Beweis von 4.6.
~ Dazu seien yEM:’i{ und P,, Py, ..., eine K-Folge iiber sp. Fiir alle f(@'f{B
ISt nach Definition SUPp ey /¢ * P« |f <oo und, da |u]¢ M‘:l's ist, auch [u] = | f |< co.

S

Schlielich haben wir noch nach Definition von @:13

inf lim [ f(x) Ra(x) (u=Py)(dx)=0
ney
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fur alle f€Gq. Wegen 4.9 muB deshalb gelten: [u]«f=limp e s P,«f;
v fE @%3 Damit ist 4.6. bewiesen.

Abschliefilend fithren wir den Beweis von 4.5. Es sei f((i"%. Dann gehoren
auch |f und f+, definiert durch f+(x)=max {f(x), 0}; v x€ E zu @213' d. h.
fiir alle ueré und alle K-Folgen P,, P,, ... gelten die Beziehungen

sup u#Px|f|<oo, sup uxP*f+ < oo, [u]=|fl < oo, [u]sf+ < o
Pe R PESR
inf lim [ |f(x) kg(x)(u=P,)(dx)=0, inf lim [f+(x)kz(x)(u=P,)(dx) 0.
BeB BeP
Wegen 4.9 muf deshalb fiir alle K-Folgen und alle yeM% gelten:
(] +[£1= lim s Pys £, [u] o/ = lim s Prsy .
Da fir alle P¢SB mit Py, Py, ..., auch Py=P, Pi=P,..., eine K-Folge ist.

erhalten wir auch
[[u]V(Pu f‘)= lim ua‘:p”*(P* _f )' [#)*(P*f"‘): lim ”*Pn:g(P*f'f')

n—oo

fiir. alle K-Folgen AP, P,,..., alle "EM% und alle P¢R. Weil auBlerdem fiir
alle u(MfJ's und alle P¢sp gilt:
() sup uxP s (P=|f))< oo, sup u=P =(P=fT)<lce,
prQ\B 1”6‘]3
[e] = (P=|f|)< oo, [u]=(PxfF)<oo
konnen wir unter Verwendung von 4.8 auf
inf lim w«P,«((P+| f|) kg)=0, inf lim usPy= ((P*f*)kz)=0
Be'B Be B
fiir alle ,u(M% , alle K-Folgen P, P,,..., und alle P¢sp schliefen. Weil fiir
alle PER,P=f=2P=f+—P=|f]| ist, ergibt letzteres:
inf lim 7 n*((P:;f)kﬁ)::,()
Be B
fiir alle ,u&Mrfs und alle K-Folgen P,, P,,..., iiber 3. Wegen (=) konnen
wir daraus schlieen, daB stets P*f((&? ist. 4.5 ist damit bewiesen.

5. Beweis von Theorem 2. Wir setzen im folgenden voraus, da ‘3 eine
mischende fliichtige separable stetige Verschiebungshalbgruppe auf E ist. Man
erkennt leicht die Giltigkeit der folgenden Beziehung:

5.1. Fur alle ueM:ﬁ”. alle Py¢ R und alle f¢ L ist
inf ,umlj/'-f~,«P0*/|:,.0,
P(\B

Wir zeigen nun
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5.2. Es seien f,,..., fn nichtnegative mepbare Funktionen auf E mit
X2 fi(x)=1 fir alle x¢E und P, ...P,¢R. Firalle u¢ M,‘i; ist auch (ufy)

*P+ . .. +(ufn)*Pn€Mfi'3 und es gilt : [X7_, (uf) = P;)=|u)
Beweis. Wir setzen A=2X7_,(uf;) = P, Fiir alle he@% ist dann
sup ix=P=lh|<n- sup u=Psx h| oo,

Pe SR Pe SR
d. h. wir haben “M‘l" Weiter hat man

l[,u]*.\‘—lzLP*h|;>|[p]*h—u*P*hi+ iy*lP*h-P*P,*h .
i=1

Hieraus folgt
im |(u]» h—AePsh| = = limus Pxh—PsPysh|.
I(P) =t
Zum Beweis von 5.2 geniigt es deshalb zu zeigen, daf fir alle P, und
he@e gilt:
lim us|Psh—P=Py=h|=0.
I1(R)
Dazu erhalten wir zunicht fiir alle P, ¢} die folgende Abschatzung :

“_ﬂllll*!P*h—P*po*hﬁ; |inf sup w= Ps*Pr_»*(h—Po*h)

I1(R) PeR PeB
< inf sup w=|Py=P,« P (h—Py+h) = ini sup wxPysPy| Pys(h—Py=h) .
PeSP Piep P:eP PseSP

Wegen 4.2, 4.3 und 4.5 ist ;px*(h—p,:h)eeo:?B. Nach 4.7 muB deshalb
stets
inf sup y*P,ztPglpl*(h—Poth)|_:[y]$|Pl*(h-—P°*h)
P.eR P’
sein. Damit haben wir
lim us|Psh—PsPysh|=inf [u]s|Psh—PsPysh,
11(p)
Wegen 5.1 ergibt das
lim u* Psh—PxPy«h|=0
II(R)

und 5.2 ist bewiesen.
5.3. Es seien wuct M{’I}. A€, PeSP und f¢ @',fB. Fiir alle K-Folgen P,,

Py, ..., wber |} gilt:
lim (uky) s Poe(f—P=f)0.
Beweis. Wir setzen 1= u;-+(uky)+P,. Nach 52 ist dann A€ Mpr und
[4]=[u). Das zieht wegen 4.6 B
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lim (u#Ppsf—AisxPpxf)=0

n—co

nach sich. Andererseits ist stets w=Ppxf—ixPysf=(uky) s Po(f—Py+f). Da-
mit ist 5.3 bewiesen.

5.4. Fiir alle uc M\"I'{ und alle fEGfB gilt :

inf  sup wxP,=(Py=f)?-=0.
PeR PeS
Beweis. Wir wollen annehmen, da ein u¢ MP', ein h(@iﬁ und ein d >0
existieren mit
inf sup u#x Pyx(Py=f)3>d.
Pe PeSB
Ohne Beschriankung der Allgemeinheit konnen wir dabei voraussetzen, daBl 4
nichtnegativ ist. Fiir jedes P¢ S koénnen wir dann ein Rp¢R auswihlen mit

w# Rp#(P=h)2>d. Der lineare Raum (S?B wird mit der Norm | |/, versehen,
definiert durch
1fla=pet |f| + sup u=P=|f]; v/EeGy
Pe SI}
Dabei ist | f| =sup.e £|f x) |. Fiir jedes P¢ R stellt Ly(f)—u= Rp=((P*h)(Pxf)
v fe (S?B eine Linearform auf @:’B dar. Wir bekommen
| Lp(f)= k| sup wu=P'= f =| k| |T].
Pre \B
und sehen, dal L, stetig ist mit
54.0. |[Lp | h|; xyPe.
Aus 5.4.1 folgt die Existenz einer stetigen Linearform [ mit folgenden
Eigenschaften:

Fir jedes P¢s), alle ¢>0 und f,,..., fa E(S?B existiert ein Q¢ mit
[L(f) Lp.o(fi)l<oo; ~yi=1,..., n. Offensichtlich gilt
5.4.2. L(h)—d, L(f) |f| suppcqu*P=xh; vf(@‘:B. L(f)—0; vfé(i:’u
mit f- Q.
Fiir alle £>0 und P, ¢ P existiert ein Q¢ mit |L(f)|-~e+|Lp . ¢ (f)I,
Weiter ist stets
[Lp, oo (f) == Rp, e @yx((Py* Qe h) (Py+ Qu=f))|
[h s Rp aqyePr=Qu+fl=|h| sup usPyx Py f .
P e
Es gilt deshalb
5.4.3. [L(f) - || k| [u]= f]|.
Aus 5.4.2 und 5.4.3 folgt, daBl ein MaB » existiert mit L(f)=»r=/; v f¢ G?l*-
wB) - u(B); v BB, 0<y(E)< oo,
Zum Beweis von 5.4 geniigt es noch zu zeigen, daB V)M"“l‘; ist. Wir ge-

langen dann namlich zu einem Widerspruch zu der Voraussetzung, daB S}
flachfig ist.
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Es ist genau dann »¢ MY, wenn gilt:

sl}'
5.44. L(Poxf)=L(1); v fECQ; W Po€ B

Es geniigt deshalb 5.4.4 zu zeigen. Dazu geben wir ein ¢>0 und ein P, ¢}
vor und konnen ein Q, ¢ R finden, so daB die Beziehungen |L(f)—Lpsq)(f)
<e/2, | L(Py+f)—Lpsqy (Po=f)|<e/2 gelten. Es ergibt sich

|L(f)—L(Po=f) | = e+ Lipsay( N—Lpsa(Po= )|

e+ h|supu=P,= P xf—P,=Py=f.
P:ENIE

Da dies fiir alle 2 ¢°R und £>0 richtig ist, erhdlt man fir alle PR
\L(f)—L(Po=f)|=| k|| inf sup u=Pys|Pyxf—Py=Poxf]

PIECIQPtGSB
|| inf SupIu-:=P4_.::<fP:ﬁ:P:gf-—Pl$P*Po*f.
PeqQ P:€R
~|'h | inf sup wxP s Pys|Psf—Px=Pysf .
pnGSBplGQB

Wegen 4.3, 4.4 und 4.5 ist mit f auch | Psf—P=x Posf!((ng. Letzteres ergibt

deshalb in Verbindung mit 4.7 |L(f)—L(Py=f) =| h||u]= Psf—Ps=Py=f|;
v P¢SR. Wegen 5.1 folgt daraus L(f)=L(P,+f). Damit ist 5.4.4 bewiesen und
der Beweis von 5.4 abgeschlossen.

5.5. Fiir alle ,uEM\'i; und alle mepbaren nichtnegativen Funktionen h mit
wuxh< oo ist ‘“heM%} und es gilt: [uh]=0.

Beweis. Es sei g eine mefibare beschrinkte Funktion auf E mit
0—-g(x)=—h(x): wx€E. Dann gilt: uxg* | gllu=g-| g|u=h. Fur allefe(_x,?B
bekommen wir wegen 5.4

int sup |(ug)s Py=Posf =Yusg® inf supyus (P xPysf)
P‘“BP"\B P.G\BP:G»B

<Jurg? inf supJuxPy (P +f)?=0
Pl‘\l{ Pf‘\B

Weiter haben wir deshalb fir alle f¢ (glis

inf sup i(ph) w Py # P, *f
Pa‘(1§ Pr(\B

<|f| uwx(h—g)+ inf sup (ug) =Py« Py [l | flu=(h—g).
Pe \1{ P.€ \1{

Wegen u=h<oo konnen wir daraus die Behauptung von 5.5 ableiten.
Aus 5.5. folgt, daB fiir alle y(Mfﬁ und B¢ ‘B(,u-ks)éMfl'{ und [u-kgl=0

ist. Andererseits ist wegen 4.3, 4.4 und 4.5 mit f auch |f —P‘,-ﬂ(@%& fir alle
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P, ¢B. Wir erhalten deshalb unter Verwendung von 4.6 fiir alle P¢SR, y(M,Ip;
BGQ},fEG?B und alle K-Folgen P,, P,, ..., iiber S}

lim (uk) « | P (f— P f) | <1im (ukp) = Pus|f—Pouf|=(ukp|*| f—Pxf|=0.

n—oo

Es gilt also die folgende Beziehung:
5.6. Es seien wu¢ Mfl;, B¢®B, PcSR und f¢ GOSB. Fiir alle K-Folgen P,, P,, ...,
iber 3 gilt :
Iim (ukg)* | Pps(f—Po=f)|=0.

Wir zeigen nun:
5.7. Eine Folge Py, P,,...,¢R ist genau dann eine K-Folge, wenn fiir

alle u¢ ,"1;, P¢SR und fe(_K,?B gilt :
limus| Py f— Pys Psf|=0

Beweis. Es sei zunachst P, P,, ..., eine K-Folge. Fiir alle u¢ M, P¢ R
und fe@:?B ist nach 5.3.

5.7.1. lim (uky) * Py (f—P=f)=0; v A€ .
Und nach 5.6.
5.7.2 lim (ukp) * | Pux (f—P+f)|=0; v B¢B.

Nach dem Lemma aus Abschnitt 2 in [4] sind die Beziehungen 5.7.1 und
5.7.2 hinreichend fiir lim, ,us | Pn=(f—P=f) =0, d. h. wir haben -
5.7.3. iMoot # | Py f—P,« Psf|=0 fiir alle “‘M*pf*' Pe¢R und f((S,?B.

Es sei nun ,u&M%,fE(&W und Py, Py, ..., €8 Es ist dann fiir alle P¢s
und n=1,2,...
Nl f—px Posfl=|(u] #f —px Pas Prfl4| usPax Prf —pusPosf
<sup | [u]#f—uxP «Psf|tus|Ppsf—PpxPxf .
PrER

Ist 5.7.3 erfiillt fir alle P¢S3 und f€ B, so erhalten wir daraus

lim |[u]f—p* Poxf = inf sup ul*f—u= P = Pxfl=0.
n—oco P(\Bp’e&l{

Damit ist 5.7 bewiesen.

5.8. Es sei u¢ M\’]’; und f¢ @?l‘ Fiir alle K-Folgen P, P,, ..., iber ! gilt :
lim,, oo # (Py f)?=0.

Beweis. Es sei P¢'3. Wegen 5.7 ist dann

lim | jon (Pasef)?—un (Pye Pof)? |2 f| limps | Py f— P Pxf|=0.
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Unter Verwendung von 4.4 und 4.5 zeigt man nun leicht, dai mit f auch
(P*fP((S?B ist- Wir erhalten deshalb fiir alle P'¢ s

lm s (P f)2= limu s (Py= P=f)?<lim us Py #(Pxf)?
o ~luls (P 2 [l = P s (P f)*
Nach 5.4 ist jedoch stets
infsup (u]= P’ = (P=f)2=0.
P P

Daraus konnen wir nun die Behauptung von 5.8 ableiten.
Wir kommen nun zum Beweis von Theorem 2.
Die Behauptung (I) von Theorem 2 erhalt man unmittelbar aus 5.8, wenn

man beachtet, daB zu jedem B¢ @ ein f¢ @2)3 existiert mit f(x)=kg(x); W x€E

und stets gilt (P = kg)(x)—P(x, B). Um Behauptung (Il) zu beweisen, betrachten
wir zunichst eine K-Folge P, P,, ..., iiber B. Nach 5.7 ist dann

limp ot s | Py f—Pp=Pxf|=0
fiir alle «w¢ M5, P¢R und f¢e@%. Daraus kann man schliefien, dafl
34
lim f,u(dx) P,(x, By—(P,=P)(x, B)|=0

n—oo

fiir alle P(‘B,yéMf’B und alle [u]-Stetigkeitsmengen B¢ gilt.
Sei jetzt umgekehrt eine Folge Py, Py, ... ¢*B gegeben, so dafl

lim f,u(dx) P,(x, B)—P,= P(x, B)| =0

fiir alle _u&Mf’é,P(\B und [u)-Stetigkeitsmengen ist. Man kann daraus schliefen

daB limpeou Pp#f— P+ Pxf|=0 fir alle ,uerI;. PER und fe@E% ist.

Aus dem zweiten Teil des Beweises von 5.7 geht hervor, dal letzteres
hinreichend dafiir ist, da8 P, P,, ..., eine K-Folge ist. Damit ist Theorem 2
bewiesen.

Wir beweisen nun noch die Beziehung 1.5.2.

Dazu sei iiber die Verschiebungshalbgruppe R nur vorausgesetzt, dal sie
separabel und stetig ist.

Unmittelbar aus der Aussage (II) unter Theorem 2 folgt, daf @ mischend
ist. Man muB nur im Auge behalten, da nach 3.2 fiir separable Verschiebungs-
halbgruppen K*-Folgen und damit auch K-Folgen existieren.

Wir wollen nun annehmen, daB SR nicht fliichtig ist, d. h. ein Verteilungs-

gesetz v(M:{{ existiert. Es gibt dann ein B¢®B mit »(B8)>0. Wir bekommen
dann fiir alle P¢R

W B)= [P(x, BMdx)=<¥B)2 +A{x ¢ E; P(x, B)=»(B)/2})

und damit »({x ¢ E; Plx, B)y=v»(B)/2})= »B)/2; v PeR. Daraus folgt nun fiir
alle Pesp



250 K.-H. FICHTNER, J. KERSTAN

[(dx) (P(x, B)?=(»(B)/20»({x € E; P(x, B)=%B)/2})=((B)/2)’.

Wegen »(B)>0 ergibt das jedoch einen Widerspruch zu der Aussage (I) unter
Theorem 2. Damit ist 1.5.2 bewiesen.

6. Beweis von Theorem 3. Im folgenden sei S eine fliichtige, separable
und stetige Verschicbungshalbgruppe auf E. Ist 3 mischend, so folgt aus 5.2

dafl fiir alle A¢9(, alle P¢S und ueMT das MaB unky +(uky) = PEM und
[ykfl-{»-(/tqu)*P]—"u ist.

Wir setzen nun umgekehrt voraus, da8 fiir alle A¢9, alle P¢*) und alle
u&Ml\i}v das Maf} #k'A‘+(!‘kA)*PEM?£} und [Mkz—w'—(AukA)*P]:u. ist. Auf die
gleiche Weise wie 5.3 unter Verwendung von 5.2 bewiesen wird, erhalten wir
zundchst.

6.1 Es sei u(Mi]"sv, Ac, Pes und f¢@". Fiir alle K-Folgen Py, P,, .
iber 3 gilt: lim (uky) # Rus (f—P=f)=0.

Wir zeigen nun

6.2. Fiir alle ueMii“ und alle B¢® ist “kBGMl\ und es gilt: (ukg|=0.

Beweis. Wegen Theorem 1 geniigt es zu zeigen, daf fiir alle K-Folgen
P,, P, ..., iber |} und alle f¢ @?B stets gilt:

lim (ukg) = Ppn = f = 0.

n—oo

Wir wollen annehmen, dafl ein ,u(M(:f\v, ein B¢y, ein he(S,?B, ein d>0 und
eine K-Folge Py, P,, ..., existieren mit lim|(ukg)=P,+* h|>d. Ohne Beschrdn-
kung der Allgememhext kénnen wir voraussetzen, dafl h mchtnegatlv und
lim, .. (ukg)+ P,+h=d ist. Wie beim Beweis von 5.4 wird (S,\r zu einem line-
aren normierten Raum gemacht. Dabei stellt fir iedes n=0,1,..., La(f)
(ukg) = Pp=f; v_fe(gi’B eine Linearform auf G(‘)B dar, die stetig ist und es
gilt: [L,| 1; xwn—0,1,... Daraus folgt, daBl es eine stetige Linearform L
mit folgender Eigenschaft gibt:
Zu jedem >0, jedem n, und f,, ... -/}E(S?B existiert ein n, —-n, so da
gilt : L(f,)HL,,l(f,) <e,xgi—1,...,k

Weiter erhilt man:
6.2.1. Es ist L(h)=d.

6.2.2. Es gelten die Beziehungen: L(f)l=uB)|f | vfe(sj;'BM(f)'
wx|f ] vféG\B.L(f) :0; Vfé&Bmltf -0.

Sei nun IGG‘B Zu jedem n, und £>0 existiert dann ein 7, =>n,mit|L(f)
L. (f)|<e/3, | L(P=* f)|<<e/3.Das ergibt L(f) L(P+f) <2e/3+|(ukp)+ Pn *(/

— P+« f)| Nach 6.1. kann man n, so grof wihlen, da (ukg)* Pn+(f— P « f)
<&/3 ist fiir alle n -n,. Wir haben damit L(f)—L(P=f)| >e Es gilt also

6.2.3. Fir alle f¢ "1 ist L(f)=L(P=*f).

‘ Wie benn.Bewels von 5.4 konnen wir nun aus 6.2.1, 6.2.2 und 6.2.3 auf
die Existenz eines ‘R-invarianten Verteilungsgesetzes schlieBen und erhalten
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somit einen Widerspruch zu der Voraussetzung, daB S} fliichtig ist. 6.2 ist
damit bewiesen.

6.3. Es seien uc¢ Mgﬁ", Be¢®, Pe und f¢ (sj\i3 Dann gilt fiir alle K-Folgen

P, Py, ..., iber
lim (ukg) = | Pp=(f—P=f) =0.

Man beweist 6.3 unter Verwendung von 6.2 auf die gleiche Weise, wie
5.5 unter Verwendung von 5.4.

Es seien nun w¢ MY, PR, f€G%® und P, Py, ..., eine K-Folge iiber &

R

Aus 6.1 und 6.3 erhalten wir
lim (uky) s Pax (f—P=f)=0; v A€ A, lim(ukp) s | Pps(f—P=f)|=0; v BeB.

n—oo n—oo

Nach dem Lemma aus Abschnitt 2 in [4] folgt daraus lim, . u=|Py=(f—P=f)
0. Nach 3.2 existieren stets K*-Folgen und damit auch K-Folgen iiber R.

Es muB deshalb infpeqyus| P f—PsPysf|=0 fir alle PyeR, alle ue M‘gﬁ“ und
alle f€ @ sein. Man zeigt leicht, daBl dann auch inpr\B‘u*iP*f—P* Py=f!=0
ir alle P, ¢, alle ,ueMii; und alle f¢L! ist. Das schlieBt ein, da8 @ mi-
schend ist. Theorem 3 ist damit bewiesen.
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