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ASYMPTOTISCHE INVARIANZ BElI HALBGRUPPEN STOCHASTISCHER
KERNE 11

JOHANNES KERSTAN, KARL-HEINZ FICHTNER

Im ersten Teil der Arbeit unter diesem Titel wird eine Mischungseigenschaft fiir Halb-
gruppen substochastischer Kerne untersucht, die in engem Zusammenhang mit der Giiltigkeit
bestimmter Konvergenzaussagen fiir Verschiebungen zufalliger Punktfolgen und von Struktur-
aussagen iiber die Menge der verschiebungsinvarianten zufalligen Punktfolgen steht. Konvexe
Halbgruppen besitzen stets diese Mischungseigenschaft. Von Interesse sind jedoch auch nicht-
konvexe Halbgruppen, wie etwa die Halbgruppe der Faltungspotenzen eines einzigen substo-
chastischen Kerns. Bei solchen Halbgruppen ist es im allgemeinen sehr schwierig zu tberpru-
fen, ob sie mischend sind. Wir werden das am Beispiel einer einfachen Klasse substochastischer
Kerne demonstrieren.

1. Die Mischungseigenschait. Es bezeichne /' die Menge der ganzen Zah-
len und N die Menge der natiirlichen Zahlen einschlieBlich der Null. Wir
betrachten die Halbgruppe 3=(”"),e » der Potenzen einer substochastischen
Matrix P ((P(x, ¥)))s.yer iiber I'.

M sei die Menge aller auf endlichen Teilmengen von /' endlichen Mafe.
Fiir alle 7¢ 3 und x¢ I’ schreiben wir der Kiirze halber =(x) anstatt z=({x}).
Fiir alle » ¢ N und alle y¢ " setzen wir

axP"(y)= _Elvn(x) P"(x, y).
a ist P-invariant, wenn gilt: 77« P,

Nach [3] heifit die Halbgruppe ‘R iliichtig, wenn keine $J3-invarianten Ver-
teilungsgesetze existieren. Dafiir ist hinreichend, daf alle y¢ " transient sind,
d.h. X, enP(y, y)<oo; vy [ist. '} heifit mischend, wenn fiir alle R-invarianten
Mafle #, alle m¢ N und alle y¢I' gilt:

inf X alx) R™"(x, y)—R"(x, y)| 0.

neN xer
Fiir alle sB¥-invarianten Mafle n ist nun stets
:‘ T:(X) Rm,x u(x’ ,V) “/\’"(x, y)l 6_\_; :t(x) Rm+n+1(x' y)_,Rn-H(x' y) .

xel

' ist deshalb genau dann mischend, wenn fiir alle ‘3-invarianten Mafle n und
alle yeI' gilt:

lim Y a(x) R (x, y)—R"(x, y) 0.

n-—sco x€I'
Eine Folge ()¢, von Mafien aus M nennen wir si-invariant, wenn o, « P= .,
fiir alle i¢ I" ist. Wir erhalten nun folgende Beziehung.

Theorem 1. Es seien alle x¢ 1" transient. Existiert eine “\-invariante
Folge von Verteilungsgesetzen, so ist S} nicht mischend.
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Beweis. Es sei (a);¢, eine ‘[i-invariante Folge von Vertetlungsgesetzen
auf 7. Fir alle ic 7" und k¢ N ist dann a;. ==+ P* Fir alle y, i¢ I gilt
deshalb :

:__:’. 7 Y) = ilj"li X) ”-\GJN Pi(x, y).

n

Da andererseits stets
P X, ) X Py, YY) X, yel
neEN neN
und alle y¢ /' transient sind, konnen wir daraus schlieflen, dafi durch

(X)) = Det _El_ni(x) ;o wxel

ein Mafl aus M definiert ist. Man iiberpriift leicht, da = auch $i-invariant ist.
Es gilt nun fiir alle y¢ /" und n¢ N die folgende Ungleichungskette.

X oalx) Pix, y)—-Piilx, y)|= X S ai(x) | P (x, y)— P"(x, ¥)

)

XE XEI i=—n

S (s PUY) s PR Y)) )

i=-—n

Wegen z,(/")-1 mufl deshalb ein y¢ /" existieren, so dafi
lim Y a(x)|PYx, y)—P"+(x, y)!>0

n—eo Xxg€1I°
'st. Theorem 1 ist damit bewiesen.

2. Ein Beispiel. Im weiteren sei stets P eine stochastische Matrix mit
P(x, x)==1-P(x, x+1)<<1; 7 x¢I'. Die Mischungseigenschaft 148t sich dann
in der folgenden Weise charakterisieren.

Theorem 2. Folgende Aussagen sind gleichwertig :

(1) R ist mischend ;

(2) Es existiert keine -invariante Folge wvon Verteilungsgesetzen,

(3) Es ist ¥ P(—n, —n)= oo.

neN

Um den Beweis von Theorem 2 fiihren zu koénnen, ermitteln wir zundchst.
die Struktur der ‘R-invarianten Mafle.

2.1. Ein Map = auf I' ist genau dann W-invariant, wenn ein ¢ =0 exi-
stiert, so daf gilt. a(x)=c/(1—P(x, x)); y x€l.

Beweis. Es ist genau dann z+/P-—x, wenn fiir alle x¢ /" gilt:

a(x)=a(x) P(x, x)+a(x—1) (1 —P(x, x)).

Das ist gleichbedeutend mit a(x) (I -~ P(x, x))- a(x 1) (1 P(x -1, x 1)),
7 X ¢ [ Beriicksichtigt man, dal stets P(x, x)<<1; ~yx¢ /7" ist, so kann man
daraus auf 2.1. schlielen.
Wegen P(x, x)+P(x,x+1) 1; xyx¢l' erhalten wir nun fiir alle n¢ NV
und x, yel’ .
Pr(xt yy=P(x, x)P"(x, y)+(1 -P(x, x)) P (x+1, y)
und damit

P'(x, y) - P Yx, y) =(1=P(x, x)) Px, y)—P"(x+1, y).
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Unter Verwendung von 2.1. kénnen wir daraus auf die Giiltigkeit folgen-
der Aussage schliefien:
2.2. R ist genau dann mischend, wenn fiir alle y¢ I’ die Konvergenz

X PYx,y)—P'x+1,y) —
XEI

Nt oo

statt hat.
Mit Hilfe von 2.2. beweisen wir nun:
2.3. R ist genau dann mischend, wenn fiir alle y¢ 1’ die Konvergenz

max P"(x, y) — 0

YErnr n-so0
statt hat.
Beweis. Wir zeigen zundchst mittels vollstandiger Induktion, dafi fur
alle n¢ N und alle y¢ /" die Folge (P"(x, v)).¢, die nachstehende FEigenschaft
besitzt :

(B) Es existiert ein 2¥¢ ', so daB gilt:
P(x, y)=P"(x+1, y); vV x=2),
P x+1, y)= P (x+2, v); wXx=2!
Pz, y)>P"(22+2, ).

Trivialerweise besitzt fir alle y¢ 77 die Folge (P°x, y))xer die Eigenschaft (B)
Nehmen wir nun an, fir alle y¢ /' wiirde (P*(x, V))xe, die Eigenschait (B)
besitzen. Wir zeigen, dal dann auch fiir alle y¢ /' die Folge (P"*Yx, ¥))cer

die Eigenschaft (B) besitzt.
Auf Grund der speziellen Struktur von /2 erhalten wir zunachst fir

alle x¢I':
P (x, v)—P" Y (x+1, y)

= P(x, x) (P"(x, y)—P"(x+1, y))+(1--P(x, x) (P(x+1, y)—P"(x+2, ¥).
Fir x 27 | folgt weiter aus der Induktionsvoraussetzung P"(x, y)— P"(x
+1, ¥y)=0 und P"(x+1, y) P"(x+2, y)-0. Mit hin erhalten wir P"+!(x, y)
P x4+ 1, y); wx=z2—1. Weiter war vorausgesetzt, daBl P"(zJ, y)

P(z2+2, y)>0 und P"(2}+2, y) P"2}+3, y)=0 ist. Wir erhalten des-
halb P22+ 1, y)>P"" (24+2, y). SchlieBlich ist noch fir alle x>z
P x+1, y)y=P" " Yx + 2, y. Damit ist gezeigt, daBl auch die Folge
(P"+1(x, y)«er fir alle y¢ /" die Eigenschaft (B) besitzt.

Wir wissen nun, daff fiir alle n¢ NV und alle y¢ 7" die Folge (P"(x, y))er
die Eigenschaft (B) besitzt und kénnen deshalb auf die Giiltigkeit folgender
Gleichungskette schlieflen:

X PYx, y)—PHx+1, )
xer
= I (PY(x+41, Y)=Px, y)+ T (P(x+41,y)=Px+2, y))=2P"2+ 1, y).
xt_;z‘: "Z“:

Da nach Konstruktion

max P(x, ¥)=P"22+1, y)
Yer
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lir alle n« NV und y¢ /" ist, konnen wir jetzt unter Verwendung von 2.2. die
Behauptung von 2.3. ableiten, die damit bewiesen ist.

Wir setzen nun fiir alle x, y ¢ 7" Q. (1)~ per (1 —P(y, ¥Y)P"~Ux, y); wn 1
und Vi(n)=Qux(n); wn=1. V, ist mithin die geometrische Verteilung mit

y
dem Parameter P(x, x). Wir bezeichnen fir x- y mit = V., die Faltung der

Verteilungsgesetze V,,...,V, und erhalten nun folgend: Beziehung :
2.4. Fiir alle x, ye¢ I mit x-- y gilt :

Qe.s(n) ( % (Vo) (n); yn 1.

Beweis: Es sei x¢/". Fur y  x folgt die Richtigkeit der Behauptung
aus der Definition von V,. Nehmen wir nun an, die Behauptung wire fiir
Vv=x-+k richtig. Wir erhalten dann folgende Gleichungskette :

x+R+1

n—1;, x+4%
G V) ) = g'( £ Vi)(m) Vesm

—1
= X (1 =P(xth x+R) (1 P(x+k+1, x+k+ 1)Pm1(x, x+ k) (P(x+k+1,
1

X+ R Dyt
(I P(xkt1, x+k+1)'S Pmx, x+k)P(x+k,
X+ R )P L R, x4h+1)
(1=P(x+ k41, X+k+1) P Y%, x+-R+1)= Quxonsr (n); wn=2.
Da aufierdem fir alle £¢ N %  V.) (1)~ 0=Qu vz s.1(1) gilt, haben wir damit

gezeigt, daBl die Behauptung auch fiir y  x-+k+ 1 richtig ist. 2.4. ist damit
bewiesen.

Zum Beweis von Theorem 2 zeigen wir zunichst :

2.5. R ist mischend, wenn gilt: X P( n, —n)— co.

neEN
Beweis. Nach 2.4. ist fiir alle x, y¢ /' mit x=y Q. , als Faltung geo-
metrischer Verteilungen mit den Parametern P(z, z) darstellbar, wobei =z
=X,..., v ist. Nach dem Lemma aus Abschnitt 3. gilt deshalb fir x-—y

max Q. ,(n+1)<(2e ':"_ P(z,2)712, 0—': = o,
neN Te=x

und damit auch
max P"(x, y)=(1—P(y, y)~'(2e :y P(z, z))12,
neN Z=x

Da stets #"(x, y)- O ist fir alle x>y erhalten wir daraus fir alle u, y¢ 1"
mit u<_y:

max /(x, y)=(1 Py, ¥) Y2 X P(z,2)) "4 X Pz, v); xyneN.
vel Tam() z=a+1
Wegen P(y, y)<1 und P*(y, y)=(P(y,y)) ist, Xaen Py, y)<<oc, d. h. alle
yeI' sind transient. Es mutl also stets lim,... P"(z, y)~ 0 sein und deshalb
fir alle u<y
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y
lim sup max P"(x, y)- (1- P(y, y)) '(2¢ X Pz, z)12.
n—o Vel z=u
Aus der Divergenz der Reihe Y7, P(—n, —n) konnen wir deshalb auf die
Konvergenz
max Prx, y) - 01 wyel’
cern n—oo
schlieBen. Letzteres ist aber nach 2.3. gleichbedeutend damit, daB )} mischend
ist. Wir zeigen nun:
26. Es existiert eine W-invariante Folge wvon Verteilungsgesetzen, wenn
gilt: Xpen P(--n, — n)<oc.
Beweis. Fiir alle z¢ /', alle n=— z und alle m¢N erhalten wir zu-
nichst folgende Ungleichungskette:
Y pPrri(—n, x)—Primt(—m—n, X)
ver
Y X PH—n—m, )Py, x)+ X P"H(—n, x)
YED' yt—n x€r
-P™—m-—n, n)P"(—n, x)

91— P —n—m, —m) =21 T (1 P(—i, ).
i=n+1

Aus der Konvergenz der Reihe X _ P(—n, —n) kdnnen wir deshalb schliefen,

daB eine Folge ()¢, von Verteilungsgesetzen auf /" existiert, so dab fiir alle
i¢ " die Konvergenz der Variationsabstinde

B ,[)"#i( nv)”Vnr — 0
stattfindet. DaB die Folge (m,);¢, auch ‘B-invariant ist, ergibt schlieilich die nach-
stehende Gleichungskette.
a, = P(y) Y lim Pt —n, x) P(x, y)

YEI" n-roo

lim X Prii—n, x) P(x, y)= lim P+ (—n, y) =m0 () wvel™
n-—»ee x €/ ]

2.6. ist damit bewiesen.

Der Beweis von Theorem 2 ergibt sich nun als eine unmittelbare Folge-
rung aus Theorem 1, 2.5. und 2.6.

Ein Lemma. In diesem Abschnitt beweisen wir eine Abschiatzung, die beim
Beweis von 2.5. Verwendung findet.

Lemma. Es seien (@), . .. m eine Folge nichtnegativer reeller Zahlen
mit a;< 1 fir i=1,..., m und (Vi)i=r...., m eine Folge, geometrischer Ver-
teilungen mit Vi(n) (1—a)ar="; wn-1, i 1,...,m Fiir die Faltung V
der Verteilungsgesetze V, ..., Vy gilt.:

m
sup Vin) (2 ¥ a) '/
neN foem]

Beweis. Die erzeugenden Funktionen g, von V; haben die Gestalt

wl2) 2(1—ap (1—az)y '~z Il exp(“f (=" 1)).

nw=l
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Die erzeugende Funktion g von V hat mithin die Gestalt

m

g(z)—2zm il exp (L z a;‘(z"—l)).
n=1 L

Daraus konnen wir nun schlieBen, daB V sich als Faltung einer Poissonver-
teilung mit dem Parameter ¥ a, und einem anderen Verteilungsgesetz auf

—f=1

N darstellen 148t. Es gilt deshalb:

sup V(n)= sup(“' a:)" exp (— za )

neN i=1
Zum Bewels des Lemma geniigt es also zu zeigen, dafl fir alle a>0 und alle
neN = exp (—a)=(2ea)'? ist. Fir alle n¢ N seidazu fa(a)= ~—a“’exp( )a;

va>0 Fiir alle @ >0 ist f, differenzierbar und es gilt:
[ (@>0; 0<a<n+1/2
fi(@<0; wa>n+1/2

Wegen f/(n+1/2) <Ound f(n+1/2)=0 erhalten wir daraus

i9(n+1/2)
fal@) = —(2—-:,#9 exp (—(n+1/2)); wneN, wya>0.

Es seien nun

('l+l/2)
hy(n )_E__I_Q) - exp(—(n+1/2)); wneN

hon)=hy(n+1)/(h(n); v neN
ho(b)=b.In(141/b)+1In(1+1/(26+1)); v &>0.
Dann ist A4(6)=In(1+1/b)-2/26+1); b>0 und AkJ(b)=—(b(b+1)(2b
+1))'; w b>0. Wegen lim, .. %(b)—0 erhalten wir daraus A%(6)=0; v 6>0.

D. h, 44(b) ist monoton nicht fallend in b.

Da fir alle n¢ N hy(n) = In hy(n) ist, muB deshalb auch /,(n) monoton nicht
fallend in n sein. Wegen lim, ... y(7)=1 mufl deshalb ky(n)=1; ‘yn¢N sein.
Das bedeutet jedoch, daB #4,(n) monoton nicht wachsend in z» und somit
a1 €XP (—a)=(2ea)~'?; ~yn¢N, ya>0 ist. Das Lemma ist damit bewie-
sen.
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