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UBER EINE VERALLGEMEINERUNG DES KRITERIUMS
VON G. POLYA UBER DIE IRREDUZIBILITAT GANZZAHLIGER
POLYNOME IM KORPER DER RATIONALEN ZAHLEN

DIMITAR T. PIRGOW, ELENA R. KANTARDJIEWA

Eine hinreichende Bedingung fiir die Irreduzibilitdt von ganzzahligen Polynomen ist ge-
funden. Das erhaltene Resultat ist prazisiert alle bekannten Kriterien fiir die Irreduzibilitat
vanzzahliger Polynome vom Grad n, dic in », voneinander in verschiedenen Abstinden lie-
venden, ganzen Zahlen, solche Werte annehmen, die von Null verschieden sind und dem
Absolutwert nach kleiner als bestimmte Konstanten sind.

In einer von seinen Arbeiten hat Polya [1] den folgenden Satz iiber die Ir-
reduzibilitdt ganzzahliger Polynome bewiesen:

Das ganzzahlige Polynom p(x) vom Grad n, welches bei n verschiedenen
ganzen Zahlen xy, X,,...X, solche Werte annimmt, die dem Absolutwert
nach verschieden von Null und kleiner als (G=2-"+1"2(n—In/2))! sind, ist
irreduzibel im Korper der rationalen Zahlen.

In derselben Arbeit [1] zeigte Polya, daf die Zahl G mit der besseren
Abschdtzung G*=(d/2)y" 1"?/(n—[n/2])! ersetzt werden kann, wobei d der klein-
ste  Abstand zwischen zwei von den Zahlen x,, x,,..., x, ist. Es ist offen-
sichtlich, da bei d>1, G*>G und bei d 1, G* = ist.

Im Fall, wo mindenstens zwei von den Intervallen [x;, x,4+,] i=0,1,...,
n—1 verschiedene Lingen haben und bei welchem d -1 ist, hat D. Pirgow [2|
eine bessere Abschitzung G- G*.48, d=1-+k/d(n—[n/2]) (6>1) gefunden,
wobei k£ 1 eine ganze Zahl ist, die auf eine bestimmte Weise definiert ist.

D. Pirgow und G. Kutirkow (3] haben den Fall untersucht, bei wel-
chem alle Intervallen [x;, x;4,]),i--0,1,..., n—1 verschiedene Lingen besitzen
und haben die Abschdatzung G- G*8,,d,=1-+(n—(n/2]—1) k/(n—|n/2))d, 6, >4
ermittelt.

In der vorliegenden Arbeit stellen wir uns die Aufgabe die Abschitzung G
zu verbessern, bei Anwendung derselben Methode wie in [1;2;3]. Die Abschit-

zung, die wir erwarten, ist G=G*dy, 0, [14+k/(n—[n/2))d]— 17211 §,>d,. Zu
diesem Zweck werden wir Hilissdtze 1,2 und II von [3] prazisieren.

Zuerst mochten wir die Definition der Zahl 2 in Erinnerung bringen. Es
seien y,< x,< ---<x, ganze Zahlen. Bezeichnen wir entsprechend mit d,,
d,,. .., d, die Langen der Intervalle [x;, X; ), /=0,1,..., n—1. Mit d Dbe-
zeichnen wir die kleinste der Zahlen d; j ~1,2,..., n und mit d' die Linge
des, nach seiner Grobe, nebenliegenden Intervalls. Dann ist k=d’'-—d.

Fs sei x, eine der Zahlen x, Xx,, ..., X, Dann konnen wir die Lingen
der Intervalle [x, .x.), |x1, % )., [, X)) [%, x.4]...[x,, x,] folgender-
maflen ausdriicken:
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‘i(),r:: xo*‘x- - ”d"'ko.n
dl.v= x]“xy :‘V_l)d+kl.ry

dv— v =Xy X, =d"l’kv— o
(1) 1 1 1

dv-' 1, =| Xypy X, ';d_{_kv-&l.r ’
dyso, =| X, 43— X, |==2d+R, 1a,,
dp,= X, Xy =(n—v)d+Rn,;
ki,, i+ i,y 0,1,..., n sind verschiedene von Null natiirliche Zahlen, mit
einer Ausnahme. Es ist offensichtlich, daB 2=min (k;,), i=», Ri,=0 ist.
Hilfssatz 1. Sei f(x)—=17_ (x—x;) und x,<x,<---<Xp seien ganze
Zahlen. Die Langen der Intervalle [x;, x;4,},i=0, 1,... n, seien verschieden-
Dann gilt folgende Ungleichung:] f'(x,)|>»(n—v»)!d"(1 +k/nd)"".

Beweis. Man erhilt sofort, f'(x,)|=|x,—x,llx,—x, ... 1x,—x, llx,—
Xyt ... x,—x, und aus (1) erhalten wir

@) Px) =[rd ko, | [(0— )+ Ryl .. |d 4k | [dFRyirs | (1Y) R

GemiB der Bedingung des Hilfssaizes folgt, daB nur eine von den Zahlen %;,,
i-+» gleich Null sein kann. Diese Zahl ist entweder k,_, , oder k, .. ,. Es sei
k, 1 ,—0. Setzen wir in (2) ks, -k ein, ermitteln wir

(3) £1(x,) | >d+Rf(v—1)d+k]. . .|2d+k|d|d+ k). . .[(n- »)d+ k).

Die rechte Seite der Ungleichung (3) dndert sich nicht, wenn k,,,, =0 ist. In
diesen Fall wechseln die Multiplikatoren ¢ und d-—k ihre Positionen gegen-
seitig. Aus (3) folgt

() >yl (n—2)1dY 1 +kivd] |1 +k/(» D). ..[1+k/2d].1.[1+R/d]. ..

AV R(noov)d).
Da aber »<n ist, erhalten wir
|f1(x,) | >y (n—»)'d 1 +Rk/nd| || +&/nd)...|| +R/nd|=»)(n—r)!d" |1 4-k/nd]" .
Damit ist der Hilissatz bewiesen.

Hilfssatz 2. Wenn p(x)—X_ja,x"* ein belebiges ganzzahliges Po-
lynom ist und x,< x,--- <Xxa. ganze Zahlen sind, dann ist mindestens fir
eine der Zahlen x; (i 0, 1,... n)die Relation  p(x,) >|a, (d/2)"n!(1+4k/nd)""
erfiillt.

Beweis. Es sei f(x)=1l7_(x—x;). Aus der Interpolationsformel von Lag-
range fiir das Polynom p(x) folgt p(x)=2x"_(P(x,) f' (x,)).f(x)/(x—x,). Woraus
wir das Koefiizient a,- X" ) P(x,)//'(x, ) bekommen.

Wenn wir den Hilfssatz | fiir f/(x, ) anwenden, erhalten wir

@y | < .".' P(x,) [l (n—»)1d™(| 4 k/nd)" .
0

(2
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Bezeichnen wir mit AP(x,) die groBte von den Zahlen [P(x, ), »-0,1,..,n,
so gilt

@y < 2 Plx.) vl (n—v) 1 d"(1+kindy'—1= P(x,)!/d"(1+k/ndy" ™,
r=0

Y 1yl (n—v)!l= P(x,) /d"(1+k/nd)"'.27" . n!

»=0

Aus dem letzten Ausdruck folgt P(x,) > a, (d/2)"n!(1+k/nd)""*. Damit ist
Hilfssatz 2 bewiesen.

Die Hilfssdtze | und 2 sind als eine Prazisierungen der Hilissdtze von
Polya [1] zu betrachten, dafl die Intervalle [x,, x;y,}, i=0, |,... n verschiedene
Langen besitzen.

Aus den bewiesenen Hilissdtze konnen wir folgendes Kriterium fir die
Irreduzibilitit ganzzahliger Polynome im Korper der rationalen Zahlen ableiten

Satz. Das ganzzahlige Polynom p(x)-X"_ja, x" wom Grad n=3,;
welches bei n wverschiedenen ganzen Zahlen x,<x,< ---<Xx, solche Werte
annimmt, die dem Absolutwert nach wverschieden won Null und kleiner als
G=(d 21" (n—|n/2))! || +k/(n—[n/2)d]*—\"?—" sind, wobei die Intervalle
x5 Xpeq) j=1,2,..., n, verschiedene Ldngen besitzen, ist irreduzibel im
Korper der rationalen Zahlen.

Beweis. Sollte, daf8 nicht der Fall sein, dann gilt

(4 p(x) — p(x)p(x).

Es sei g(x)-—=bgx™+b,xm "' + - - +bpy Ohne die Allgemeinheit zu beschrianken
konnen wir voraussetzen, dafl der Grad des Polynoms ¢(x) groier oder gleich
den Grad des Polynoms w(x) ist. Dann folgt n—[n/2]<m<n. Wenden wir den
Hilfssatz 2 auf das Polynom ¢(x) an, so erhalten wir

(5) alx,) | > b [(d/2y" m! (] +k/md)y"—" .
Es gilt aber m -n [n/2].

Weiter beweisen wir folgende Ungleichung
(6) (d)2ymm! (1 +k/md)y"=" ~(d/2)* 1" (n—|n/2)!|1+ R/ (n—n/2)d]—"2 1.
Tatsichlich ist (6) bei m n -[n/2] erfiillt. Es sei m>n—[n/2]. Aus (6) er-
halten wir
(7) dm=r+inZim(m - 1), .. (n—|n/2)+1). 2 m+r—12(] 4-k/dm)m—!

>(1+k/d(n—(n/2)]- 2.

Es ist aber « 1 und auBerdem ist der Faktor m(m—1)...(n—|n/2)+1)x
Q—m+n—(n2 bei p-3 grofer als eins. Damit wir die Ungleichung (7) beweisen
konnen, geniigt es folgende Ungleichung zu beweisen.

(8) (1 + k/dmym—" > (1 +k/d(n—|n/2]))"— 1721

Multiplizieren wir die linke Seite von (8) mit (1 +Rldm)(14k/d(n—|n 2])<1,
bekommen wir die Ungleichung

(9) (1+k/dmym (1 -+ k/d(n —[n/2]y 1721
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Wire (9) richtig, dann folgt unmittelbar, da8 auch (8) gilt.
Betrachten wir die Folge mit allgemeinen Glied a,—=(1+&/m)™, wobei
b=Fk/d ist. Offensichtlich kann a, in der folgenden Form dargestellt werden:
1 1Y 1 1 2 m—1
am:1+b+,ﬁ(l'+;) b3+-~+7"—!(1— )(1 ——).-.(1 r*ﬁ)b"'.

m m m

Fir a,,.,—a» bekommen wir

ansa—am=gy 0|1 =)= (1) |+
= - RLEE (R (R
I e

Aus den letzten Ausdruck ist zu ersehen, dafl die Folge anp=(1+b&/m)™
wichst. Daraus es folgt unmittelbar die Ungleichung (9), weil wir den Fall
m_-n—[n/2] betrachten. Aus (9) folgt, daB die Ungleichungen (8) und (6) auch
richtig sind. Aus (5) und (6) erhalten wir

(10) L (X) 1> b | (d)2) =172 (n—[n[2) ! [1+k/(n—[n/2])d]— "1

Setzen wir in (4) x- x, ein, bekommen wir gemd8 der Ungleichung (10) die
Ungleichung

3

-+

| P | = () | w(x) |
by [ (d 217 ((r— [n/2] ) (1 + k) m—[m/ 2] [ y(x,) | =] by |G () -

Aber ¢(x) und y(x) sind ganzzahlige Polynome und demgemaB ist | b, |=1 und
lyp(x,.) 1. Wir kommen zu eirem Widerspruch, weil laut der Bedingung des

Satzes | P(x,) < G sein muB. Also ist das Polynom P(x) irreduzibel im Korper
der rationalen Zahlen. Somit ist der Satz bewiesen.

Vergleichen wir die Abschitzungen G* von [l] mit G aus [3] und mit G
aus dieser Arbeit, erhalten wir G*<G< U, bei d=1 und bei k<-0. Wenn d,—

d,=--- ~d, ist, dann folgtd=d;, j=1,2,..., n, k=0 und G—-G-—G*=(. Das
letzte Resultat zeigt, daB der bewiesene Satz in dieser Arbeit eine Prazisierung
Kriteriums [1] von Polya darstellt.

Wir werden unter den vielen moglichen ein Beispiel geben, fiir welches
unseres Kriterium zum Unterschied von den Kriterien von Polya [i], von
Pirgow—Kutirkow([3] und von Braver—Ehrlich [4] verwendbar ist.

Betrachten wir das Polynom P(x) —x(x -2)(x—14)(x—27)(x ~41)4-42. In
diesem Fall ist d 2 und d’ =12. Dann gilt k=d’'—d=10. Polya’s Abschiit-
zungen sind G- 2-"+1"%(n—[n/2))!=6/8, G*(d/2)"—1"? (n—[n/2])!=6. Fur die
Abschitzungen von Brauer—Ehrlich, von Pirgow—Kutirkow und der erhaltenen
Abschitzung in dieser Arbeit beckommen wir entsprechend

Gy~ ((n—1) )2 "+1[(n—2)/2] = 15/10, G= G*{1+(n—|n/2])(k/(n—n/2))d] =39/4
und G- G*[1+ k/(n—[n/2))d|—\n21-1=128/3.
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Weil auBerhalb des Intervalls [0,41] das Polynom P(x) eine wachsende Funk-
tion ist und P(0)=P(41)=42 gilt, ist es offensichtlich, da8 die oben zitierten
Kriterien nur fiir dasnlntervall {0,41] anwendbar sind. GemaB das bewiesenen

Kriteriums und von G=128/3 uni P(0)=P(2)=P(14)=P(27)=P(41)=42 folgt,
daB das Polynom P(x) irreduzibel im Korper der rationalen Zahlen ist. In
diesem Fall sind die Kriterien von Polya [1], von Brauer—Ehrlich (4]
und von Pirgow—Kutirkow [3] nicht anwendbar, weil fiir alle ganze
Werte von x in dem Intervall [0,41] die Ungleichung | P(x) =42 erfullt ist

und auB:rdem: G=6/8, G;=3/2, G*=6, G=239/4.
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