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RAUMLICH HOMOGENE KRITISCHE
VERZWFIGUNGSPROZESSE MIT KONTINUIERLICHER ZFIT |

GEORGI S. COBANOW

In der vorliegenden Note werden die bekannten Konvergenz- und Strukturaussagen fur
kritische raumlich homogene Verzweigungsprozesse mit einem Phasenraum RS, s> 1, (vgl.
[3] oder Kap. 12 in [6]) auf den Fall kontinuierlicher Zeit iibertragen. An die Stelle der Folge

DD, DI . der Schauerpotenzen eines der Bedingung [ (RS)D(dy)=1 geniigenden Ver-
teilungsgesetzes ecines Punktprozesses tritt jetzt eine schwach stetige Abbilduag D von
[0, 4 ) in die Menge aller Verteilungsgesetze auf N, die fiir alle [, £=>0 den Bedingungen

[2(R)D® dy) =1, [DP) 0 [DO)= (D)

genugt. Ein spezielles Modell dieser Art wurde von Durrett und ein verwandtes von Dawson
(1977) untersucht. Es zeigt sich, daf fur die hier behandelten Fragestellungen keine neue
Theorie notwendig ist: Die Aussagen im Fall kontinuierlicher Zeit kénnen auf die entspre-
chenden Ergebnisse im Falle diskreter Zeit zuriickgefiihrt werden.

Im folgenden werden ohne zusatzliche Hinweise Begriffe und Bezeichnun-
gen aus der zusammenfassenden Darstellung [6] benutzt.

1. Kritische raumlich homogene Verzweigungshalbgruppen.

I.1. Definition. Eine Abbildung t — DY von [0, + ) in D heipt kri-
tische rdumlich homogene Verzweigungshalbgruppe, falls sie folgenden Bedin-
gungen geniigt :

a) Fiir alle 1, t=0 gilt
(D('))[D(m:D(“”'

b) Die Abbildung D% ist schwach stetig.

Im folgenden bezeichne D eine beliebige, aber fest gewahlte kritische
rdumlich homogene Verzweigungshalbgruppe.

Unmittelbar aus a) ergibt sich

1.2. Fiir alle t=o0 und alle natiirlichen Zahlen n ist D)= (D),

Insbesondere gilt also

(*) DO =Dy (n=1,2,...).

Beriicksichtigen wir nun, da (D)l (y(R*)¢(.)) als Verteilungsgesetz der n-ten
Generation eines kritischen Galton-Watson-Prozesses mit cer Anfangsverteilung
4, und der Nachkommensverteilung DX (y(R¥)¢(.)) interpretiert werden kann,
so folgt D (y(R*)=1)=1, denn andernfalls miifite ja

D® (x(R*) - 0)=lim (DO)" (1(R*)= 0) = |

gelten.
SERDICA Bulgaricae mathematicae publicationes. Vol. 6, 1980, p. 264—269.



RAUMLICH HOMOGENE KRITISCHE VERZWEIGUNGSPROZESSE 256

Es existiert also ein Verteilungsgesetz » auf R mit der Eigenschaft
Doy (),. Erneute Anwendung von (x) ergibt »—» (n - 1,2,...) und damit
Y- o - Somit erhalten wir

1.3. DO =8y, o

Fiir alle /-0 bezeichne g, das IntensititsmaB von [®. Mit Hiife der
Formel 11.7.2. aus [6] ergibt sich aus a)

1.4. Fiir alle l, t=0 ist o* 0t~ 01+t

Somit sind alle o,, £ -0, unbegrenzt teilbar. Weiterhin gilt

1.5. Die Abbildung t — o, von [0, + o) in die Menge aller Verteilungsge-
setze auf SR* ist schwach stetig.

Beweis. Es sei (/) eine gegen ¢ strebende Folge nichtnegativer reeller
Zahlen. Vermoge Satz 3.1.12. aus [6] konnen wir aus b} fiir alle der Bedingung
0, (0B)=0 geniigenden beschrinkten B aus R auf

(+) e.(B)=lim inf o (B)

~chlieflen.
Es sei nun X irgendeine der Bedingung g,(0X)--0 geniigende Menge aus
Re. Zu jedem &>0 existiert eine beschrinkte Menge B, in R* mit den Eigen-
schaften g, (0B.)=0, o,(B)=1-¢
Vermoge (+) erhalten wir
o (X)—e=o (XN B)=lim inf o, (XN B,)=lim infe, (X)

n—soo n— oo

und damit
(+4) o, (X)<lim infg, (X).

n—oo

Durch Ubergang von X zu RN\ X geht (4 +) in
(+4++) lim sup o, (X)=e:(X)

n—oo
iiber. Somit gilt
Q¢ (X)— o/ (X)

Im folgenden benotigen wir das Lemma
16. Es sei (P,) eine Folge von Verteilungsgesetzen auf N, die fiir alle
beschrinkten X in R der Bedingung

sup 0p, (A +x)< oo
veR in=1,2...

geniigt. Ferner sei (t,) eine gegen t strebende Folge nichtnegativer reeller
Zahlen. Unter diesen Annahmen kann aus P,—=) P auf

nR—00

(Pa)ipte,) g Ppo,

geschlossen werden.
Beweis. 1. Bekanntlich ist die Abbildung [x, ] — 7,® von R*XM in M
stetig beziiglich der vagen Topologie in M. Gemifi Theorem 5.5. in [1] ergibt
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sich hieraus die Stetigkeit der Abbildung [x, P] — [P)., von RSXP in P bezig-
lich der schwachen Topologie in P.
2. Vermoge 1. kann aus x, — x auf

n—soo

[ DY) DY) s,

Do |
ceschlossen werden. Auf Grund eines Stetigkeitssatzes aus [5] impliziert nun
P, ./ die behauptete Konvergenzaussage, falls fiir alle beschrankten X in R*

(0) inf sup [ (D) (x(X0)>0) ep, (dx) = 0

X n=1,2,...RX
erfiillt ist, wobei X alle beschrankten Mengen in 9j° durchlauft. Wegen 1.5. ist
die Menge [0, }a—1,o,.. . relativ kompakt beziiglich der schwachen Topologie in
der Menge aller Verteilungsgesetze auf R*. Zu jedem >0 existiert somit eine
kompakte Menge B mit der Eigenschaft
sup o, (RN\B)=r

n=1,%,..
Wir erhalten
inf sup [ [D<t”>](x\(Z(Xo)>0)9pn(dx)§igf sup [ e (Xo—X)ep, 1dx)
X

X n=1,2 ... p n=1,2,... pS\x
<inf sup [ e, (Xo—x)NB)ep, (dx)+ _ sup [, (Xo—x)\B)ep, (dx)
,n,-,‘,..A,‘,S\X n=12, ..,

n=1,2,...

Somit gilt (o) fiir alle beschrankten X in $R*.
In Verallgemeinerung einer Monotonieaussage aus [3] zeigen wir nun
\.7. Fiir alle V, W aus D und alle beschrinkten X in R* gilt

W (2 (X —=x)>0) u(dx)= [ V(x(X— x)>0) u(dx).
Be weis. Wir erhalten
FW (X 0>0)u(dx)= [([[V ey (2 (X— x)>0)) W(dP)) 1 (dx)
X [ VIAX— x—3)>0)D(dy)) W(dD) u (dx) = [(f V(X — x—)>0) 0 (dy))
X (dx)— [(f V(x(X—x —y)>0) 1 (dx)) e (dy) = f(S V(UX ) >0) u (d)) 0w (dy)
= [V(x(X—x)>0) u(dx).

1.8. Definition. DO heift stabil, falls ein stationdres Verteilungsge-
setz P auf N existiert, das folgenden Bedingungen geniigt:

O’flp< - o0 ; [)(D“)l Pfur alle t -0

1.9. Satz. Fir jede positive Zahl t sind folgende Aussagen gleichbe-
deutend :

x) D ist stabil.

y) D@ ist stabil.
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z) Fir alle nichtleeren beschrinkten offenen Mengen X aus RS gilt
inf [D® (3 (X—x)>0) u(dx)>0.
=0

Beweis. 1. Unmittelbar aus den Definitionen der Stabilitdt von D) bzw.
D ergibt sich, daB y) eine Konsequenz von x) ist.

2. Bekanntlich (vgl. [3]), folgt aus y) fiir alle nichtleeren beschrinkten
offenen X in RS

inf  [(D®)"(x (X—x)>0) u (dx)>0.

n=1,2,...
Auf Grund von 1.2. und 1.7. ist aber diese Ungleichung gleichbedeutend mit
inf DO (3 (X-—x)>0) u(dx)>0.
=0

3. Vermoge 1.6. ist die Abbildung 7 —(P,) ), von [0, +-o0) in P mefbar
beziiglich der o-Algebra . Somit ist fiir alle x>0 die Mischung

‘L,.t =x—! Of( pu)[n( )| ( . ) " (dy)

sinnvoll. Die Verteilungsgesetze /,, x>0, sind stationdr und besitzen die
Intensitdt Eins. Vermoge Satz 3.2.8. in [6] ist daher {/,}.-o relativ kompakt
beziiglich der schwachen Topologie in P. Somit existiert eine monoton wachsen-
de Folge (x,) positiver reeller Zahlen mit den Eigenschaften

Xp — 00, H," y P.

n—soo n—son

Aus den entsprechenden Eigenschaften der Verteilungsgesetze /., x>0, folgt,
dal P stationdr ist und i,<1 gilt. Ebenso wie im Beweis von Satz 4.4. in [3]
schlieBen wir nun weiter mit Hilfe von z) auf

ip>0; P[D(m'fp fiir alle £=0.

Somit ist x) eine Konsequenz von z).

2. Konvergenz-und Struktursdtze im nichtgitterformigen Fall.

2.1. Definition. D heifl nichtgitterformig, falls zu jeder echten ab-
geschlossenen Untergruppe H wvon R° eine nichtnegative reelle Zahl ty exi-
stiert, so daf

Dt (x (H+x) <z (R%)>0

fur alle x in Rs erfiullt ist.

Diese Definition 148t sich vereinfachen:

2.2. Fiir jedes t>>o ist das Verteilungsgesetz X" genau dann nichtgitter-
formig, wenn D¢ diese Eigenschaft besitzt.

Beweis. 1. Fiir alle /=0 bezeichne /4, die Gittergruppe von g, d. h. die
kleinste (supp o/)-(supp o;) umfassende abgeschlossene Untergruppe von $i*.
Unmittelbar aus 1.4. ergibt sich, dal /7 monoton wachsend von ! abhingt.
Andererseits ist aber H,=H; ({=0; n=1,2,...). Somit fallen alle (>0,
zZusammen.

2. Unmittelbar aus den Definitionen ergibt sich, dal D¢ nichtgitterférmig
ist, falls D® diese Eigenschit besitzt.
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Es sel nun umgekehrt D gitterformig, d. h. H, - R. Wegen 1. existiert
dann fir alle />0 ein x;, mit der Eigenschaft
DO (x (Hy+x0) = x (R*)) - 1.

Wegen 1.3. gilt dies auch fiar /=0. Somit ist D¢ gitterformig.
2.3. Satz. DY stabil und nichtgitterférmig, so gilt dies auch flir das
Verteilungsgesetz V=D und
o= P=[]V[n(.)e(d])

(st eine umkehrbar eindeutige Abbildung der Menge aller Verteilungsgesetze
o zufdlliger nichinegativer reeller Zahlen auf die Menge aller stationdren P
in P mit der Eigenschaft

Ja)

(D40

P fiir alle t=0.

Beweis. Vermoge 1.9. und 2.2. sind alle Verteilungsgesetze D®, £>0,
stabil und nichtgitterférmig. Wegen Theorem 12.4.1. in [6] existiert somit fir
jedes £>0 und jedes /- 0 genau ein ergodisches stationdres beziiglich [D®]
schauerinvariantes Verteilungsgesetz mit der Intensitat /, namlich )|y,

Fiir alle /-0 und alle natiirlichen Zahlen n kann aus

( | DM-I) [(I))[n(ﬂ_l)|=]D("-l) [11)

auf

(D" ) (otn=Nytmy = DD [y,
d. h. wegen 1.2. auf

(1D D)y = | DA [
geschlossen werden. Aus der oben angefiihrten Eindeutigkeitsaussage folgt nun
|D<"—l)[m=lvl(l) (120; n=1, 2,..))
Somit gilt
('v[(l))”)(n*l)):'v'il) (lao; nfl, 2,...)
und damit auch
(IV[H;)!n(,. l,,,)' IV[(() (l=0; m:~0,l,...; n=1,2..)

Mit Hilfe von 1.6. folgt hieraus

('V[“))[D(l)'=]V[“) (120. t?O)

Somit ist o P [|V[n(.)o(dl) eine Abbildung in die Menge aller stationa.
ren Verteilungsgesetze P und der Eigenschaft P,,,m]- P far alle £=0.
Vermdge Theorem 12.4.6. in [6] ist diese Abbildung umkehrbar eindeutig,
und jedes stationdre beziiglich [V'] schauerinvariante Verteilungsgesetz besitzt
die Gestalt f]V)(,,(.)a(dl).
2.4. Satz. Ist D stabil und nichtgitterformig, so gilt fur jedes L in §

Ly payy P S 1V () e (dl),

wobei V=D zu setzen ist,
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_ Bewe is. 1. Gemaf 2.3. ist das Verteilungsgesetz V stabil und nichtgitte:for-
mig. Versm)()ge 1.2. und Theorem 12.4.3. aus (6] erhalten wir somit fiir alle L
aus |J S

c>0

Ly =Lyyimy =2 P=JV]w (.)or(@l).

2. Mit Hilie von 11.7.2. sowie 11.7.7. aus |6] erhalten wir fur alle be-
schrankten X in 3¢
SUP, €y (X+X) SUB - J (@) (Xt X=y)e, (dy)

n=1 l-l,?,;..

sup‘ ,"OL(X*'\""‘)')(OV)"(dy)é sup QL()(’J’Z) < +oc.
W65 s

Ist nun (m,) irgendeine gegen + co strebende Folge nichtnegativer ganzer
Zahlen und (r,) eine gegen r strebende Folge von Zahlen aus [0, 1), so erhal-
ten wir auf Grund von 1., 1.6. und 2.3.

Ly pimy +rny = Lipmp Doty — P ey = P.
'—3 00

3. Es sei (¢,) irgendeine gegen + oo strebende Folge nichtnegativer reeller
Zahlen. Wir setzen #,m=—,+7, wobei m, den ganzen Anteil von 7 bezeichnet.
Jede Teilfolge von (#,) besitzt ihrerseits eine Teilfolge (f: ) fir die (r,, ) kon-

vergiert und somit gemif 2. die Folge (Llo(r,,"),) schwach gegen P strebt. Somit
erhalten wir

Lpwy = P=11Vlw ()o@,

d. h. unsere Behauptung gilt fiir alle L aus (J $“. Ebenso wie im letzten

>0
Schritt des Beweises von Theorem 11.8.6. in [6] kann man sich nun von der
uneingeschrankten Giiltigkeit der Konvergenz

L[p(’)l ";“> f ] v[(l)(')ol_ (al)

fiir alle L aus S iiberzeugen.
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