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INVARIANZ VON PUNKTPROZESSEN BEI ZUFALLIGEN BEWEGUNGEN |1
KARL-HEINZ FICHTER, JOHANNES KERSTAN

Es seicn P ein Punktprozef und R ein substochastischer Kern auf einem vollstindigen
separablen metrischen Raum. Geniigt P gewissen Endlichkeitsbedingungen, so kann man einen
neuen Punktprozef Ppg ableiten, indem man alle Punkte unabhingig voneinander gemif R
verschiebt. [n der vorliegenden Arbeit werden hinreichende und notwendige Bedingungen
untersucht, dab fur cine Folge substochastischer Kerne Ry, R, ... und einen Punktprozef P
die Folge der verschobenen Punktprozesse Pg,, Pg,, ... schwach gegen eine Mischung Pois-
sonsche Punktprozesse konvergiert. In diesem Zusammenhang wird auch die Frage beantwortet,
wann nur Mischungen Poissonscher Punktprozesse gegeniiber einer Verschiebung durch einen
substochastischen Kern oder einer Halbgruppe solcher Kerne invariant sind. Insbesondere wird
eine Verallgemeinerung der Ergebnisse von Dobrushin (1956) und Stone (1968) erreicht,

Einleitung. Es seien P ein Punktprozel und R ein substochastischer Kern
auf einem vollstindigen separablen metrischen Raum E. Geniigt P gewissen
Endlichkeitsbedingungen, so kann man einen neuen Punktprozef P, ableiten,
indem man alle Punkte unabhiangig voneinander gemidfi R verschiebt. Es erge-
ben sich zwei Fragestellungen:

1. Welche Forderungen an P und an eine Folge substochastischer Kerne
Ry, R, ... miissen gestellt werden, so daf die Folge Py, Pg, ... in irgendei-
nem Sinne konvergiert?

2. Welche Punktprozesse P sind gegeniiber bestimmten Klassen substocha-
stischer Kerne R invariant (P,=P)?

Dobrushin untersuchte in [3] diese Fragestellungen fiir den Fall E=R!
und homogener Verschiebungen, d. h, stochastischer Kerne der Gestalt R,(x, B)
=0, =a(B), wobei stets ein Verteilungsgesetz auf den reellen Zahlen R' ist.
Die von ihm erzielten Resultate lassen sich folgendermaBen formulieren.

Konvergenzsatz, Seien

a) P ein Punktproze, so daB fiir eine geeignete Funktion f¢ L,(P) die
Konvergenz

C D([—n+x, ntx])
u — — (D —_—
fupe'J ol f(®) P@P) ;2 0
statt hat und

b) a, ay,... eine schwach asymptotisch gleichverteilte Folge von Vertei-
lungsgesetzen auf R'.

Dann konvergiert die Folge der Punktprozesse Pg,, Pp,, ... schwach gegen
eine Mischung stationdrer Poissonscher Punktprozesse.

Struktursatz. Fiir einen PunktprozeB P endlicher Intensitdt ist genau
dann Py — P fiir alle Verteilungsgesetze a auf R', wenn P Mischung stationirer

Poissonscher Punktprozesse ist.
Die Voraussetzung b) im Konvergenzsatz ist in gewisser Weise minimal.
Stone gelang es namlich in [9], den Konvergenzsatz von Dobrushin zu der
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folgenden Charakterisierung der schwachen asymptotischen Gleichverteilung
auszubauen.

Theorem. Eine Folge a,, a,,... von Verteilungsgesetzen auf R' ist ge-
nau dann schwachasymptotisch gleichverteilt, wenn fir alle Punktprozesse P
mit der Eigenschaft a) die Folge Pg , P, ... schwach gegen eine Mischung
stationdrer Poissonscher Punktprozesse konwvergiert.

Um sich von der Betrachtung homogener Verschiebungen auf den reellen
Zahlen losen zu koénnen und zu einer Verallgemeinerung der Resultate von
Dobrushin zu gelangen, muf8 man den Begriff der schwach asymptotisch gleich-
verteilten Folge von Verteilungsgesetzen sachgemif verallgemeinern. Einen
ersten Schritt auf diesem Wege stellen die Untersuchungen in [2] beziehungs-
weise [5] dar. Der dort entwickelte Gleichverteilungsbegriff fiir Folgen substo-
chastischer Kerne stellt zwar eine Verallgemeinerung des Begriffs der schwach
asymptotischen Gleichverteilung dar, erwies sich jedoch als zu schwach, um
eine volle Verallgemeinerung des Konvergenzsatzes zu erreichen. So mufite die
Bedingung a) durch eine zusitzliche Beschrinktheitsforderung an das Intensi-
titsmaB von P verschirft werden.

In [7] wird nun die Rolle sogenannter konvergenzerzeugender Folgen aus
bestimmten Halbgruppen substochastischer Kerne untersucht. Wie aus der vor-
liegenden Arbeit ersichtlich wird, gestattet dieser Begriff eine volle Verallge-
meinerung der Resultate von Dobrushin und Stone.

1. Bezeichnungen. Es seien E ein volistindiger separabler metrischer
Raum, 9( die o-Algebra der Borelmengen in E und B8 das System aller be-
schrinkten Mengen aus (. Mit ¢% bezeichnen wir die Menge aller stetigen be-
schrinkten reellen Funktionen auf £ mit beschrinktem Triger. Fiir ein Maf u
auf 9 und jede meBbare, nichtnegative, beziehungsweise u-integrierbare, Funk-
tion f setzen wir u=f=[f(x)u(dx). Ist R ein substochastischer Kern auf £
(siehe [6]), so bezeichnet u+R das durch u=R(A)= [ R(x, A) w(dx), vA€I,
definierte Maf auf 9(. Weiter setzen wir fiir jede meBbare, beschrinkte Funktion
fauf E: R« f(x)=[f(y)R(x,dy), yx¢E. Fir zwei substochastische Kerne
R, und R, auf E bezeichnet R, = Ry den durch R, = Ry(x, A)— [Ry(y, ARy(x, dy);
wx ¢ E, A, definierten substochastischen Kern auf E.

2. Punktprozesse. Bei den in diesem Abschnitt zusammengestellten Be-
grifien und elementaren Beziehungen verzichten wir auf ndhere Erlduterungen
und verweisen stattdessen auf die zusammenfassende Darstellung [8]. Wir be-
zeichnen mit N die Menge aller MaBe auf 9(, die auf B endlich sind, und mit
M die Menge aller Punktfolgen auf E, d. h., aller ganzzahligen Mafe aus N.
N sei die kleinste o-Algebra auf N, beziiglich der fiir jedes B¢ 9B die Abbildung
Sp(u)=wu(B); yut¢N mefBbar ist. Ein Verteilungsgesetz auf dem meBbaren
Raum [N, )] nennen wir zufdlliges MaB. Die Menge aller Punktfolgen M ist
eine mefbare Teilmenge von N und wird durch die o-Algebra M=NNM zu
einem mefbaren Raum ergidnzt. Ein Verteilungsgeseiz P auf dem meBbaren
Raum [M, 9] nennen wir Punktprozef. Das Intensititsma A, von P ist de-
finiert durch A(A) - [ D(A)P(dP); yA€A, P ist von endlicher Intensitat,
wenn .,¢ N ist. Fiir jedes «¢ N bezeichnen wir mit P, den Poissonschen
Prozef mit dem IntensitdtsmaBl «. Zu jedem zufilligen Mafl /7 erhalten wir in
Gestalt der Mischung [ P/ (du) einen Punktprozef.

Fiir jede Folge B,,..., B, bezeichnen wir mit PP m das Verteilungs-
gesetz des zufilligen Vektors (5s,..., &g ) iiber dem Wahrscheinlichkeitsraum
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[M, M, P]. Eine Folge P, P, ... von Punktprozessen konvergiert schwach
gegen einen Punktprozef P endlicher Intensitit, wenn fiir alle Folgen By, ...,
B, ¢ 8 paarweise disjunkter A,-Stetigkeitsmengen die Konvergenz der Varia-
tionsabstdnde

statt hat.

Sei nun R ein substochastischer Kern auf E. Mit M(R) bezeichnen wir die
Menge aller ®¢ M mit &= R¢ N. Gilt fiir einen Punktprozefl A
(1 P(M(R) =1,
so kann man den verschobenen Punktprozef P, konstruieren, indem man, an-
schaulich gesprochen, alle Punkte von P unabhidngig voneinander gemifi R
verschiebt (siehe auch [6]). Fiir die Forderung (1) ist hinreichend, dafl A,
«* Re N ist.

3. Verschiebungshalbgruppen. Unter einer Verschiebungshalbgruppe ver-
stehen wir eine Familie substochastischer Kerne 3 auf E mit folgenden Eigen-
schaften:

(V1) 3 enthdlt den Kern /, definiert durch 7(x, A)=0.(A); wx€E, vA€N.

(V2) Fiir alle R, R, ¢ ist R = R, ¢e .

(V3) Fiir alle R, Ry¢ B gilt: R =Ry =Ry= R,

In [7] werden solche Verschiebungshalbgruppen untersucht. Wir wollen in
diesem Abschnitt nur die fiir das Weitere wesentlichen Begriffe zusammen-
stellen. Ein MaB u ¢ N heit P-invariant, wenn gilt: u=R=pu; wRER. Um
eine Abschwichung dieses Invarianzbegriffes einfiilhren zu konnen, bendétigen
wir einen Beschridnktheitsbegriff fiir Mafe. Wir sagen, dafi ein Mafl « auf 9
B-beschrinkt ist, wenn gilt: SUPResB#*R(B)<<O; wvB¢B weil stets w=/

=u ist, mufl jedes ‘R-beschriankte Mafi in N liegen.
Ein si-beschrinktes Mafl . ist ‘{B-praeinvariant, wenn ein S3-invariantes Mafi

[u] existiert mit
inf  sup [ux R Ruf—[u]sf =05 7 fego
REPR REP

Offensichtlich ist jedes ‘pB-invariante Mafi auch ‘3-praeinvariant. Unter einer
konvergenzerzeugenden Folge aus S8 (kurz: K-Folge) verstehen wir eine Folge
R Ry, ... €53 dergestalt, daB fiir jedes S3-praeinvariantes Mafi x und alle f¢ g%

die Konvergenz
(s Rux f—[u]=f =20
statt hat.

Fiir unsere Untersuchungen sind einige Spezialisierungen fiir die Ver-
schiebungshalbgruppe 3 notwendig, die teils inhaltlich und teils beweistechnisch
begriindet sind. Wir fithren dazu die folgenden Begriffe ein:

B heifit fliichtig, wenn es keine ‘p-invarianten Verteilungsgesetze gibt.

S} heifit mischend, wenn filr jedes SB-invariante MaB u, alle R, ¢} und alle
B¢y gilt:

inf [ R(x, B)—R=*Ry(x, B) n(dx)=0.
ReP

B heifit stetig, wenn fiir alle R¢ P und alle stetigen und beschriankten Funk-

tionen f auf £ auch R=f eine stetige und beschrinkte Funktion ist.
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3 heiBt separabel, wenn es eine abzihlbare Teilmenge O, von @ gibt, so
daff die folgenden Bedingungen erfiillt sind:

(S1) Fiir jedes ‘B3-praeinvariante Maf « und alle f¢ ¢"° gilt:

inf sup |u=QxR=f—[u]=f!=0.
Qe rReY

(S2) Jedes we N mit u=Q—=u; yQ¢Q, ist P-invariant.

4. Praeinvariante Punktprozesse. In diesem Abschnitt sei stets ‘]! eine
stetige, separable, fliichtige und mischende Verschiebungshalbgruppe. Ein Punkt-
prozel P heifit -invariant, wenn P(M(R))=1; wRe¢R und Pr=PF fiir alle
R¢ )} ist. Weil stets .lpR'—:.lp*R ist, erkennt man leicht die Giiltigkeit der
folgenden Beziehung.

4.1. Jeder \B-invariante Punktprozef endlicher [ntensitit besitzt ein “N-in-
variantes [ntensitdtsmafs.

Es sei nun P ein PunktprozeB mit einem ‘l-beschrinkten Intensititsmafi. P
heifit P-praeinvariant, wenn eine auf M9 definierte reelle Funktion x(®, B)
existiert, die fiir alle B¢ eine mefibare P-integrierbare Funktion auf M und
fiir alle @ ¢ M ein V-invariantes Mafl auf 9( darstellt, so dafi gilt:

(2) inf sup [ @R =Rsf—s(®, )=f PAP)=0; yfeLo

RER RV
Schrinkt man sich auf die Betrachtung von Punktprozessen endlicher Intensi-
tat ein, so ist der Begriff der Praeinvarianz eine Abschwichung des Invarianz-
begriffes, d. h., es gilt die folgende Beziehung:

4.2. Jeder \B3-invariante Punktprozef endlicher Intensitdt ist R-praein-
variant.

Den Beweis von 4.2. werden wir im 8. Abschnitt der Arbeit fithren. Dort
beweisen wir auch die folgende Beziehung, aus der eine Charakterisierung der
praeinvarianten Punktprozesse ersichtlich wird.

4.3. Es seien P ein Punktprozef mit \A-beschrinktem Intensitdtsmaf und
%(d, B) eine auf MX definierte Funktion, die fiir alle B¢® eine mefbare,
P-integrierbare Funktion auf M und fiir alle ®¢M ein R-invariantes Majf
auf 9 darstellt. Dann sind folgende Aussagen gleichwertig:

(pl) fiir alle f¢ Q% ist

inf  sup [ @=R'"=R=f - (P, )=f P(dP)-0
RTeY ReR

(p2) Fiir jede K-Folge R, R, ... und alle A¢B mit [ =(D,0B) P(dP)
=0 gilt:

lim [ @ = Ruy(B)—x=(®, B) P(dd)=0.

Ist P ein “B-praeinvarianter Punktprozef mit (2), dann haben wir in u, ,
definiert durch u, (A)=|x(®, A) P(d®); ~yAcAU ein P-invariantes Map mit
inf sup | Apx R« Ruf—u, =f=0; zfeL™.

""G‘B /(‘\l{ v

Es gilt deshalb folgende Beziehung.
4.4. Jeder “3-praeinvariante Punkiprozefi besitzt ein ‘\3-praeinvariantes
Intensitditsmap.
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Schrankt man sich auf die Betrachtung Poissonscher Punktiprozesse ein, so
ist 4.4. umkehrbar, d. h., wir erhalten zusammenfassend:

4.5. Sei P ein Poissonscher Punktprozef. P ist genau dann R-praeinvari-
ant, wenn .p ein 3-praeinvariantes Map ist.

Beweis. Wegen 4.3. und 4.4. geniigt es zum Beweis von 4.5. zu zeigen,
daB ein -invariantes Mafl u existiert mit

(3) lim [| @ = RyB)—u(B) PdP)—0
fiir alle K-Folgen R, R, ... und alle u-Stetigkeitsmengen B¢ 9B, wenn .l1p ein
R-praeinvariantes Maf ist. Seidazu R, R, ... eine K-Folge und 4, ein R-prae-

invariantes MaB. Wegen Theorem 1 in [7] erhalten wir dann fir alle [A4]-Ste-
tigkeitsmengen B¢ B[Ap)(B)= lim Ap= R,(B). Weiter gilt nach Theorem 2 aus

(7] lim [ (R,(x, B)?Apdx)=0; B¢SB.

Da schlieBlich die [.1,]-Stetigkeitsmengen aus 9B einen Halbring bilden,
konnen wir unter Verwendung von unter Theorem 4 aus [6] auf die Giiltigkeit von
(3) fiir u=[.1,) und alle [ p]-Stetigkeitsmengen B¢ B schliefen. Damit ist 4.4. be-
wiesen.

5. Konvergenzsatze. In diesem Abschnitt seien wieder 3 eine separable,
stetige, fliichtige und mischende Verschiebungshalbgruppe. Unter einer \3-Misch-
ung verstehen wir eine Mischung Poissonscher Prozesse [ P,/ (du), wobei
die Menge der R-invarianten Mafle beziiglich // das Mafi Eins hat. Bei dieser
Begriffsbildung muf man wissen, dal die Menge der Qi-invarianten Mafle eine
mefibare Teilmenge von NV ist. Das erkennt man jedoch leicht, wenn man be-
riicksichtigt, das 9( abzihlbar erzeugt und damit fiir jedes R¢SR die Menge
aller n¢ N mit u* R=u meBbar ist, und sich andererseits die Menge aller
B-invarianten MaBe wegen der Separabilitit von S als Durchschnitt von ab-
zihlbar vielen solcher Mengen darstellen lafit.

Wie wir spiter sehen werden, fallen die S3-invarianten Punktprozesse end-
licher Intensitit mit den 3-Mischungen endlicher Intensitit zusammen. Der Be-
weis der Beziehung stiitzt sich wesentlich auf den folgenden Konvergenzsatz.

Theorem 1. Ist P ein S3-praeinvarianter Punktprozef und R, R, .. ..
eine K-Folge, dann konvergiert die Folge der Punktprozesse Py, Pg,, ...
schwach gegen eine S3-Mischung.

Beweis. Sei P ein ‘-praeinvarianter Punktprozefi mit (2) und R, R,,...
eine K-Folge. In P= [ P(.4s) ) P(d®) haben wir dann eine P-Mischung endli-
cher Intensitit und wegen 4.3. gilt fiir alle [.1,]-Stetigkeitsmengen B¢Q

lim [|®»R,(B) x(®, B) P(d®)--0.

Weiter erhalten wir unter Verwendung von Theorem 2 in (7] lim | R,(x, B))?
Ap(dx)=0; >y B¢B. SchlieBlich ist noch Ap+ R, ¢ N fir alle n-0,1,... und

die Menge der .15-Stetigkeitsmengen aus 9 bilden einen Halbring. Nach Theo-
rem 2 in [6] muB deshalb die Konvergenz der Variationsabstinde

Il PR Bl ..... Bm—PBl ..... Rm v\’.r ;_ )
fir alle Folgen B,,..., B, von .1;-Stetigkeitsmengen aus 9B statthaben, d. h,
die Folge der Punktprozesse Pp konvergiert schwach gegen P. Theorem 1 ist

damit bewiesen.
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Theorem 1 lifit sich zu einer Charakteristierung der K-Folgen ausbauen. Wie
das zu verstehen ist, macht das folgende Theorem deutlich.

Theorem 2. Eine Folge Ry, Ry, ... aus X ist genau dann eine K-Folge,
wenn fiir jeden “3-praeinvarianten Punktprozef P die Folge der Punktpro-
zesse Py, Pr,, ... schwach gegen einen \-invarianten Pnnktprozef konver-
glert.

Beim Beweis von Theorem 2 stiitzen wir uns auf die folgenden bekannten
Beziehungen (siehe etwa 5.4.4. bzw. 5.6.11. in [8]):

5.1. Ist u ein Map aus N und R ein substochastischer Kern auf E mit
w=ReN, dann gilt : (P)r =Py r)-

5.2. Eine Folge P P ... Poissonscher Prozesse konvergiert genau
dann schwach cegen einen Punktprozef P, wenn ein Maf u¢ N existiert, so daf

fiir alle feQ% gilt: w=f- lim w,=f. Dabei ist P=Py,).

Weiter bendtigen wir noch den folgenden Satz, dessen Beweis wir im 8.
Abschnitt fithren werden.

5.3. Eine Folge Ry, R,, ... aus  ist genau dann eine K-Folge, wenn zu
Jjedem S}-praeinvarianten Mapf un ein -invariantes Map |u| existiert mit:
Jae[=f= lim w=Ry=f; ~yfe€Lo

n—oo

Wegen 5.1. ist ein Poissonscher Punktprozef $R-invariant, wenn er ein
\R-invariantes Intensititsmaf besitzt. Damit ist klar, dafl jede -Mischung auch
\B-invariant ist. Wegen Theorem 1 geniigt es deshalb, zum Beweis von Theo-
rem 2 die Giiltigkeit der folgenden Beziehung nachzuweisen:

5.4. Es sei R,, R,, ... eine Folge aus R, so dap fiir jeden S}-praeinvari-

anten Poissonschen Punktprozef P die Folge Pg,, Pg,,... schwach gegen
%rzen \R-invarianten Punktprozef konvergiert. Dann ist Ry, R, ... eine
-Folge.

Beweis. Es sei u ein 3-praeinvariantes Mafi. Nach 4.5. mu8 dann der
Poissonsche Punktproze8 P, -praeinvariant sein. Auf Grund unserer Voraus-
setzung muB deshalb die Folge (P))z,» (Pio)r., - - - schwach gegen einen P-in-
varianten Punktproze8 P konvergieren. Wegen 5.1. und 5.2. erhalten wir nun,
dafl ein Maf} | «| existiert, so das gilt:

(4) ]u[*f"n]iT wuxRaxf; y feL0,

P y,.)=P.

Der ‘J-invariante Punktproze8 P mufB also endlicher Intensitat sein und, nach
4.1,, deshalb ein sp-invariantes IntensititsmaB besitzen, d.h., Ju[ ist P-inva-
riant.

Damit haben wir gezeigt, da zu jedem ‘R-praeinvarianten Mai x ein R-in-
variantes Mafl | u| existiert mit (4). Nach 5.3. ist Letzteres jedoch gleichbedeu-
tend damit, dal R,, R,, ... eine K-Folge ist.

Theorem 3. Es sei P ein Poissonscher Punktprozef mit R-beschrink-
tem Intensititsmap. P ist genau dann \B-praeinvariant, wenn fiir jede K-Folge
Ry, R, ... die Folge der Punktprozesse Pp, Pg,, ... schwach gegen einen
\B-invarianten Punktprozef konvergiert.

Wir hatten bereits festgestellt, daB jede i-Mischung auch R-invariant ist.
Wegen Theorem 1 geniigt es deshalb, zum Beweis von Theorem 3 die Gilltigkeit
der folgenden Beziehung nachzuweisen:
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5.5. Es sei P ein Poissonscher Punktprozefs mit S’-beschrinktem Intensi-
tatsmap, so daf fiir alle K-Folgen R, R, ... die Folge der Punktprozesse
Pr,, Pr,, ... schwach gegen einen -\-invarianten Punktprozefi konvergiert.
Dann ist P 3-praeinvariant.

Beweis. Wegen 5.2. und 5.3. folgt aus der Voraussetzung von 5.5., daf§
fiir jede K-Folge R,, Ry, ... ein W-invariantes Maf} x existiert mit w=/-— lim 1,

Ry fi 7 fEL%.
Da andererseits .1, nach Voraussetzung ein s3-beschrinktes Mafl ist, er-

halten wir unter Verwendung von Theorem 1 in [7[, daf 1, ein ‘J-praeinvari-
antes Maf ist. Letzteres ist jedoch nach 4.5. gleichbedeutend damit, daBl P ein
}-praeinvarianter Punktprozefl ist. Die Theoreme 1,2 und 3 machen deutlich,
dafl zwischen den Begriffen 3-praeinvarianter Punktprozefl, K-Folge aus ‘3 und
der Konvergenzaussage unter Theorem 1 ein natiirlicher Zusammenhang be-
steht. So besagt Theorem 1, dafl die Konvergenzaussage richtig ist, wenn eine
K-Folge und ein ‘P3-praeinvarianter Punktprozefl vorliegen. Aus Theorem 2 und
Theorem 1 folgt, dal sich eine K-Folge dadurch charakterisieren 1afit, dafi die
Konvergenzaussage fiir alle s3-praeinvarianten oder sogar nur fiir alle ‘3-prae-
invarianten Poissonschen Punktprozesse richtig ist (iman beachte die Bezieh-
ung 5.4.). Schlieilich folgt aus Theorem 1 und Theorem 3, daB sich wenigstens
fiir Poissonsche Punktprozesse die sp3-Praeinvarianz durch die Giiltigkeit der
Konvergenzaussage fiir alle K-Folgen charakterisieren 148t.

6. Die Struktur der ‘-invarianten Punktprozesse. Es sei wieder | eine
separable, stetige, fliichtige und mischende Verschiebungshalbgruppe. Wir hat-
ten bereits im 5. Abschnitt festgestellt, daB jede J3-Mischung auch ‘R-invariant
ist. Schriinkt man sich auf die Betrachtung von Punktprozessen endlicher In-
tensitdt ein, so liBt sich diese Aussage auch umkehren, d. h., wir haben:

Theorem 4. Es sei P ein Punktprozef endlicher Intensitit. P ist ge-
nau dann W3-invariant, wenn P sich als W3-Mischung darstellen lijft.

Beweis. Wir miissen nur noch zeigen, da P eine s3-Mischung ist, wenn
P “J-invariant ist.

In [7] Abschnitt 3. wird gezeigt, daB fiir separable Verschiebungshalbgrup-
pen wenigstens eine K-Folge R, R,, ... existiert. Ist 2 S3-invariant, dann muf}
gelten

PR”=P; v”T:O,l,...

Weiter mufl nach 4.2 P auch Sp-praeinvariant sein. Unter Verwendung von
Theorem 1 erhalten wir deshalb, da die Folge Py, Py, ... schwach gegen
eine B-Mischung konvergiert. Wegen Pp —P; ,=0,1,..., folgt daraus
jedoch, dafi P selbst eine ‘3-Mischung ist. Damit ist Theorem 4 bewiesen.
Fiir jedes A¢9( bezeichnen wir mit 9, die kleinste o-Algebra iiber M,
beziiglich der alle Abbildungen £z mit B¢ und BC A mefibar sind und set-
zen Mw— [ Mp. Ein Punktprozel P heifit raumlich ergodisch, wenn P auf
BeY
M nur die Werte O oder 1 hat. Fiir jedes A¢9( und jeden Punktprozei P
bezeichne nun .~ das durch die Abbildung @ — &(- N A)- ,& induzierte Ver-
teilungsgesetz auf (M, Wt]. Weiter setzen wir fiir jedesYs ¢ ) mit P(Y)>0

PX/Y) PXNnY)P(Y); wvXem
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d.h., wir haben in P(-/Y) das bedingte Verteilungsgesetz zu P unter der
Bedingung Y. Wir sagen, daf8 der Punktprozefi P von schwacher Fernwirkung
ist, wenn fiir jedes B¢ und alle Ye¢Mip mit P(Y)>0 gilt:

iﬂf lé P-—ﬁ(p( Y)) ‘\'":0.

BOB' ,B€Y

SchlieBlich nennen wir einen ‘P-invarianten Punktprozefi P s}-extremal, wenn
aus der Darstellung P=aP'+ (1 —«,)P? wobei «>0 und P' ebenfalls -inva-
riant ist, folgt, dafi P =P" ist.

Theorem 5. Es sei P ein S-invarianter Punktprozef endlicher In-
tensitiit. Folgende Aussagen sind gleichwertig :

a) P ist Poissonsch.

b) P ist \\-extremal.

c) P ist von schwacher Fernwirkung.

d) P ist rdumlich ergodisch.

Den Beweis von Theorem 5 fithren wir im Abschnitt 9 der Arbeit.

7. Homogene Verschiebungen. Wie bereits in der Einleitung erwédhnt
wurde, besteht ein Anliegen dieser Arbeit darin, die angefiihrten Resultate von
Dobrushin und Stone zu verallgemeinern. Inwieweit das gelungen ist, d. h., wel-
che Gestalt die erzielten Resultate im Fall homogener Verschiebungen anneh-
men, soll in diesem Abschnitt demonstriert werden. Dazu spezialisieren wir
uns zundchst auf den Fall E=Rs. Alle friiher eingefiihrten Begriife
bezeichnungen beziehen sich deshalb im folgenden immer auf den s-dimensionalen
euklidischen Raum E-— Rs. Wir fithren zunichst noch einige Bezeichnungen ein.
Es sei 8 die Menge aller Verteilungsgesetze auf [E,9(]. Mit u =1 bezeichnen wir
die Faltung von zwei Maflen u, ¢ N. Fiir jedes a¢ 9 haben wir in R., definiert
duich Rux, A)—drxa(A); wx€E, v A€ einen stochastischen Kern auf E.
Wir setzen PN={R,:xcB|.

In [7] wird gezeigt, daB "3 ein separable, stetige, fliichtige und mischende
Verschiebungshalbgruppe ist, und die Menge der $:-invarianten Mafle mit allen Viel-
fachen des Lebesqueschen Mafles zusammenfillt. Aus Theorem 4 folgt deshalb:

7.1. Ein Punktprozef P auf R mit endlicher Intensitit ist genau dann
\W-invariant, wenn P eine Mischung stationdrer Poissonscher Punktprozes-
se ist.

Spezialisieren wir uns auf s=1, so haben wir in 7.1 den in der Einleit-
ung angefiihrten Struktursatz von Dobrushin. Wir zeigen nun:

7.2. Ein Punktprozefi P auf R* ist genau dann ‘P3-praeinvariant, wenn
die folgende Forderung erfiillt ist:

a) Es existiert eine Funktion f¢ L (P) mit

lim sup [| @ =du([—n, n]*)(2n)~*—f(D)| P(dP)=0.

nseo x€R'

Beweis. Wir wissen bereits, dafi die Sp-invarianten Mafle mit allen Viel-
fachen des Lebesqueschen Mafles L zusammenfallen. Weiter wird in [7] gezeigt, da8
ein Maf} u genau dann s|i-beschrinkt ist, wennsup u=d(B)<<co fiir alle B¢ ist.
Ebenfalls in [7] wird gezeigt, dafi eine Folge R,, R.,... aus S} genau dann
eine K-Folge ist, wenn die Folge «, a,... schwach asymptotisch gleichver-
teilt ist (d. h., fiir alle x¢ R* und alle beziiglich L absolut stetigen a¢ % hat die
Konvergenz der Variationsabstinde
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laza,—0y+a*ay var "

statt). Wie erhalten deshalb unter Verwendung von 4.3, dal / genau dann
\B-praeinvariant ist, wenn ein f¢L,(P) existiert, so dafl fiir alle L-Stetigkeits-
mengen B¢y und alle schwach asymptotisch gleichverteilten Folgen aq, a, ...
gilt:

lim | @=a(B) f(&)L(B) Pdd)- 0.
Letzteres ist jedoch identisch damit, dal die Forderung a) erfiillt ist (siehe [1]).
Damit ist 7.2 bewiesen.

Wir hatten bereits festgestellt, daB, auf Grund der Ergebnisse in (7], jeder
Punktproze8 auf R° genau dann eine Mischung stationdrer Poissonscher Punkt-
prozesse ist, wenn er eine ‘}-Mischung ist, weiter, jede Folge a;, a;,... genau
dann schwach asymptotisch gleichverteilt ist, wenn R, , R,,... eine K-Folge
in °]3 ist. Wegen 7.2 erhalten wir deshalb als Folgerung aus den Theoremen 1
und 2:

7.3. Eine Folge vy, a, ... ist genau dann schwach asymptotisch gleichver-
teilt, wenn fiir alle Punktprozesse P auf RS, die der Forderung a) unter 7.2
geniigen, die Folge der Punktprozesse PRo» Pr,,--- schwach gegen eine
Mischung stationdrer Poissonscher Punktprozesse konvergiert.

Spezialisieren wir uns wieder auf s—1, so haben wir in 7.3 das in der
Enleitung angefiithrte Theorem von Stone.

8. Die Beweise von 4.2, 4.3 und 5.3. In diesem Abschnitt sei stets s
eine separable, stetige, fliichtige und mischende Verschiebungshalbgruppe auf
dem volistindigen separablen metrischen Raum E.

Wir fithren zundchst den Beweis der Beziehung 4.3:

Auf dem iiblichen Wege =zeigt man, daB die Aussage (p2) dquivalent
ist mit
(p3) Fiir jede K-Folge Ry, Ry, ...und alle f ¢ % ist

lim [ @=Rf —s(D, )+f | P(AP)= 0.
Wir miissen deshalb zum Beweis von 4.3 nur die Aquivalenz von (p1) und (p3)

nachweisen.
Es sei zunichst (p3) erfiillt. Nach (7] Abschnitt 3 existiert eine Folge R,

Ry, ...aus 3 dergestallt, dafl fiir jede Folge Q, Q, ... aus R in Ry=Q,,
R+Q,, .. eine K-Folge gegeben ist. Wegen (p3) mufl deshalb

lim sup [ @R Quf—x(D, )« f| P(dP)=0

n—soo QG\B
fiir alle f¢ £ sein. Das zieht die Giiltigkeit von (pl) nach sich. Es sei nun
Ry, R, ... eine K-Folge aus ' und f¢ ¢%. Fiir alle Q ¢ P erhalten wir

[ ®Rerf (b, )of | PdD)
(5) < f | DeRf — DrQuRusf P(AD) + f | BoQeRon f (b, )of | P(dD)
<A | Ritf  QuRof | +5up [ DeQuRef—x (@, )of | Pldet)

ReSP

Setzen wir voraus, daf (pl) erfilllt, P also ‘}-praeinvariant ist, dann muB nach
4.4 Ap ein B-praeinvariantes Mafl sein. Wegen 5.7 in (7] ist deshalb stets
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(6) lim . 1p# | Rysf — QeRyf =0.

Weiter folgt aus (pl)
(7) inf sup [ P=QsRsf—x(D, )=f Pdd)=0.
QesP REP
(5), (6) und (7) ziehen
lim [ D=Ryf —=(D, )=f P(dP)=0

n—o0
nach sich. Damit ist gezeigt, daB (p3) aus (pl) folgt und 4.3 ist bewiesen.

Wir fithren nun den Beweis der Beziehung 4.2.:

Da )3 separabel war, existiert eine abzihlbare Teilmenge . mit den Eigen-
schaften (S1) und (S2). Wir konnen ohne Beschrinkung der Allgemeinheit an-
nehmen, da O, eine Verschiebungshalbgruppe ist.

Es sei nun P ein ‘B-invarianter PunktprozeB endlicher Intensitat. P ist
dann auch O-invariant. Aus den Uberlegungen in [2] Abschnitt 4, speziell Satz
1, folgt dann, daB eine auf M9 definierte reelle Funktion x(®, B) exi-
stiert mit:

I. Fiir jedes B¢9® ist x( ,B) eine mefBbare, P-integrierbare Funktion
auf M.

2. Fiir jedes @ ¢ M ist »(®, ) ein Q-invariantes Mafl auf 9.

3. Bezeichne Q,, Q... eine Numerierung der Elemente von £ und a,,
a,... eine Folge positiver reeller Zahlen mit X;_ a,=1. Fiir den substochasti-

schen Kern Q=X ja, Q, gilt:

lim [ 1% 0eQU(B)—x(®, B) PdD)-0: yBEW.
m=1

n— o0

Aus (S2) und 2 folgt sofort:
2'. Fiir jedes @¢ M ist x(®, ) ein P-invariantes Ma8.

Es sei nun R, R, ... eine K-Folge aus 3 und Q entsprechend 3 kon-
struiert. Fiir alle n¢ NV erhalten wir unter Verwendung von 2’:

S ,.L,,I_ﬁ, B+ (Q™*)+RAB) —(®, B)| P(dD)

Tl X QB —x(@, B)| Pldd); vBES.
Wir konnen deshalb folgendermafien abschatzen:
[ P+Ry(B) —x(®, B)| PdP)

<[ BR(B) - £ OAQIRAB) PWD)+[ | ZDHQRRAB)
~x( @, B)| P(d®)- sup [|Ri(x, B) —(Q™)+Ry(x, B) | Apldx)

1y £ 0QmB) A9, B) PaD); v BES, v s, nz0.
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1p ist ein \P-invariantes Mafi. Wegen Theorem 2 in (7] gilt deshalb fiir alle
1 p-Stetigkeitsmengen B¢9B und alle n -0, 1,...
lim sup [ Ri(x, B) (Qm)+Rs(x, B) .1p(dx)=0.

S§—0 m=n

Wir haben deshalb fiir alle .1,-Stetigkeitsmengen B ¢98 und alle n=0, 1,...
lim [ ®:«R(B) P, B) P(dd)

Camdad

s [ 4 L 0@ (B)—x(@, B)| Bao)

Wegen 3 ist .1,(B)= [»(®, B) P(d®d); B¢ B, und
lim [ L L @ (Qm)(B)—u(®) B) Pdd)=0; B
=1

Damit haben wir gezeigt, dal P der Aussage (p2) unter 4.3 geniigt und des- _
halb ‘3-praeinvariant sein mufl. Der Beweis von 4.2 ist damit abgeschlossen.
 Auf Grund der Definition der K-Folgen geniigt es, zum Beweis von 5.3 zu
zeigen:
8.1. Es sei R,, R,, ... eine Folge aus ‘1, so daf zu jedem “}-praeinvarian-
ten Map wein 3-invariantes Maf | u [existiert mit | u [+f = lim w=Ry=f; 7 f¢€ L.

n—oo

Dann ist Ry, R,, ... eine K-Folge.

Beweis. Unter den Voraussetzungen von 8.1 zeigen wir zunichst

8.1.1. Fiir alle s¥-praeinvarianten Mafe « und alle nichtnegativen f¢ L%
gilt: ul= f<[u]+f.

Sei dazu u ein ‘B-praeinvariantes Mafi und R ¢ ‘. Offensichtlich ist auch
w+R ein \P-praeinvariantes Mafl. Fiir alle nichtnegativen f, g ¢ " mit g(x)_ 1;
w Xx€E, ist nun g.(R«f)¢ £ und wir erhalten

LR f - lim o Rys(g - (Ref)) -~ | [+(g (Re ).

Daraus folgt |w«R|[+f -|u[+/f filr alle nichtnegativen f¢ ¢%, Damit haben wir
Jeel=f- inf JuxR|=f fir alle nichtnegativen f¢ % Weil stets w=R«R,*f
RESP
= sup u=R=R'x+f ist, muB andererseits fiir alle nichtnegativen f ¢ ¢ gelten
R €38
inf JusR#f~ inf sup xR=R+f.
RES REP R e

Da schlieBlich inf sup wsR:R'sf—=[u]= f; 7 f€ L™ ist (siehe [7]), konnen wir
ReN R e’
auf die Giiltigkeit von 8.1.1 schlieBen.

Aus 5.5 in [7] folgt nun, daB fiir jedes "B3-praeinvariante Mag und jedes B¢ 3
das MaB wu ¢ kg, definiert durch (ukg)(A) (AN B); A ¢, W-praeinvariant
ist, und es gilt: [ukglef 0; 7 f¢€L%.

Wegen 8.1.1 muf deshalb fiir alle ‘B-praeinvarianten MaBe «, alle B¢
und alle f¢ g gelten: lim (ukg)*R,+f=0.

n-roo
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Da mit R, R,,...auch die Folge R«R, R:=R,, ... fir jedes R¢ 1} die Vor-
aussetzung von 8.1 erfillt, erhalten wir fiir jedes ‘i-praeinvariante Mafl u, alle
B¢y und fe g™

lim (ukg)=R=R =/ —=0.
Damit haben wir
8.1.2. Fiir alle \R-praeinvarianten Mafe gilt:
lim (ukg)s ReRps f—Rupxf =035 g f €%, wReW.
Nach Theorem 3 in [7] ist fiir jedes R¢), alle s3-praeinvarianten Mafle x und
alle A¢ 9 auch wky+(uk,=R ein PR-praeinvariantes Mafi. Auf Grund der Vor.
aussetzung von 8.1 erhalten wir deshalb

8.1.3. Fiir alle \W-praeinvarianten Mafe u, alle R¢R, alle A € 9 und alle
[€¥%° konvergiert die Folge (uk)«(R«Ry f— Ry f), (uk)+(RR+f—Ry=f),....

Unter Verwendung des Lemma aus Abschnitt 2 in [4] erhalten wir aus
8.1.2 und 8.1.3.

8.1.4. Fiir alle\3-praeinvarianten Mafpe u, alle R ¢} und alle f ¢ Q*° gilt:

lim wux ReRy+f— Ryxf =0.

Fiir alle -praeinvarianten Mafle u, alle R¢ R, f¢€ g% und n=0, 1,..

haben wir nun folgende Abschitzung:

() f— =Ry f |- supl [ fu=ReR f| + x| ReR,™ f — Ry f .
RTES
Auf Grund von 8.1.4 und der Definition der ‘3-Praeinvarianz fiir Mafle folgt

daraus, dafi fiir alle \3-praeinvarianten Mafle » und alle f¢ £°° die Konvergenz
p*R,,*f;:;[y]*f statt hat. Das besagt, daBl R,, R, ... eine K-Folge ist. Da-

mit ist 8.1 bewiesen.

9. Beweis von Theorem 5. Fiir jedes A¢ 9( bezeichne ¥, die Menge aller
M 4-mefBbaren reellen Funktionen f auf M mit O f(®)=1; \v@ ¢ M. Weiter sei
F die Menge aller M{.-meflbaren beschrankten reellen Funktionen. Wir zeigen

zunachst:
9.1. Es sei P ein Punktprozeff mit schwacher Fernwirkung. Fiir jede
P-integrierbare Funktion g und alle f¢ ¥.. gilt:

(8) J&(D) [ (@) P(dP) = (/] &(P) P(dD)) ([ [ (P)PdP)).
Beweis. Es sei B,¢®. Fir alle Y ¢ Mg, mit AY)>0, alle B¢ B mit
B, B und alle f¢ ¥, gilt:
{f(‘l’)P(d‘l’) —P(N[ [(®)PaP) sP(Y) P—5P(|Y)) var-

Da P von schwacher Fernwirkung ist, haben wir damit
inf sup [f(@)P(dD) PY)[(P)PAD —0; 7Y,
BeB reFy ¥

Daraus folgt, da8 fiir alle endlichen Linearkombinationen h von Indikatorfunk-
tionen von Mengen aus Mg, gilt:
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9 inf sup | [ A(P)A(D)P(AD)— ([ h(D)P(AP)) [f(P)P(dPD)) | =0.

BeP /e[y
Nun lait sich aber zu jeder P-integrierbaren ) jz-mefBbaren Funktion g und
jedem £>0 eine solche Funktion % finden mit [ g(®¥)— (D) P(dP)<e. Anderer-
seits erhalten wir fiir alle Funktionen % mit (9)

inf sup [ g(®)f(@)PAD)—([ g(P)PED) ([ [ (@) P(dP)
BeBY /eF,

<2 [ g(®)—h(d) PPD).

Wir haben damit fiir alle P-integrierbaren )i;-mefBibaren Funktionen g

(10) inf sup [ f(P)g(P)P(dD)—( [ &(P)AdPD))( [ f(P)PAP) =0.
BeB /E€Fy

Da B, beliebig gewiahlt war, erhalt man an Hand gleicher Uberlegungen, daf}
(10) fiir alle P-integrierbaren Funktionen g richtig ist. Weil nun jedes
J € F mit

(1) 0/ (@)= 1; wPeM,

in der Menge [\ & liegt, konnen wir auf die Giiltigkeit von (8) fur alle P-
BeP

integrierbaren Funktionen g und alle f¢ .. mit (11) schliefen. Daraus kann
man jedoch leicht die Behauptung von 9.1 ableiten.

Offensichtlich liegt jede Indikatorfunktion einer Menge Y ¢ i in .. Aus
9.1 folgt deshalb, dafl P(Y)=(P(Y))?; Y¢M-.ist, wenn P von schwacher Fern-
wirkung ist. Wir haben damit die folgende Beziehung:

9.2. Jeder Punktprozef mit schwacher Fernwirkung ist rdumlich ergo-
disch.

Ist P ein Poissonscher Punktprozefl, dann ist bekanntlich fiir alle A,, A,¢(
mit A, NAg= & und alle Y, ¢Ma, Y6 Ma,

P(Y N Yy)=P(Y,) P(Yy).

Wir erhalten deshalb:

9.3. Jeder Poissonsche Punktprozef ist von schwacher Fernwirkung.

Wir betrachten jetzt eine abzihlbare Verschiebungshalbgruppe £, die ste-
tig und fliichtig ist. Mit M(Q)) bezeichnen wir die Menge aller @¢ M, so daf§
D=R¢ N fiir alle R¢ O, ist. M(Q,) wird durch die o-Algebra M) = V(D) N M(L)
zu einem meBbaren Raum ergidnzt. Fiir jeden Punktproze P mit

(12) P(M(2))=1

bezeichnet P die Einschrankung von P auf (D). A
Fur jedes R¢ Q. charakterisieren wir nun einen stochastischen Kern V, von
[M(D), MUD)/in[M, M| auf die folgende Weise:

Vedy (@5 d(B)=1)) - R(x, B); wx¢E, wBe®,
Vi, {®; P (E)=1})=1; wvx¢E,
Ve, )= = (Ve G5 @ e ME).

®([{x)) >0
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Fiir jeden Punktproze8 P mit (12) ist dann (siehe etwa [6])PR=P:V_R. Beriick-
sichtigt man noch, daB Q. eine Verschiebungshalbgruppe ist, so kann man
zeigen: Vg(®, M (Q))=1: ‘@& M(Q). Durch die Einschrinkung Vg(®, ) von
M auf (D) gelangen wir deshalb zu einem stochastischen Kern Vg auf
[M(Q), M(Q)]. Ein PunktprozeB P ist genau dann Q-invariant, wenn gilt
ﬁ*VR:ﬁ; wR ¢Q. Wir wihlen nun ein Verteilungsgesetz y auf O, mit der
Eigenschaft y ({R})>0; \wR ¢ Q. Durch

e, Y= Egy({R}) Vi@, Y): w®eMRD), v e M),

RE

haben wir dann wieder einen stochastischen Kern T auf [M(DQ), M(L)] mit
P:«T =P tir jeden Q-invarianten Punktproze A. Wir setzen weiter

n n
Q= X y({RYR, T _.711_ 3 TE*, Qm:_,L 3 Qe

ReD, k=1 n opan

Unter Verwendung von Lemma 1 aus [6] zeigt man leicht:
s Vr(®, )—5(Vr(EP, ) 1Varébf R(x, BY®(dx); wRE D, wPE M), vB, BoeB

Weil filr alle n=1, 2,... ein Verteilungsgesetz y, auf £, existiert, so daB
T'= X 7.({R) Ve Q= Z 7({R) R
RED,

ReD,
ist, konnen wir auf die Giltigkeit folgender Beziehung schliefen:

9.4. Es seien B, B, ¢ B, Y ¢ MgnN M(Q) und @ ¢ M(Q). Fiir allen=1,2,.."

gilt :
T(D, Y)—T"(5 D, ¥) = bf Q"l(x, B)®(dx).

Wir zeigen nun: -

9.5. Es seien P ein Q-invarianter Punktprozef endlicher Iniensitit, B¢ B
und Y ¢ Mgn MEQ)-

Dann existiert eine W..-mepbare Funktion f auf M(Q) mit 0=f<1 und

lim [| T"(®, Y)—f(®D)| P(dP)=0.

n-—co

Beweis. Wir haben P«T —P. Nach einem bekannten Ergodensatz kon-
vergiert deshalb die Funktionenfolge Tt( ,Y) in der L (P)-Norm und P-fastsicher

gegen eine Funktion fauf M(Q) mit 0= f@)=1; y@¢c ML) Fiir jedes By¢ B
erhalten wir wegen 9.4

[ U@, ¥)— Vs @, 1) Pd®)s | [ Q“I(x, BYB(dx)P(d®B)=[ QU(x, B) Ap(dx).

Weil ©, fliichtig, Ap€ N und Ap+Q=4p ist, erhdlt man weiter
lim [ Qi(x, B) Ap(dx)=0; 7Bo€®B.

n—oo B,

Wir haben deshalb
(13) lim [ T, ®, Y)—F (@) P(dP)=0; BB

n-—so00

22 Cu. Cepaunxa 4
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Wir betrachten jetzt eine Folge B, CB,C,... von Mengen aus B, so dafi zu
jedemn B¢y ein k existiert mit B,CB,. Aus Grund von (13) kénnen wir eine
Folge n,<<n,< ... natiirlicher Zahlen finden, so daf8 fiir die Menge

oo - [n,
Lo N 4D € MQ); A= lim T (5 b, ¥))
k=1 7

&0

gilt: P(L)=1.

Fiir jedes £ 1,2,...bezeichne nun M, die Menge aller @ ¢ M(L.) mit folgen-
den Eigenschaften:

(a) Fiir jedes i=k konvergiert die Folge (7 ¢(z2, Y).2,

(b) Fiir alle i~ £ gilt:

lim 7"l (g®, ¥)=lim r"'euB‘rp, V).

Offensichtlich ist stets LCM, und /PlkE:)JEEk.
Wir setzen f, (&)= lim 7“"?'(3;/', Y);, w®¢M, Es ist dann fiir alle r<s

fD)=f(D); ~y® ¢ M, und M,CM,. Weiter ist offensichtlich f eine ﬂjzgk-meB-

bare Funktion mit 0 =~ f(?)<1; v @ ¢ M(Q).
Wir setzen nun M. — Uy, M,. Offensichtlich ist M. ¢ M. N M(Q) und

es gibt genau eine Funktion f. auf M., die Y.-meBbar ist und fiir die gilt:
fool®)=f(P); 7P ¢ M,. Die Funktion
oo ¢ ; 1 Moo)
f(q))_oe'{ f ( ) V”(
0 3 vPe MO\ M,
ist dann M..-meBbar, besitzt die Eigenschaft 0--f(®#)-1; w® ¢ M(T), und es
gilt: f(P) - f(d); €L Weil PL)~1 und
lim || TU®, YV)—AP) P(dd)=0

n—oo

war, haben wir damit die Behauptung von 9.5 bewiesen.

9.6. Es seien P und D SO.-invariante Punktprozesse, so daff D absolut
stetig beziiglich P ist. Wenn P rdumlich ergodisch und won endlicher Inten-
sitit ist, dann mufi P=D sein. N

Beweis. Weil D absolut stetig beziiglich #ist, mufi auch D absolut stetig
beziiglich 2 sein. /9 148t sich deshalb in der Form D(Y)v:[_g((b) Pd®d); 7 Y

€MD) darstellen. Weiter haben wir fiir alle n=1, 2,...

BY)- [ TV(d, Y)P@D) DY)~ [TV(D, Y)g@)PdD); 7Y ML).

Es sei nun B¢ ¥ und Y ¢ M. NM(Q). Mit den Bezeichnungen von 9.5 mufl
dann gelten

(14) P(Y)- [f(®)P(dd).

Weiter haben wir fiir alle m>0
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D(Y)—[g(®)f(P)PdD) | < [g(®) TP, Y)— f(P)| P(dD)
= o DPAD)+m[ | TV, Y)—f(P)| P(dd).

Nach 9.5 muB gelten lim [ TU(®, Y)— f(®P) P(dP)=0. Mithin ist fiir alle
m >0 N R
| D(Y)—[8(D) [ (P)P(d D) <M{\ _ &(D)P(dP)
und damit R .
(15) D(Y)= [&(®)f (D) P(dD).

Da P rdumlich ergodisch sein soll und f nach Aussage von 9.5 ..-mefbar
ist, erhdlt man

(16) [8(®)f () P(dD) = [g(®) PdD)[ f (@) P(dD).
Wegen | = [g(?)P(d®) folgt aus (14), (15) und (16)
(17) D(Y)=PB(Y).

Wir haben damit gezeigt, dafl (17) fiir alle B¢ undalle Y ¢ Mizgn M(Q) richtig
ist. Damit muf auch D(Y)=P(Y) fiir alle B¢ B und Y¢ My sein. Letzteres ist
jedoch gleichbedeutend damit, dal D=P ist.

Unter Verwendung von 9.6 zeigen wir nun:

9.7. Es seien ‘} eine separable, stetige, fliichiige Verschiebungskalbgruppe
und P ein B-invarianter Punktpozef endlicher Intensitdt. Ist P raumlich er-
godisch, so ist P auch ‘B-extremal.

Beweis. Wegen der Separabilitit von ¢ existiert eine abzdhlbare, stetige,
fliichtige Verschiebungshalbgruppe Q.. Nach 9.6 ist fiir jeden Q-invarianten,
raumlich ergodischen Punktproze8 P! und jeden beziiglich P! absolut stetigen
‘R2-invarianten Punktprozef P? stets P'= P2 Weil nun jeder P-invariante Punkt-
proze auch Q-invariant ist, muB fir jeden beziiglich P absolut stetigen Q3-in-
varianten PunktprozeB P’ stets P=P’ sein. Eine Darstellung der Form P=aF”
+(1 —a)P” mit a>0, zieht aber stets nach sich, da P’ beziiglich P absolut
stetig ist. Wir konnen deshalb schlieBen, da8 P R-extremal ist. Zum Beweis
von Theorem 5 bendtigen wir noch die folgende Beziehung:

9.8. Es seien \} eine separable, stetige, fliichtige und mischende Verschie-
bungshalbgruppe und P ein 3-invarianter Punktprozef endlicher Intensitit.
Ist P B-extremal, so mufi P Poissonsch sein.

Beweis. Nach Theorem 4 148t sich P in der Form

(18) P= [Py H(duw)

darstellen, wobei /7 auf der Menge der SR-invarianten Mafie konzentriert ist.
Ist P nicht Poissonsch, dann existiert eine mefibare Teilmenge Y von N mit

(19) 0<H(Y)<]1.
Wir setzen a=H(Y), H,—=H( |Y), Hy=H( /Y) und haben dann
(20) P—a [P, H\(du)+ (1 —a) f Py du)

Wegen (19) ist /+H,. Auf Grund von (18) mufi deshalb
(21) P [Pyobh(du).
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sein (siehe etwa [8] Abschnitt 5.6). Da /1 auf der Menge der ‘L-invarianten
MaBe konzentriert war, muB auch H, diese Eigenschaft besitzen. [ P, H (du)
ist also eine ‘3-Mischung und damit R-invariant. Weil (20) und (21) gelten,
kann P deshalb nicht ‘R-extremal sein. Wir haben damit gezeigt, daB P nicht
R-extremal ist, wenn P nicht Poissonsch ist. Das ist jedoch gleichbedeutend

mit der Behauptung von 9.8.
Die Identitat der Aussagen a), b), ¢) und d) unter Theorem 5 folgt nun

unmittelbar aus 9.2, 9.3, 9.7 und 9.8.
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