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KONSTRUKTION DER BEDINGTEN ENERGIE EINES PUNKTPROZESSES

ERHARD GLOTZL

Fiir den Punktprozess P wird gezeigt, daff die Bedingung ' (,nicht Vakuum®) zusam-
men mit der Bedingung, das P bedingt absolut stetig in bezug zu einem Prozess Q (mit
unabhingigen Zuwichsen und die selbe Bedingung X befriedigend) notwendig und hinrei-
chend dafiir ist, das 2 also Gibbschen Prozess interpretiert werden kann, dessen Wechselwir-
kungen durch eine Bedingte Energie definiert sind.

1. Einleitung. Unter Gibbsprozess versteht man Punktprozess, deren be-
dingte Wahrscheinlichkeiten in beschrinktem Volumen mit einer vorgegebenen
Spezifizierung fast iiberall ibereinstimmen. In den Anwendungen in der statis-
tischen Mechanik wird diese Spezifizierung durch die Wechselwirkungskriite,
die zwischen den Teilchen wirken, bestimmt. Die Wechselwirkungen lassen
sich durch verschiedene Begriffe wie bedingte Energie, lokale Energie oder
Potential beschreiben [4].

Von Kozlov [11] und in [6] werden hinreichende und in [5] hinreichende
und notwendige Bedingungen angegeben, unter demen ein Punktprozef als
Gibbsprozefl mit Potential beschrieben werden kann. Das analoge Problem fiir
lokale Energien wird in [6] behandelt.

Im Hauptergebnis (Satz 6) dieser Arbeit wird gezeigt, daf fiir einen Punkt-

prozef P die Eigenschaften (¥) und P<(Q hinreichend und notwendig sind fiir
die Existenz einer bedingten Energie v: N, XN ] — oo, oo/, sodaB P(dg /Ny ) (1)
~exp( Aoy 1;))Qdeg) P-fast sicher, d.h. daB P sich als Gibbsprozef mit
einer bedingten Energie v interpretieren ldft. Weiters existiert unter diesen
Voraussetzungen sogar eine Version o* von v, soda8 die in der exakten De-
finition von Gibbsprozessen iiber Spezifizierungen auftretenden Ausnahmemen-
gen (Komplemente der Regularititsmengen) gleich der leeren Menge gesetzt
werden konnen.

Ausgangspunkt fiir diese Arbeit ist eine Arbeit von Matthes, War-
muth, Mecke [13], welche die Verbindung zwischen den Arbeiten von Pa-
pangelou [15] und Kallenberg [8] iiber den bedingten Intensitatskern
eines Punktprozesses und den Arbeiten von Georgii [2, Satz 3.5] und Ngu-
yen, Zessin [14] iiber die lokale Charakterisierung von Gibbsprozessen be-
handelt. In dieser Arbeit [13] wird die zentrale Rolle der Bedingung X als na-
tiirliche Voraussetzung fiir die Beschreibung eines Punktprozesses als Gibbs-
prozeB herausgearbeitet. Diese Bedingung X entspricht iibrigens genau der Be-
dingung eines nicht degenerierten Vakuums von Kozlov [11].

In Kapitel 2 bringen wir neben den Bezeichnungen einige bekannte Re-
sultate. In Kapitel 3 werden die Hauptergebnisse formuliert und bewiesen. Die
Beweise fiir die dazu notwendingen Lemmata fiihren wir in Kapitel 4 an.
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218 E. GLOTZL

2. Bezeichnungen, Definitionen und bekannte Resultate. Als Phasenraum

7" wihlen wir wie iiblich einen lokalkompakten, abzihlbar erzeugten Hausdorfi-

raum, um die fiir die statistische Mechanik wichtigen Fille 7—R? und 7=2¢

sleichzeitig zu erfassen, versehen mit der o-Algebra 7 der Borelmengen. Es
bezeichne weiter

B ... die Menge der beschrinkten Borelmengen von 7

N ... die Menge der ganzzahligen Radonmafie aui (7, 7)

N, ... die Menge der ganzzahligen Radonmafle auf (7, 7) mit Triiger in B

(B¢B).

Ny... die Menge der endlichen ganzzahligen Radonmage auf (7, 7)

N ... die iibliche o-Algebra, das ist die kleinste o-Algebra von Teilmengen von
VN, sodaf8 fiir alle B¢B die Funktionen Bz: N+ R mit u -~ u(B) mef-
bar sind

Ny ... die o-Algebra der FEreignisse, die nur vom Inneren von V abhingen,
das ist die kleinste Teil-o-Algebra von N, sodaf8 fiir alle We7, Wc 'V,
die Funktionen 8, meBbar sind (V¢T).

Ny ... N eingeschrinkt auf N,

P(N)... die Menge der Punktprozesse mit Phasenraum (7, 7), d. h. die Menge

der Wahrscheinlichkeitsmafie auf (N, N)

iy... die Indikatorfunktion der Menge A
oy w(. N W) fiir weN, WET
W: =T\ W

Fiir das O-Maf} schreiben wir O.

Da der Phasenraum 7 ein lokalkompakter, abzihlbar erzeugter Hausdorff-
raum ist, existiert eine Metrik und entsprechend eine abzihlbare Basis K* be-
stehend aus offenen Kugeln mit Radius 1/z (n¢N). K bezeichne die Menge
aller endlichen Vereinigungen von Elementen aus K*.

Bemerkung. Gibbsprozesse sind dadurch definiert, da man fiir alle be-
schriankten Mengen B die bedingten Wahrscheinlichkeiten der Ereignisse im
luneren von B fir alle moglichen Randbedingungen im Aufleren von B durch
eine lokale Spezifizierung festlegt. Wir geben zunichst die Definition von
Gibbsprozessen zu allgemeinen lokalen Spezifizierungen und werden uns im
Kapitel 3 mit Gibbsprozessen zu speziellen lokalen Spezifizierungen beiassen
und zwar solchen, deren Spezifizierungen iiber bedingte Energien definiert sind.

Definition (vgl [16)). Fiir jedes B¢B sei np: NXN [0, 1] eine Ab-
bildung mit (u, F) » ag(u, F) und RNy ungleich der leeren Menge, dann
heift 11: —{aglnen eine lokale Spezifizierung beziiglich R: |Rylnes falls fiir
alle B¢B gilt:

(1) a4(m,.) ist Wahrscheinlichkeitsmaf auf (N, N). (u€Ry)
(2) 2g(ue, F)- 0 (1ufRg, FEN) '

(3) gl ., F) ist N,-mefbar (FEN)

(4) 7l F)=dpnp, (FEN;)

(5) apragl., F) ag(., F) (W, BeB, Wc B, FeN).

Definition. Sei /1 eine lokale Spezifizierung beziiglich R.

a) Ein Punktprozefp P mit Phasenraum (T, T) heift Gibbsprozef mit lo-
kaler Spezifizierung Il beziiglich R, falls fiir alle B¢B, FeN der bedingte
Erwartungswert P(F/N;)=ag(., F) P. f.i.

b) Die Menge aller Gibbs'schen Punktprozesse mit lokaler Spezifizie-
rung Il beziiglich R bezeichnen wir mit G(I1, R).
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Bemerkung. Ist I/ eine lokale Spezifizierung beziiglich R, dann gilt
fiir alle PcG(I1, R), B¢B.
(6) PRy 1.
Beweis. Da fiir alle BeB NeN,, gilt wegen (4)
P(Rn) [ igyna(0dP)— [ an(u, NJAPw)= [ PN[Ng)udP(u)=PN)=1.

Satz 1. Ist P¢P(N), dann sind folgende Aussagen (liquivaient :

(7 PeG(IT, R)
(8) PIENF) [ agu, FYdP(u) (BeB, E¢Ny, FeN)
E
(9) P(F)- [aglu, FYdP(1:) (B¢B, FEN).
N
Beweis [16]

Bemerk ung. (a) Historisch gesehen wurden Gibbsprozesse durch D o b-
rushin, Laniord, Ruelle (vgl [1, 2]) zundchst iiber die Gleichung (9)
definiert. (9) wird daher allgemein als DLR-Gleichung bezeichnet.

(b) Obwohl wir es spdter nicht bendtigen, erwihnen wir der Vollstindig-
keit halber, daf man mit Hilfe von (9) sogar folgendes zeigen kann: P¢G(71, B)
«>P—=P = 7., wobei 7. im wesentlichen durch x..(u, F)=limz, 7(u, F) definiert
ist. Eine genaue Konstruktion findet man in [16].

Definition (vgl [13]). P¢P(N) erfillt die Bedingung 2, falls fir alle
B¢B und E¢N, mit P(E)>0 die Ungleichung P({u| u(B)=0}/E)>0 erfulllt ist.

Bemerkung. Diese Bedingung wurde urspriinglich von Kozlov [11]
ecingefilhrt unter dem Namen ,” hat nicht degeneriertes Vakuum® und dann
unabhingig davon von Matthes, Warmuth, Mecke [13].

Satz 2 (vgl. [3]). Fiir alle P¢P(N) sind folgende 3 Aussagen dquivalent:
(a) P erfillt =
(b) P(A)=0 ) P({n ugeAp-0 (BB, AeN)

(€) P(A) 1 P{{u uz€A)=1  (BeB, ACN)

Beweis. (a) — (b): Angenommen P({u u;¢A})>0 dann gilt wegen X

auch

0< Plu w(B) 0} {u uz€AD = P({u/u(B)=0, uz€AN/P({n uztA})

und damit auch P({u| u(B)=0, u;€AN>0. Da (i uz€A, w(B)=0}={u|nutA
«(B)=0}c A folgt daraus P(A)>0.

(b) ) (a): Sei B¢B und E¢N,. Angenommen A(E)>0 und P({u u(B)=0;
F)=0 dann gilt PE)N{u|u(B)=0})=0. Wegen (2) gilt damit P({u | uz€(E
ﬂ{u\‘u(B)=0})}-‘—0. Da wegen E(NB {u #F((Eﬂ{jt(B) =0})}={u _ui;(E}zf
folgt daraus P(E)=0, was einen Widerspruch bedeutet.

(b) <= (c): trivial.

Bemerkung. (a) Die Bedingung 2 spielt fir Gibbsprozesse eine ent-
scheidende Rolle. Sie garantiert z. B., da die Zustandssumme beschrinkt bleibt
(vgl. Kapitel 3) - ; s g -

b) Die Charakterisierung von X' im Satz 2 ist sehr niitzlich und wird im
folgenden oft verwendet. Mit ihrer Hilfe ist es auch moglich zu zeigen, dafi
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zwei Punktprozesse mit der Eigenschaft & dann und nur dann zueinander sin-
gular =sind, wenn sie eingeschrinkt auf N.= [\ N, zueinander singulir
BeB

sind [3].
Definition. Seien P,, P.,xP(N). P, heifit bedingt lokal absolut stetig

auf P, (symbolisch P,<P,) genau dann wenn fiir alle B¢B

P(. Ng/ng<Py/ng P, — /. i
Dies ist dquivalent dazu, daf es fiir alle B¢B eine mefbare Funktion
[N [0, co| gibt, sodaf fiir alle mepbaren Funktionen g:N —~|—c, cof

(10) j\"g(u)dPI(u) \f \l Glog+ug) falop+uyz)dPy(@)dPy(u)

Definition (vgl [8], [13]). Fiir alle PcP(N) heift das auf (T X N) durch
C’,,(B)(F)I J [i(t—d)du(x)dP(u) (B:B, FEN)
NB

definierte Maj C, reduziertes Campbell-Map von P.

Satz 3. Ist v¢M und Q, der Poissonprozef mit Intensititsmap v und P
ein einfacher Punktprozefs, dann gilt
e

ChevXP = (1) P<=Q
(2) P erfillit X.

Beweis [13, Theorem 2.4 und 3.5}

Bemerkung. Dieser Satz bleibt fiir nicht einfache Punktprozesse nicht
mehr richtig. Im Satz 6 zeigen wir, da die rechte Seite im allgemeinen der
Existenz einer bedingten Energie zur Beschreibung von P dquivalent ist und
in [6] zeigen wir, daB die linke Seite dagegen der Existenz einer lokalen Ener-
oie zur Beschreibung von P dquivalent ist.

Definition. P:P(N) heift nachwirkungsfrei genau dann, wenn fiir
alle neN, alle paarweise disjunkten B, B, ..., BB und alle k, ky, ...,
kN U{0} die Ereignisse ({1 n(B;)- RiDieq. ... ) P-unabhdingig sind.

Bemerkung. (a) Eine Charakterisierung nachwirkungsireier Zufallsmafe
findet man in [10].

(b) Fiir nachwirkungsfreie Punktprozesse P gilt:

P erfilllt 3 <= fiir alle BéB P({u 1(B)=0})>0

(c) Nachwirkungsireie Punktprozesse mit der Eigenschaft X' spielen die Rolle
von Gewichtsprozessen bei der Definition von Gibbsprozessen mit bedingter
Energie, lokaler Energie bzw. Potential. Daher geben wir im folgenden einige
Beispiele davon.

Beispiel 1. Poissonprozef (vgl. [7;9])

Beispiel 2. g-Compound-Poissonprozefl (vgl. {7; 9])

Beispiel 3. Bernoulliprozeg.

Dies ist jener Punktproze aufi 7:=2Z, den man erhilt, wenn man in
jedem Punkt /¢Z unabhdngig mit Wahrscheinlichkeit p€[0, I[ einen Punkt
auswiirfelt.

3. Gibbsprozesse mit bedingter Energie V. Im folgenden bezeichnet Q
jeweils einen beliebig aber fest gewihlten nachwirkungsfreien Punktprozef mit
der Eigenschaft 2.
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Definition. Eine Abbildung v: N,><Nv;]—~x, x| heipt bedingte
Energie falls

(1) ANy X N)-mefibar ist
(12) (0, u)=0 (utN)

Definition. Sei v eine bedingte Energie

a) Fiir alle B¢B, uecN heifit Z(v, B, u): — [ exp(—wgg uz)dQe) Zu-
standssumme (von (v, B, w))

b) Fiir alle B¢B ist Sg:={u Qo s ug)=—ANe1, ug)+Upy ug +91)
fiir alle @y, ¢.¢N; mit disjunkten Trager und ¢, +¢s—@g})=1]

C) Fiir alle B¢B ist R,'; R utN, 0<Z(“U, B, )< x}r\S‘;;

d) R*: ~{Rg}es

e) Fiir alle B¢B ist ay,: NXN -~ R . definiert durch
a3y F): —Z(v, B, u)™ [ exp( Aop up)ides+1,)dQ@)
falls ucRE und a3(u, F): —0 falls u§Ry

f) 11(Q, ) : ={7}}zen

Bemerkung. v(p, u) soll die Energie - angeben, die notwendig ist, um

zur Konfiguration « die Konfiguration ¢ ,dazuzuwerfen®.

Bemerkung. Da Q die Bedingung X erfiillt, gilt wegen (12) fiir alle
BeB, ueN stets

(13) Z(v, B, v) Qg @(B)=0})>0.

Satz 4. II(Q, v) ist eine Spezifizierung beziiglich R®.
Zum Beweis dieses Satzes bendtigen wir 3 Lemmata.
Lemma 1. Erfiillt P¢P(N) die Bedingung X, dann gilt fiir alle B¢B und
alle A¢Ng
P({@ | ppcA})=1 » P(lp Fir alle ¢, ¢9€/Np mit disjunktem
Trager und o, +¢, =@y gilt ¢, €A})=1.
Lemma 2. Fiir alle W, BeB, Wc B, und alle u¢S}, gilt

)st: (q’) exp( "v(’l B W? ”E)dQ(Q’) -0.
Lemma 3. Fir alle W, BeB, Wc B, und alle u¢Sj, gilt:

J ‘:w (hgtwp w

Z(v, B, )<~ ) [ify 20, W, g w0y gr==)®) eXP(—Ues w uz)dQy)=0.

Beweis von Satz 4. Die Eigenschaften (1)—(4) sind trivial erfiillt. Es
bleibt die Eigenschait (5) zu zeigen.

Sei W, B¢B, Wc B.

Falls ufRy ist (5) trivial erfillt, da fir alle FeN

(ag = a%Wu, F)—0=ag(u, F)

Falls «¢Rj gilt fiir alle F

agw aflu, F) = 75z, Fdag(u, . x)

I @p+ 1y, F)Z(v, B, 1) 'exp( Uep 1s)dQe)
[ [ A@w+wvs wug, F)Z(v, B, u) ' exp(—vpw+ve w, uz)dQ@)dQ(y)
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N
oo
(S

JIa%wn wuy, F)2Z(v, B, 1)~ exp(—Uew, uz; +va w))

.exp (—v(ysn w, ,unh)dQ(rp)dQ(v,-)
da ay.(., F)N-mefibar ist und x€S} ist und damit weiter

[a%ps w+ug, F)Z(v, B, ny'2Z(v, W, 1, +wys w)exp(—vys w, 1, )dQv)
Tidew+ws wtug)Zw, W, u, +yp w) ' exp(—-vQw, uz-tvs w))
2w, By, )y (v, W,y +ys . w) exp(—UWys w, wg))dQe)dQq)
da we-gen Lemma 2 und Lemma 3 fir alle «¢Rp

J ii" . wtig ) Rﬁn(w’ w) exp (—vya w, 1y ))dQw) =0

gilt. Damit gilt weiter wegen €S},
= [[idowt+ys wtu, (v, B, u)"'exp(—A@w+ys w, 1y)dQe)dQy)

—ag(u, F).

Damit ist Satz 4 gezeigt.

Bemerkung. Eine dhnliche Aussage wie Satz 4 findet man in{17].

Definition. Sei v eine bedingte Energie

a) P¢P(N) heifit Gibbsprozeff mit bedingter Energic v und Gewichtspro-
zeff Q, falls PeG(II(Q, ©), R) ist.

b) Die Menge der Gibbsprozesse mit bedingter Energie v und Gewichts-
prozefi Q bezeichnen wir mit G(Q, v).

Bemerkung. Der nichste Satz gibt Auskunft dariiber in welchem Sinn
die zu einem Punktprozefl gehorige bedingte Energie eindeutig bestimmt ist.

Satz 5. Seien v und ' bedingte Energien und PcG(Q, v), dann gilt:

P(G(Q, v') dann und nur dann, wenn fiir alle B¢B
(QXPY{(@, 1) Awp, ng) V(g 1gz)p) 1.

Zum Beweis dieses Satzes benotigen wir das folgende Lemma.

Lemma 4. Ist v eine bedingte Energic und P¢G(Q, v), dann gilt fiir
alle BEB und AeN

P(A) 1 <= (QXPY{(9, 1) Ugg, uy)< oo impliziert (q5-+uy)cA}) - 1.

Beweis von Satz 5. (1) Angenommen P¢G(Q, v'), dann folgt fiir alle
B¢B, E¢N,, (itN, wegen (9) und (6)

J I 20, B, )"t exp(—twp 1 DAQUwIdPL0)
S I 2@, B, )y exp (-t iy )Niolo Ne()dQa)dP()
2.&!#4 Z(@, B, 1) ' exp (- - Aws, uy)ic elos+ 1 )dQ)dP(i)
J 3w GN EYP=P(GN E)

,f 04 Z(v, B, 1) 'exp(—v'(pa, u;))dQe)dP(w).
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Da die beiden Integranden N <N, mebbar sind, gilt daher fiir alle BeB

(Q PX{(s 1) Z(w, By 1) exp (— 2y 5, 115))

Z(v', B, u) exp(—(ps, 1,))}) — 1.

Da fiir alle B¢B Q({g @(B)-0))>0 und fiir alle «¢N wegen
(12) 20, w)—v'(0, ©)=0, folgt daraus Z(v, B, u) Z(v', B, 1)
P. f. ii. und damit auch (Q<XP){@, u) Uyn, ug)=(s, ugz)y) 1

(2) Angenommen fiir alle B¢B gelte

(QXPY{(®, u) Ups, uz)=7(ps, nz)})=1, dann gilt:
a) Z(v, B, u)=2(v', B, n) tiir P-fast alle «:

folgt unmittelbar aus der Definition.

(b) iﬂ(.ll) igou) fiir P-fast alle u:
B B

Da wegen (2.11) P(S3)= 1, geniigt zu zeigen P(SF)=1:

(«) Fiir alle K¢K ist (QXPY{(@, 1) Aos &y ug)=7(@8 Kk, uy)}) ~1:

(B)

(c)

Folgt aus der Voraussetzung wegen Satz 2, da Q die Eigenschaft X besitzt.
Fiir alle KeK ist (QXP){(9, n) Uos &, ugz)<oe

impliziert Ags i, uy +08 K)=V(98 K 1z +us K} =—1:

Aus der Voraussetzung folgt

(Q’\p)({(wi ;“) ‘ ’0(‘/ EF\“K)’ !‘,’n,\' 'U’((F[j n K .”Bn A-)})‘ 1

und damit wegen Lemma 4 und der Nachwirkungsfreiheit von Q die Be-
hauptung

Fiir alle K¢K ist (Q < PY{(w, u) vws &, 1y) impliziert

Vps, py,)— = =V (P8-k vg)+0 @80k 1t +o5K=1:

Da P(SE)=1 gilt fir (QXP)-fast alle (¢, u)

Wps - K Mg) impliziert Wps, lly)" oo

Damit folgt die Behauptung aus der Voraussetzung und (a)

Fiir alle KeK ist ;

QX PY{(@, 1) Vs, 1z)=V (@5 k» i)+ V@50 K g+os)f)=1:

Dies gilt wegen P(S3)=-1, der Voraussetzung, (a), (8), (»)-

Fiir alle ¢V und alle ¢, 946Nz mit disjunktem Triger und ¢, +g,=¢s
existiert ein K¢K, sodaB @,—@p,x und ¢,=op x, damit folgt die Behaup-
tung (b) unmittelbar aus ().

Aus (a) und (b) folgt unmittelbar fiir alle BeB, FEN

ay(., F)=ay(., F) P-i. i.

und damit PeG(Q, v').

Satz 6. Eine bedingte Energie v, sodaf P¢G(Q, v) ist, existiert dann

und nur dann, wenn P die Bedingung 2 erfiillt und P;"Q. In diesem Fall
existiert auch immer eine Version v* der bedingten Energie, sodaf PcG(Q,v")
und Ry - N fiir alle B¢B.

Beweis. (1) Angenommen PG(Q, v):
(a) P erfilllt 2
Fiir alle B¢B, ucN gilt wegen (12)
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Jexp(—Uwa, wy g a—o(ws+ig )dQAy) - Qe ¢(B)=0}) >0,
Wegen (6) gilt damit fur alle B¢B und P-fast alle eV
oyl o(B)=0}) >0,

Daraus folgt mit (9) fur alle EcN, mit PE)>0

P(le @(B) -0jnE)- lfng(,u, {@ o(B)=0)dP(u) >0,

welches gleichbedeutend mit der Eigenschaft 2 ist.

(b) P=Q:
Wegen () und der Definition von G(Q, v) gilt fiir alle B¢B fuar /-fast
alle wueN fiir alle FENg

P(FIN ) () a (e, F)
- Z(v, B, ,u)"‘lhj: idos+ug)exp(—(pp, uy)dQ(e)

:f-“ z(‘vv Bv ,“') - exp ( "'U((P[f, -“h ))dQ(q))a

welches gleichbedeutend mit der Bebauptung ist.
(2) Angenommen Perfallt X und P<Q:

Wegen P-<Q existiert fiir jedes BeB ein fz: N - [0, o[ mit der Eigen-
schaft (10).

Zur Konstruktion von o benotigen wir einige Bezeichnungen: Fiir alle
@eN+ =0, néN bezeichne K(n, ¢) jene Teilmenge von K, deren Elemente K
endliche Vereinigungen von offenen Kugeln mit Radius 17 sind und fiir die
Pre=q gilt.

“ Wegiter bezeichne L, die Menge aller (@, 1)¢Ny< N mit den Eigenschaften:

1) @ =0 oder

2) @0, @ und n« haben disjunkte Triger und es existiert ein ny N, so-

daB fiir alle m, n n, und alle K(n, ¢)eK(n, @), K(m, p)K(m, ¢) gilt
a) fxn, »(u)>0 und ) -
b) frn. o @+ 1)/fkin, oX(i8) == [Km, )@ + 1) [ K, 3 (12)- .

Damit sind wir in der Lage ein bedingtes Potential v auf folgende Weise
zu definieren: v: N/ XN — |—o0, o] mit ©(p, u): log limg e | fr(n, (@ + 1)
[fx(a ()] falls (¢, w)eLy, -0, wobei wir K{n, @) K(n, @) beliebig wihlen.

wp, u): =0 falls =0,

(g, n): oo andernfalls.

Fiir den weiteren Beweis des Satzes benotigen wir zunichst einige Lem-

mata.

LLemma . Fiir alle BeB gilt fir (Q> P)-— fast alle (4, 1)
(” (fl'ﬂ, ,“B)('LO
(i) Wy 11y)— —log folos+ wg) folug)

lLemma 6. Fiir alle BcB gilt fiir P-fast alle
0<2Z(v, B, u)=(falug))y="<c
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Lemma 7. Firr alle BeB gilt:

(QXP)({(Q'I 'u) Ups, AuB‘):'v((Pp ,U-E‘)‘*"U(Q‘Q, 1 +(Pl) fllf alle P1s Q?QGA’B mit dis-
junktem Triager und o+ q¢,—@g})=1.

Lemma 8. Ist PcG(Q, v) und A¢N, dann gilt fiir alle BB

P(A)=1 =) (QXP){(®, u) | v(@s, uz)=-occ oder (ps+uzkA})=1.
Lemma 9. Ist PcG(Q, v) und A¢NXN, dann gilt fiir alle B¢B
(QXP){(w» w)| (ws, up)eAD=1 —= P(lu|(us, ug)AD=1.

Beweis von Satz 6. Wegen Satz | geniigt es, die DLR-Gleichung zu
zeigen, d. h. daB fiir alle B¢B, FEN gilt P(F)= [ ag(u, F)dP(u).

Sei also B¢B und FeN dann gilt a

P(F)- \‘ i (u)d P ()= \f\_!. ios+uy) falos+u;)dQ(@)dP(u)

L . fB(‘PB'f‘I‘B)
—‘vl S" ZF(Q:‘[;*j‘,UB-)———fBT"B—)— 'fB(”[f )dQ(Q))dp(,ll)

= [ [irontiz) exp (—o(wn+ uz) 2@, B, w)~dQUa)dPlu)= [ w3, FAPlw),

wobei wir bei der 3. Gleichheit Lemma 6, bei der 4. Gleichheit Lemma 5 und
Lemma 6 ausgeniitzt haben und bei der 5. Gleichheit, da wegen Lemma 6

und Lemma 7 P(Rp)=1 folgt.
Fiir den zweiten Teil des Beweises zeigen wir zundchst
a) P N Ry=1:
BeB
Sei K¢K beliebig aber fest.
a) Da fiir jedes ¢« und jedes B¢B, BC K ein K'¢K mit K'c K und
os= @y, existiert, ist wegen (6)
P({u fiir alle B¢B, BOK, ugtSg))
P({u | tiir alle K'¢K, K'CK, ug€Spj)=1.
f) Wegen der Nachwirkungsfreiheit von Q und P(Rg)~1 gilt  fir
P-fast alle u fiir alle B¢B, B K

1w, {@| o(K\\B)=0})
(Z(v, K, w)~! \_[ J, exp{ —vwa+ k- 8y t5)} ity wix~m=02x~5)dQ@)dQvw)

-o(

(2, K, ) Qe oKNB)=0). fe % "% dQuy)
=(2(v, K, w)~". Qe oK\ B)=0}). Z(v, B, vg),
woraus sich mit (13) unmittelbar

P({u fir alle B¢B, BC K, 0<2Z(v, B, ,uk)<oo}):-l

ergibt.
y) Insgesamt gilt also wegen a) undp) fir alle KeK P({u fiir alle
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B¢B, BCK, ug€eSg)=1.
Mit Lemma 8 gilt
(QXPY{(@, ») U@k, ug)=oc oder fir alle BeB, BC K, (gx-+uy)eRE) =1
und damit wegen Lemma 9
P({u' v(ug, u,)= oo oder fiir alle BeB, BC K, neRpf)- 1 und wegen

. TUwee x )
P({u v(ux, ug)=c-p)=[fe Kk L v /,K)_L;(’/ K15 )dN)dP(z)- 0

damit auch A N R?)--1. Da K beliebig gewihlt war und fiir
BeB,BcK B

jedes BB ein K¢K existiert mit Bc K gilt P( [ Ry~ 1.
BeB
b) Nun definieren wir R : N Ry und
BE€B

v*(p, u)--vlp, u) falls weR oder ¢-0,
(o, 1)=0 falls wfR und 4 +0.
Wegen a) und Satz 2 gilt damit fiir alle BeB, alle ¢¢.V und P-fast
alle utN (qp, uy)=v"(es, uz), woraus wegen Satz 5 PcG(Q, v%)

folgt.
c) Fiir alle BeB und alle ueN gilt ueRj:
Falls u,¢R folgt unmittelbar u,¢R5 und damit uERY, .
Falls u,;€R folgt ©(., up)=v* (., up) und n €RE,
woraus ebenfalls u, (R} bzw. ucRY folgt.
Beweise der Lemmata.
Lemma 1. Erfillt P¢ P(N) die Bedingung X, dann gilt fiir alle B¢ B

und alle A¢ Ny
P(le @peA)=1 ., P({¢ Fur alle 4, 4,¢xNsz mit disjunktem Triger und ¢,

Beweis. Der Beweis folgt unmittelbar aus Satz 2, wenn man beriicksich-

tigt, daBl zwei Konfigurationen mit disjunktem Trdger immer durch Elemente
von k getrennt werden konnen und daB k abzihlbar ist.

~ Lemma 2. Fir alle W, B¢ B, WC B, und alle ¢Sy gilt
J i{'r gty w)§ Sl () exp (—(@a- w, ~“§) dQ(#)=0.

Beweis. Wegen der Nachwirkungsireiheit von Q gilt fir alle W, B¢ B,
W< B, und alle A¢ Ny

(14) Qw | wat AD=QXQ({(9,v) (rwtws weA).
Daher gilt fur alle x¢€S3 fur (QxQ)-fast alle (¢,v) und fir alle ¢, g€ Ny
mit disjunktem Triger und o -}, = gy
(15) Uwa w, pg)+ NP, + Py Bgt+vs w)=UWe, =0 +ys w, Uy
=y, tva w ug)+UW e, uy+e+ws w)
und weiter, da Q die Bedingung X erfiillt, wegen Lemma | auch
(16) AP, +wa wr 45)=Uyg wr ug)+0U®, ug+ve w:
Aus (15) und (16) folgt unter der Bedingung o(yg., us)<<c:
NPy + Py iy +Yp w)=UPy+ Vo wr ) —Vvp wr tg) + APy by +9tva w)
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WPy by +Ywp) T UGy Uy TVa wT 91

Da [in oty w, up==)@) exp(—v(og w uz)dQ(¢) 0 folgt daraus unmittelbar

die Behauptung.
Lemma 3. Fiir alle W, B¢ B, Wc B, und alle w¢ S}, gilt:

Z(v, B, )< > ) [lgise. W, ugton wi=e=} (@) €XP (= Avp w» ug)dQ(y)=0.
Beweis.
[Z(v, W, ug+vp w) exp (—Uyp w, uz))dQv)
[l exp(—Ugw, uy+vs w) exp (—Uwp wr uz)) dQ(9)dQ(y)
[/ exp (— Uy wtvp w uz)dQe)dQy)
=Z(v, B, u)< .

Daraus folgt unmittelbar die Bebauptung.
Lemma 4. /st v eine bedingte Energie und Pcg(Q, v), dann gilt fir
alle B¢ B and A¢N

PA) | 5 (QXP)Y ({9, v) (Vigg uy)< impliziert (4,B+uB)EA})— 1.

Beweis. Sei B¢ B und A¢ N beliebig aber fest gewihit.
Wegen (9) und (b) gilt

P((A) \! agln, (A)dP(n)
\"’.N" Z(v, B, uy~" exp (— @, uz) icale g+ uz)d Q@)d P(u).
Da wegen (6) P({u 0>2Z(v, B, u)<<oo})--1 gilt damit wegen (9)
PA) 1 ) P(CA)=0
(==) \[ J exp (- Vg uy) icalwg+ 1;)dQe)dPle) —0
) (QX Py ({(9y w) | A g, ug)— oo oder (gp+ugz) € A))=1
y (QXP) ({(9, 1) Vwp, ug)<<~ impliziert (pg--uy)€ A})=1.

Zum Beweis der Lemmata 5, 6, 7 benotigen wir einige Hilfslemmata.
Hilfislemma 1. Fiir alle N-mefbaren Funktionen ¢ und alle B¢ B gilt

fitr P-fast alle w¢ N
) glo)d(P(. Ng) (w) ()= ‘Jg(e’n%-#,-)d(/’( Ny (w) (9).

Beweis. Sei B¢ B, F¢ Ng Ge Ny, dann gilt fiir P-fast alle u¢ N
Lirna(@dP(./ Ny)) () (9)=Elip .16/ Ng) () =ig(w) . E(ir/N) (u)
~iglu) [ iH@)d(P(.| Ng) () ()
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A ig(pp+mg) ipwp+ug) . d(P(. Nig) (n) (9)
= [lignp(9p+ug)d(P(. /Ng) () ().

Damit folgt die Aussage aus der iiblichen Fortsetzungsprozedur.
Hilfslemma 2. Fiir alle W, B¢ B, Wc B, gilt:

(QXP) ({(wy 1) falog+uy) fwr('}g’Ht,,) -i! falyw+ap- wt ug)dQ(y))) = 1.
Beweis. Fir alle W,B¢B, WcB, E¢Ny, FENg y, Ge Ny gilt
.'V f _fB(‘I‘B* #H‘)dQ(Q’)dP(U)

G FNE

T PUENEN) ()Pl
J S PENy) @ Ny) (1)) (#)dP(u)

= | S PEN) (05+u,)dP(. [Ng) (w) (7)dP ()

L PEINY) (0t 1) fo(05-+ ug)dQe)dP(u)
(l FI }L'P(E Ny) (pw+Bg wtug)fsww+Bs w1z )dQw)dQ(R)dP(u)
ST et Byt ug)d Q) [ (v B w e ug)d Qv)AQBYAP(w)
J ) JIwrwtbs wtug) [ fatvwte wtug)dQuw)dQr)dQB)AP(u)

I fwlostug) fog(w».*% Cw g )d QM)A Q(@)dP(u).

G FNE

Dabei haben wir bei der 3. Gleichheit Hilfslemma 1 und bei der
5. und der letzten Gleichheit die Nachwirkungsfreiheit von Q ausgeniitzt.
Hilislemma 3. Fir alle B¢ B gilt P({u|fg(uy)>0})- 1.
Beweis. Sei B¢ B, dann gilt filr P-fast alle u¢ NV

Fultg) - | Sl )AQ)= [ a0+ 1) gy (AQUD) -~ Pl{w 75 O}/ N) (a0
Da P die Bedingung 2 erfillt, gilt fir P-fast alle u P({g|gz=0}/Nz) (u)>0

und damit die Behauptung.
Hilfslemma 4. Fiir alle W,B¢B gilt

(QAP) ({y ) wp=ww und w
18\ ws+ vg)/fs(ug) = fulws+ ug)/fulug))) = 1.

Beweis. (a) Sei W, B¢ B* Wc B, dann gilt, wegen Q erfilit 2,
Satz 2, Hilfslema 2 und Hilfslemma 3 fiir P-fast alle u

falug) = folug) 4 Sfo(ww+ uz )dQ(y)>0.

==u, impliziert
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Wegen Hilfslemma 2 gilt daher weiter fiir (Q><P)-fast alle (¢, u) unter Voraus-
setzung ¢z @y

Flogtug)  fplotug) [ falvptep wtugldQe)  fylvgteg)

_ N S
felug) fw,(uﬁ)J:fg('/'wr+llg‘)40(u') [z

da ¢z =@y natiirlich ¢z v — O impliziert.
(b) Fiir alle W, B¢ B und «¢N gilt unter der Voraussetzung ¢z=¢w und
“gUw—up zundchst Hyiw=45), Gw = Wr)w und 95y w=%p R QoL

fB('I‘B+.“B ) B fB((pBlJ7W+”;?-LJ—_W;) B fB u WW’B U WI+ !rB u W)

feug) felegow) ey w#B] W)

—Fpuwvpow+WB)aow ) Jwlvscw Hg)suw ) _ fwl¥pTHE)

Feuw (#7)aUw Fwltg)Yeow ) T fwlim '

wobei wir fiir die 2. Gleichheit (a) und fiir die 4. Gleichheit (a) und Satz 2
ausgeniitzt haben; damit gilt die Behauptung
Lemma 5. Fiir alle B¢ B gilt fir QX P-fast alle (¢, u)

( (vp, uz) € Lo,

(ii) Wep uz)= —1og falop+ug ) Telug).

Beweis. Fir B¢ B und alle @, u¢ N mit ¢z-+0 existiert ein no¢N, so-
daB fiir alle n>n, und fir alle K(n, ¢z € K(n, ¢p) gilt: @g=0kK@n 4z und
WEGK(, o) = Mg -

Damit existiert wegen H-Lemma 4 und der Abzahlbarkeit von K fiir
(Q X P)—fast alle (g, «) unter der Voraussetzung ¢;=+0 ein n, €N, sodaff fiir
alle n=-n, und alle K(n, ¢z)¢ K(n, pp) gilt:

fel@s+uz)folus)=fxo, op) (Pa+15) fn, op (u7)

woraus die Behauptung unmittelbar folgt, da sie fiir ¢, 0 trivial wird.
Lemma 6. Fiir alle B¢ B gilt fiir P-fast alle u
0< Z(v, B, u)=fglugz)) 1<<oo.

Beweis. Fiir alle B¢ B gilt fiir P-fast alle « wegen (13)
lLemma 5 und Hilfslemma 3

0< Z(vi Bv “) T\‘ exp (_ 'U(QJB, "[f))dQ(w)

i fevgtug)

1P Qo) =) oo+ Q)
(fB(.“h ) . P(N/NB) (vu”—) = (f,,(/tB ) 1< o0,
Hilfslemma 5. Fir alle W, B¢ B, Wc B, und alle A¢ NXN gilt :

(QXP) (o, 1) (w» ug) € AD=1 =
(Qx PY{(9, v) folop w+uz)>0 impliziert (¢, vp.wug) € A})=1.
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l
Beweis: Wegen P=<Q
0- \' \‘ i(-"“(q W :“\;")dp(.“)dQ(Q")

[ Licalowsva wtug) fulvp+ug)dQy)dP()dQy),

d. h. Quly V \’ ical®ws vp wt Ug )an’n"‘/‘i)dplﬂ)dQ(Q’) 01,

v

woraus wegen Q erfillt > und Satz 2
Qly ‘ \1 icalgw, v w Up 'fﬁ('t's w g )dp(“)dQ(‘?): 0})= 1

N

folgt, bzw.
[ [icawva whug) folws v uy)dP)dQe)dQw) =0

N J

und damit wegen der Nachwirkungsfreiheit von Q

S ica v ms wt ) fo@n et ap)dP)dQ(e) =0

Das heifit es gilt
(Q>XP) (g, 1) folon w15)>0, (9w, @5 wtuzg)EA) -0

was gleichbedeutend mit der Behauptung ist.
Lemma 7. Fir alle B¢B gilt :

(QXP) ({(g, 1) gy, ) Wy, g )+0(gy, uy +o,) tir alle

@y, w26 Np mit disjunktem Triger und ¢, + @, =q@g})= 1.
Beweis. (a) Fiir alle B¢ B und fiir alle K¢ K gilt fiir (Qx P)-fast alle
(¢, 1)

fe@e+uy) - fo kl@pnk+ug) fol4pnk “t5) B kl@g+ug):
Beweis: Wegen Q erfullt X und Satz 2 und wegen H-Lemma 2 gilt

fal@n+ug) - fo i (@pnr+ ug) \‘ Towe k= @pnk + ugz)dQy)

=folos+uy) Solwpng + ug)
fu(q HﬂK'l'.“[}) -/'n A'(‘I -t My, )\ffn('/'n ktPankt “/{)‘1(\)“'4')-

Falls die Integrale ungleich 0 sind, gilt damit die Behauptung (a), falls die
Integrale gleich O sind, gilt wegen H-Lemma 2 sowohl fgz(¢5+ ;) 0 als auch

folwpag+m,) - 0; damit gilt die Behauptung (a) auch in diesem Fall.
(b) Fu; alle B¢ B, Ke K gilt fir (Q < P)—fast alle (¢, ) unter der Vorausset-
2ung [ pl@pny + 1) >0

UPs Kk ‘l'nm\"*'.“ﬁ): —log [fa~l((‘ln+!‘i, fa K @paktug)):

Beweis. Sei B¢ B, K¢K, dann gilt wegen Lemma 10 fiir (Qx P)-fast
alle (¢, u)
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(@5 Kk ug—x) € Lo ung Appg x, ugg)=log (/5 -k @a-xt vz f5~x)]

und damit wegen H-Lemma 5 unter der Voraussetzung fu(@pnx+uz)>0
(8 K> ’I"Bn/\'+“,,\ﬁl_0 und

wop “K» YBak T up )= log [fB KT+ PBrKkT .“ﬁ)fn \K(¢an+ .ME)]:

woraus die Behauptung unmittelbar folgt.
(c) Fir alle B¢ B, Ke K gilt (Qx P)-fast alle (¢, u) unter der Voraussetzung
fol@pn+ugz)>0

Wy p )= APpngs ug)+UUPp ko Pang+1s):
Beweis. Fiir (QxP)-fast alle (¢, u) gilt wegen Lemma 5
Wep uy) — —log [ faleop~+ug) felup))
Wegen Q erfiillt > und Satz 2 gilt fir (QX P)-fast alle (¢, u) wegen Lemma 5
Uppni tz)— —10g [ fe(@snix+ )/ falng))
und wegen Hilfslemma 2

fol@pnk+ug)=1T5 K(‘lnnk“'f‘,“;i)J faws x+ Pk + ug)dQw),

woraus unter der Voraussetzung fa(@pnx+uz)>0 folgt, daB fp x(®snk+uz)
=0 ist-
Damit gilt wegen (a) und Hilislemma 3

Spegtrp) _ T8\%pnktHE) . Jpk\Pptes)

gy fplug) fo Pk tuE)

und damit wegen (b) die Behauptung.
* (d) Fir alle B¢ B, K¢ K gilt

(QXP) (e, 1) fel@p(®pax+uz) 0 — fal@p+uz)=0})=1:
Beweis. [Fir alle B¢ B gilt wegen P i Q
Piu! fo(w)=0D= Jilu spu0=0) ()dP(x)
= I [ i ra=0y (95 +25) friwn+25)d Qe)dPa)=0
und damit wegen Satz 2 fir alle B¢ B, K¢ K
0 Pl Falugw) = OD.— b 1ptogr—r=0) (X)dP()
=1 S 18t r=0) (@B 2 )l wp+ 25 )dQ@)dP(x),

woraus (Q X P) ({(w, u) falwa+uz)>0, folopni+uz)=0})=0 folgt, was gleich-
bedeutend mit der Behauptung ist.
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(e) Fiir alle B¢ B, K¢ K gilt fiir (Q>xP)—iast alle (¢, u) unter der Vorausset-
zung fglepns+uz)—0 einerseits wegen Lemma 5, Q erfillt X', Satz 4 und

LLemma 6

U@prkr tug)=—10g [[el@nk+ ug/falug)]=
und andererseits wegen (d) fg(¢+u;)- 0 und damit wegen Lemma 5 und
Lemma 6 v(gg, u,)= —log [ felws+uy) faluzg)l =,

woraus wegen v> oo U@, uz) =0 UPgng, tg)+NAPs x Panx+ug) folgt.

(f) Fiir alle B¢ B, ¢ N und alle ¢, ¢, ¢ Ny mit disjunktem Triger und ¢, +¢,

=qp existiert ein K¢ K, sodal ¢, =¢gng und @y=¢p. x, damit folgt die Be-

hauptung des Lemmas unmittelbar aus (c), (¢) und der Abziahlbarkeit von K.
Lemma 8. /st Pcg(Q,v) und A€ N, dann giit fiir alle B¢ B

P(A) 1 ) (QXP) ({(», ) U(pp, uz)= o oder (pp+uy) e A =1.
Beweis. Sei P(A)=1, dann gilt wegen Satz 1 (DLR-Gleichung)
U:P(CA)fNﬁ.Nf' exp (—Upp, ug NZ (v, B, u)'.icalpg+ u,;)dQ(cp)dp(‘u),

woraus sich
(QXP) ({(, u) g, u,)<~ und (qu—f—,u,;)eCA}):()

ergibt, was gleichbedeutend mit der Behauptung ist.
Lemma 9. /st Peg(Q,v) und A¢ N< N, dann gilt fiir alle B¢ B

(QXP) ((w, 1) wayug)e AD=1 —) P({u|(ug, uz) € A})=1.
Beweis. Angenommen P({u (up u;)e A})<"1, dann gilt wegen Satz |
(DLR-Gleichung) fiir alle B¢ B
O<P({1 (g, ug)§ A})
J PO A 2 D2 Bn) ey § 4y W 28)dQw)AP(),

woraus
[ 1 tuitn w2y (5 26)AQw)AP(0)>0

NN
folgt, was gleichbedeutend mit (Q><P) ({(y, 1) (yg, uz)§ A} >0 ist. Daraus folgt
unmittelbar die Behauptung.
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