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UBER GANZE CHARAKTERISTISCHE FUNKTIONEN
MIT VORGEGEBENEM WACHSTUM

MONIKA DEWESS

Es wird ein Verfahren angegeben, um Verteilungsfunktionen zu konstruieren, deren charak-
leristische Funktionen ganz sind und eine vorgegebene Ordnung p und untere Ordnung p*
hesitzen, 1-p¥<p=-c. Ferner werden Verteilungsfunktionen konstruiert, die bzgl. ciner ver-
feinerten Ordnung von vorgegebenem Typ und unterem Typ sind.

1. Einfiihrung. Sei F(x) eine Verteilungsfunktion (Vf.) und f(2)= [=_e**dAx),
> t+iy, y—-0, ihre charakteristische Funktion (ch. F.). Wenn die ch. F. f eine
analytische Fortsetzung in die gesamte komplexe z-Ebene zu einer ganzen Funk-
tion gestattet, dann heiBt sic ganze ch. F. (g. ch. F.).

Das Wachstum einer ganzen Funktion f(2) wird mittels der Funktion

M(r—max, _,|f(2)]| fiir r—-c beschrieben.
Eine ganze Funktion f(z) hat die Ordnung p, wenn gilt p= nT‘l‘l"_“!‘i’-

Inr
r— oo
Sie besitzt die untere Ordnung p* wenn gilt p*=1lim I"J%Q- Typ & und
r—=o0

unterer Typ o* einer ganzen Funktion f(z) der Ordnung p werden definiert

——— In M(r) * . InM(r)
als o=1lim , o%=lim —.

r=x I . r

In [8] wurde der Begriff der verfeinerten Ordnung eingefithrt. Er wurde
in [7] zur Untersuchung von ch. F. herangezogen. Eine nichtnegative Funktion
p(1), die auf (0, ) definiert ist und fiir hinreichend groBe r stetig differenzier-
bar ist, heiBt verfeinerte Ordnung, wenn die folgenden beiden Bedingungen
erfiillt sind : limp(7)=p, 0<p< o, limr.p'(r).Inr-=0.

r--so00

Eine ganze Funktion f besitzt die verfeinerte Ordnung p(r), wenn gilt
3 = lim %). 0<d< <. & ist der Typ von f bzgl. der verfeinerten Ordnung

r—oo I
In M(r)_

p(r). Der untere Typ von f bzgl. p(r) ist definiert als 8* =lim —_ =
Pewry r

Wir wollen nun im Abschnitt 3a) Vf. konstruieren, deren g. ch. F. eine
vorgegebene Ordnung p und untere Ordnung p* haben, | =p*<p=cc. Im Ab-
schnitt 3b) werden Vi. gebildet, deren g. ch. F. der Ordnung p>1 einen vorge-
gegebenen Typ o und unteren Typ o* besitzen, 0:Zc*< o< . Es sei eine verfei-
nerte Ordnung o(r)—p fir r—o0, 1 <p< =, gegeben. Iin Abschnitt 3c) werden
entsprechend Verteilungsfunktionen angegeben, die cine g. ch. F. haben und bzgl.
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308 M. DEWESS

dieser verfeinerten Ordnung von gegebenem oberen bzw. unterem Typ sind.
Fiir diese Konstruktionen benotigen wir zwei Sidtze aus [4].

2. Bekannte Zusammenhange zwischen dem asymptotischen Verhalten
einer Verteilungsfunktion und dem Wachstum der zugehOrigen ganzen
cnarakteristischen Funktion. Es sei 7(x)=1—F(x)+ F(-—x), wobei F eine VI.
ist. Wir betrachten nur solche Vi, fur die 7(x)>0 fur alle x>0 gilt.

Das asymptotische Verhalten von F beschreiben wir mittels t(x)= il"—:({l

(Eine Vi. F besitzt genau dann eine g. ch. F., wenn lim,_,. 1(x)= = gilt.')
Um das Wachstum der zugehorigen g. ch. F. f zu untersuchen, ist es

i i . ;
giinstig, die Funktion p(r):““—r(r) einzufiithren.

Es wird nun das Verhalten von t(x) fiir x—co mit dem von p(s) fiir
r— > verglichen. Dazu dienen monoton wachsende Funktionen von dominier-
ter Variation als wichtiges Hilfsmittel. Diese Funktionen wurden in [5] einge-
fithrt.

Die Klasse D der monoton wachsenden Funktionen von dominierter Varia-
tion enthilt alle wachsenden Funktionen A: (0, =0)—(0, <), fiir die Konstan-
ten a, 0 ~a< o, und A4, 1=A4,< =, existieren, so daf8 fiir beliebige 2 =1 gilt:
(2.1) lim A (kx)/A(x)< A, . k%

Wir betrachten nun folgende Unterklasse.

Die Menge der Funktionen V—(a|A,) enthidlt alle unbeschriankten Funk-

tionen A¢ D, fur die (2.1) gilt. Zur Menge der Funktionen V<£(a|4,) gehoren
alle Funktionen A ¢ V—(a| A,), fur die aulerdem fiir beliebige £=1 noch gilt
(2.2) lim A(kx)/ A(x)=k% A,.
Funktionen aus der Klasse Vt(a|l) sind Funktionen von regulirer Variation
mit dem Regularititsexponenten a. (Beispiele: x2+sin(nev) ¢ V=(3|1), x? ¢ V£(3|1),
Inx e V(O[1), elim<l¢V—(0]e), wobei [y] diegrofite ganze Zahl, die nicht grofier
als vy ist, bezeichnet.)

[n [4] werden Zusammenhinge zwischen demn asymptotischen Verhalten
der Funktionen B(t(x))/A(x)(x— o) und A(u(r))/B(r) (r—>) hergeleitet.

Satz 2.1. 82 F eine Vf. und v¢[0, «|, A¢V—(a/l) sowie B¢ V(b|1).
Falls ah>0 und y ¢ (0, =) ist, so sei B¢ VE(b|); falls y= o ist, werde vor-
ausgesetzt, dafy F eine g. ch. F. hat.

Es gilt lim B(t(x))/A(x)D =1/y genau dann, wenn F eine g. ch. F. hat,

die der Bedingung lim A(u(7))/B(r)=7y a®b®/(a + b)*+° geniigt (a®b®/(a+ b3 +0=1,

wenn ab =0).

Satz 2.2. F sei eine V., fir die —InT(x) streng konvex ist und die
eine g. ch. F. hat. Es sei y<[0, o, A¢ V(all)y und Be¢ V(o). Falls
ab>0 und v € (0, =) ist, so sei B¢ VE(b|1).

Es gilt lim B(x(x))/A(x) = 1/y  genau dann, wenn lim A(n(r))/B(r)
=ya®b®/(a+b)*+* ist. e

Ahnliche Sitze sind auch in [1] und [2] bewiesen worden.

3. Konstruktion von Vertellungsfunktionen, deren charakteristische
Funktionen ganz sind und ein vorgegebenes Wachstum haben. Wir wollen
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eine Vi. F. konstruieren, fiir die — In 7(x) streng konvex ist und fiir gegebene
Funktionen A ¢ V—(a|l), B¢ V—(b|1) und Zahlenc,=c,

im Au(r)/B(r) = ¢, lim Au)(r))/B(1)=cs
gilt. GemaB der Sidtze 1.1 und 1.2 werden wir eine Vi. F angeben, fiir die
. lim Blt(x))  aabb |
3.1 o= Al (a+b@tb ¢ tdy,

i B(t(x))  aabb |
(3.2) lim A — @Rt o = 1dy

Y—yoo

gilt. :,
h:[0, c©)—[0, <o), i=1, 2, seien zwei Funktionen, fiir diedie Funktio-

nen g{x)=xh/x), i=1, 2, monoton wachsend und konvex sind. Aufierdem gelte

(3.3) lim B(h{(x))A(x)=d;, i=1, 2,

(3.4) hi(x)=hy(x).

Wir zeigen nun, daB eine monoton wachsende und streng konvexe Funktion g

mit den Eigenschaften

(3.5) S1(x)=g(x)=gs(x)
und

fir eine Folge {x,}, X— co(n—c2),i=1,2, existiert. Offensichtlich gibt es eine
Gerade y=ax+B=gy(x), auf der irgendein Punkt Py =(xy;, g(x;;)) des Gra-
phen von y=g(x) liegt und die den Graphen von y= gy(x) in den Punkten
Q,- Qg schneidet sowie den Graphen von y=g,(x) in einem Punkt Py =(xg,
&i(xa)). Die Menge M, von Funktionen

M, : ={hdha=0g,+(1—a)gs, a€[0, 1], ha=g, fiir [xy, x5]}

ist nicht leer. Deshalb ist die Funktion /e mit a,=inf {al#. € M;} monoton wa-
chsend und streng konvex in [x,;, Xy ], und auf dem Graphen von y = gy(x) befindet
sich ein Punkt Py = (x5, Za(X12)), so daB  Zai(x;o)

— goX19) gilt.Indem wir die obige Konstruktion mit

Py, als Anfangspunkt wiederholen, konstrueren wir
eine Funktion /. im Intervall [xg, X3]. Auf diese
Weise erhalten wir eine Folge {x,}, fiir n—o, |
Xu—20, i=1,2, und eine Folge von Funk-
tionen {fu;};=1, die auf [x;, X;41.1] definiert sind
und firr die ‘Ag(x;) =g{x;), i=1, 2, gilt. Die
gesuchte Funktion g definieren wir mittels g(x)
—=hafx) filr x €[x;, x;111]- (Zwischen 0 and xy,
erganzen wir g auf beliebige Weise zu einer
fiir alle x -0 nichtnegativen, monoton wachsen-
den und streng konvexen Funktion.)

Setzen wir

x=0

0
A= 1 exp(—gen £>0.
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so sehen wir, daB F eine Vi. ist, fiir die —In 7(x) streng konvex ist. Gemifl
(3.3), (3.5) und (3.6) erhalten wir (3.1) und (32).

Im folgenden wenden wir die dargelegte Methode fiir spezielle Funktionen
A and B an.

31. Ordnung und untere Ordnung vorgegeben Wir setzen
Ax): =Inx, Bx): =Ilnx, A, B¢ VEO|1), um Beispiele fir Vi. zu erhalten,
deren g. ch. F. die gegebene Ordnung p und die untere Ordnung p* besitzt.
Wie man die Konstanten «, und die Funktionen g, i—1, 2, auswihlt, ist aus
der folgenden Tabelle zu ersehen.

Tabelle 1
dy d. & 82 o¥ e
(p—1)-1 (p*—1)—1 pixP—D p/ xP*1) P P 1~ p¥—p< -
(p—D~1 p xPh e 1 P 1—p* pcco
& e 1 1 pr—p-l

0 (pr—1)—1 xlin.x o P h p¥ < 1< p*< p=

0 - xlnx e¥ 1 .~ 1 =p*<p=

0 0 xlnx xlnx : pE—p= -

Ein anderes Verfahren zur Konstruktion von Vi. so daBdie zugehorige ¢
F. ganz ist und cine vorgegebene Ordnung sowie untere Ordnung hat, finden
wir in [2].

32. Typundunterer Typ vorgegeben. Mittels der angegebenen
Methode konstruieren wir jetzt Vi., die eine g. ch. F. der Ordnung p(p>1),
des Tvps o und des unteren Typs o besitzen. Wir setzen jetzt A(x):x'® H,
B(x): —=x, AeVi(p—1)"1), B¢ Vi(l).

Tabelle 2

d, I dy | & | ra | o* o
p—I1 p—I d, . xPI® N dy . xPIPD c* 6 0 g*ro<o
(c. pp)lho~l) (o* . pp)ll(p——l)
—1 . plp—1) pl(P—1) 0 c O-oc* oo
N dy . x X Inx
(0. pp)l/u.?--l)
© . PP g ¢ PP Dy ¢ 0 0 o%-0=0
0 p—l WPle—1)/Inx dy o P/ D) o* w0 0% o= o
(o™, p‘,)l/(p——ly
0 a~ .!‘p/“’"”/ln.r P e=bne 0 x O=o*< g=—00

0 (] AP n ¢ xﬂl(P-—l)/’lnx “~ ) CF ey o 0
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33. Verfeinerte Ordnung vorgegeben. Wir konstruieren jetzt
Vi, die eine g.ch. F. vom Typ & und vom unteren Typ &* bzgl. einer verfeinerten

Ordnung p(r)+1 besitzen. Wir setzen dabei A(x): =x**)und B(x): =x, wobei
p eine in Lemma 3.3 definierte verfeinerte Ordnung ist, A ¢ V=(1/p|1).

Tabelle 3
;d‘,VA, ) 7_7|A* d. - }_'783 B l & l
P N P - dl.x1+_5(x) dz_xl+'p_(x) 0<d*=8<0
(8. (1+p)t+p)/? (8%. (14p)i+p)l/P
p o dy . xR AR ppy  0=8%<8<00

(3. (1+p)+p)1/?

Wir benotigen folgenden Satz auf [6], der auf Karamata 1933 zuriickgeht.

Satz 3.1. a) Eine in jedem beliebigen endlichen Intervall integrierbare
Funktion wvon reguldrer Variation A mit dem Regularititsexponenten p ge-
stattet folgende kanonische Darstellung

(3.7) A(x): =c(x). exp (:r 9O gp).
wobei

(3.8) lime(x)=c,, O0<co< oo,
(3.9) lim a(x)=p.

b) Eine Funktion der Gestalt (3.7), wobei ¢ und a (3.8) und (3.9) deniigen
0<=p< oo, ist von reguldrer Variation.

Lemma 3.1. Sei A¢V=(p|l). Dann existiert eine fiir hinreichend grofe x
differenzierbare Funktion p, sodaf
lim p(x)=p, lim x.p’(x).In x=0 und lim A(x)/x*=1

X—»o00 X—yo00 X=—300

gilt, d. h. A ist asymototisch gleich x°\®.
Beweis. Gemi Satz 3.1 gestattet die Funktion A die Darstellung (3.7).
Indem wir die Folgerung 1.2.1 aus [6] benutzen, schlieBen wir,daB die Funktion,

p(x)= {Inco+ f‘“—’) dt}/In x

alle geforderten Eigenschaften besitzt.

Im Falle A¢V(p|l), O<p<co, ist die so gebildete Funktion p eine
verfeinerte Ordnung.

Lemma 3.2. Eine Funktion A¢V=(p|l), 1<p<co, ist asymptotisch
gleich einer monoton wachsenden streng konvexen Funktion A*¢ V(p|l).

Beweis. Gemi Lemma 3.1 ist die Funktion A asymptotisch gleich einer
Funktion P(x): =x*®), wobei p(x)—p filr x—co eine verfeinerte Ordnung ist.
Die Ableitung P’(x)=x?®—!(p(x)+ xp’(x) Inx) gehort zur Menge Vi(p—1|l)
und ist deshalb asymptotisch gleich einer Funktion P*(x)=x°"*, wobei p*(x)
—~p—1 eine verfeinerte Ordnung ist. Folglichgilt fur hinreichend grofie x=x,
P*(x)>0. Wir definieren
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max (x,xg,)
A*(x) — xf P*u)du.

X

Es ist leicht zu schen, daB A* ¢ Vt(p|1) monoton wachsend und streng kon-
vex ist.

LLemma 3.3 Sei p(x) eine verfeinerte Ordnung und x —o(r) die Umkehr-
funktion zu r x*. Dann ist p(r)y - 1Uple(r)) cbenfalls  eine  verfeinerte
Ordnunyg (siehe [T)).
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