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LA CONSTRUCTION DE LA METRIQUE PSEUDORIEMANNIENNE
ET DE LA METRIQUE DE FINSLER DANS DES ESPACES
SUR DE CERTAINES ALGEBRES

HALINA FELINSKA

On construit un certain espace pseudoriemannien duquel des points sont des orbites
dans un espace projectif 4 l'action d'un certain groupe. Sur l'espace d'orbites agissent
les homographies a coefficients complexes quont le birapport de quatre points comme
I'invariant fondamental. A I'aide du birapport on construit la métrique pseudoriemannienne a
indice (—, —, +). En raisonnant pareillement en cas de deuxiéme algébre que nous avons
conslruit, on a obtenu la métrique de Finsler.

Soient R le corps des nombres réels et C le corps des nombres com-
plexes.

Considérons I'anneau a quatre unités, non-commutatif, ayant des diviseurs
de zéro. Nous présentons chaque élément a de cet anneau sous forme de
a,+aji+agl+ak ol a,, ay as a,¢R et la multiplication des unités i, Lk
nous la définissons comme suit:

P=—1, IP=ke=1
il=k, li=—K k=1, ki=l,  lk=—i, Kl=i

Nous allons désigner cet anneau par A.
Il est facile de voir que
1A. On peut présenter chaque élément a¢ A sous la forme

a'+a'l, ol a'=a,+ai et a'’'=aztal

9A.Si a=a'+a'"1¢A et a’a’+a"a", il existe un élément inverse qui a
la forme

- al au

. ) ey

a'a" -a'a a'a" -a'a

3A. L'ensemble {a’+a’’l|a’a’=a""a"} est I'ensemble de diviseurs de zéro
dans l'anneau en considération.

Introduisons maintenant le deuxiéme anneau a quatre unités, commutatif
et avec des diviseurs de zéro, dont nous présentons chaque élément a sous
forme de a,+aj+agl+ak ol a,, a, a3 a,¢R et

=P=—-1, K=l

SERDICA Bulgaricae mathematicae publicationes. Vol. 9, 1983, p. 5—11,



6 H. FELINSKA

il=k, lk=—1i, ik=-—1L

Nous allons désigner cet anneau par B. Comme précédemment, remarquons que

1B. On peut présenter chaque ¢lément B sous forme de a’+a’’l out a’,
a’e¢C.
2B. Si (a’)2+(a’")2-=0, il existe un élément inverse de I’élément a’ +a’’1¢ B
et il a la forme

’

a : —a” 1
@@ C@Eray "

3B. Les éléments a’+a’’l tels que (a’)2+(a’’)*=0 sont les diviseurs de
zéro en B.

Pour le premier coup, nous allons nous occuper maintenant de la con-
struction de l'espace d’orbites dans l'algebre A par rapport au groupe G, ol
G est un groupe de rotation. Le groupe G agit sur A de la fagon suivante : si
a¢ A, donc t(e'®, a)=e “°ae’°. Prenons en considération 'orbite du point a¢ A4,
c’est-a-dire 'ensemble {t(g, a)| g€ G}. En agissant sur a=a’+a’’l avec un ¢lé-
ment du groupe G nous recevrons

e (a’'+a'"e*=a’+a' (cos ¢ —isin@)l(cos ¢+1isin@)=a’+a’" e—%°l.

A chaque orbite nous faisons correspondre les coordonnées réelles (re a’, im
a’, |a'|). Cette application détermine I’homéomorphisme entre l'espace d’or-
bites et R’ ={(x!, x2, x¥)| x?>0}. Nous désignons par [? l'espace d'orbites
dans l'algébre A par rapport a l'opération du groupe G. Nous voyons que
I'espace L3 obtenu ci-dessus est une variété élémentaire a 3 dimensions. Les
homographies a coefficients complexes agissent sur I'espace A comme le pseu-
dogroupe de transformations selon la régle suivante:

e([]) #)=(ak+b)ck+a).

e, d

Le groupe d’homographies complexes détermine le pseudogroupe de transfor-
mations qui opére transitivement dans l'espace L3 Nous désignons ce pseudo-
groupe par 2. Remarquons que

1°. Si k et | appartiennent ¢ la méme orbite donc leurs images appar-
tiennent aussi a leur méme.

Démonstration. Si [ZZ] est une matrice complexe, donc

(ae—okei*+ b)ce °ke'®+d)~!
— ¢ o(ak-+ etobe—o)eie(eo(ck+ eiode—*)ei®) ) = e~io(ak+ b)(ck-+d)lew.

2°. [l existe "homéomorphisme du groupe d’homographies a coefficients
complexes en groupe d’automorphismes de U'espace L3

Le sous-groupe du groupe d’automorphismes de l'espace L? qui fait pas-
ser le point donné en lui-m&me nous lappellerons le groupe d’isotropie de
ce point.

Passons maintenant a l'anneau B.

Nous faisons correspondre a chaque ¢lément a’+a’’l¢ B les coordonnées
réelles (re @', im a’, re @’’, im a'’). Cette application détermine I'hom¢omor-
phisme entre I'ensemble du point B et I'espace R'. Nous pouvons donc con-
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sidérer I'espace B comme la vari¢té ¢lémentaire a 4 dimensions. Clest sur
'espace considéré qu'opére le groupe d’homographies a coefficients complexes
comme le pseudogroupe de transformations, selon la méme régle qu'en l'al-
gébre A. Pour la suite de nos considérations, nous allons utiliser le théo-
réme 1.

Théoréme 1. Soit ¢ le point dans L¥—B) a coordonnées (0,0, 1)
( — convenablement (0, 0,1, 0)). Dans ce cas, le groupe d’isotropie du point

g est formé par les matrices en forme de [;_b] telles que aa—bb = 1

a

ab
(+[-52])

Démonstration. Ayant considéré I'équation (al+b)cl+d)~'=1 nous
obtenons la thése du théoréme.

Maintenant nous pouvons passer au théoréme suivant:

Théoreme 2. Soit k=k' +k'"'l U'élément A tel que k"’+0. Das ce cas,
il existe deux nombres complexes L, et h, et deux matrices complexes
Ay et A, tels que

(iA) | A ==1, | AAy|=1, argh;=argr,=argk’;

(iiA) g(Ay, B)=11 et g(Ay, 1)=1 pour v=1, 2.

Si k=k'+k"1 est lélément B tel que k’’==0 alors la condition (iA)
change. Elle prendra la forme

(iB) Ay==1, Aphg=1.
La deuxiéme partie du théoréme reste inchangée.

Démonstration. Dansle cas oit k¢ A la démonstration est analogue a
[2]. Nous ne présentons donc la démonstration que dans le cas ot k¢ B. En
conséquence du théoréme 1 nous pouvons chercher A, et les matrices A, en
résolvant I'équation :

(a(k' + k"D +b)—b(k' +k')+a)" =4l

Aprés quelques transformations nous recevons le systéme suivant d’équations
linéaires homogeénes par rapport a a, b: ak’+b(1—rk")=0, a(k”’—})
+brk’ =0. Parce que nous cherchons la solution différente de zéro il faut dé-
terminer A, tel que

kl l _M’I
R —h rR'

(0 AR — M(R' )2+ (R 2+ 1)+ & =O0.

=0 d’ici,

En dési§nant les zéros de cette équation par A, et A, nous remarquons que
3.1.3\.2= .

Acceptons les notations suivantes:

a=rek', b=imk', c=rek”, d=imR",

p=(a*—b*+c?—a?2—4(ab+cd)P+2Aa?—b* - 2 +d?*) +1,
g=4[(ab+cd)(a? - b*+c? - d?)+ (ab—cd)],

A=(a?—b+c*—d*+ 1)+(ﬂ—€i)m'
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a2 12
B=sgn q(:ﬁi\{_‘_ﬂi) -+2(ab+cd).
Soit |A|=y. Aprés quelques transformations, de I'équation (1) nous avons
2= (A2+ B?)/4(c? + d?), d'ici

A2 B

’ 1

Pour chacune des deux valeurs de A, nous avons la matrice

—A R =N R
Av.=|\xv—k" -—lvk' ]' V—'=1, 2-

Si k€A nous avons

(2A) log y=arc ch (

1+ k72— k]2 )
2[ kul

et les matrices

Av=[_ka' A=k J v=1, 2.
A —R AR

Aussi 3 lieu un théoréme plus général.

Théoreme 3. Pour tous les deux points [, h¢ A tels que " +0 et
h'" 0 il existe exactement deux transformations G, et G, telles que
g(G,, D=1, g(Gy, h)y=xdl, I pour v=1, 2, o (A) A, h)EC, | A |==1, | M|
=1 et argh,=arg hy=arg (' -—1")/"").

Démonstration. Soit /=0!"+1""1. Alors la matrice de la transforma-

tion qui fait passer le point / en point 1 a la forme .40:[ ]61” _ll"l” Soit

2(Ay h)=k, ot k=R +R"l. Alors k' =(h"—U")l" et ' =h"/"”. En vertu du
théoreme précedent, il existe deux matrices complexes A, et A, telles que
g(A, DH=1, g(A,, &)=xJ), pour v=1,2. En posant G,=A4,04, et Gy=A4,04,
nous obtiendrons notre théoréme.

Pour tous points /, 2¢ B tels que /-0 et A" +0 la thése du théoréme
est pareille. Ce n'est que la condition (A) qui se transforme. Dans ce cas,
elle prendra la forme

(B) MLRYEC et A=1, A=l

[La démonstration est analogue.
Dans la suite du travail, nous utiliserons aussi le théoréme suivant:
Theéeoreme 4A. Si I, h¢ A sont des points quelconques, donc logy(l, k)
s’exprime par la formule

(3A) " log(l, h)=arcch (LEHICESIATTE

Dans le but de formuler le théoréme analogue pour le cas ou [={"+1""]
et h=~h"+h"1 sont des points quelconques de B, introduisons les notations
sujvantes ;
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> —((re X =F N " R
P =((re —p— P —(im —l,;——)2+(re (';'T))’—(lm_:'T )2

U . Rl h o h’
— A re —5— im ——+re ——im )

h =1l N A N h" : "
+2(( re —I,—,—)f’-—( im = ) —(re T)’—f—( im 7’?,- )2)+ 1,
- Wl T W or —y w1
q= 4[( re =~ im —5—+re —I'~ im —h,,—)(( re h—l,,—)ﬁ_(nm hl.,l 2
e N Wl . h—l o or
+(re 77)3~(1m —i,,—)1)+(re 7'7;,'— im El,,—«—re - im —’l%—) ]

A=(re h—l,_,—l)’-(im 5—1:1—)2+(re—’;,—:)‘~’—(im

h - ,;—'-—~—~ .
T )’+l+(p +yP+q )‘ 2
2

3 ol N I LI P T SN LU
B=sgnq(~p+‘\z/p?+q’)‘-’—y—2(re -fl,,-lm——lv—q-re—lrlm—lr).

Maintenant nous pouvons formuler
Théoreme 4B. Si [=U'+1"1et h=h"+h"'l sont des points quelconques
de B, dans ce cas logy(l, k) s’exprime par la formule suivante

1 A+ B2
lOg 'Y(l, h)= ’? lOgW.

Démonstration. Delaméme fagon que nous avons agi dans la démon-
stration du théoréeme 3, nous choisissons la transformation qui fera passer
'un de ces points en point 1. En utilisant les notations de cette démonstra-
tion, nous avons

L
gAn =1, Ay, I ="F+ L

Nous posons k=g(A, k). En profitant maintenant de l'equation (2B), nous re
cevons la thése du théoreme.

La dé¢monstration du théoréme 4A est analogue.

Nous définissons maintenan{ la droite et la pseudonorme d'un vecteur
tangent a L3.

La droite dans l'espace L? c'cst I'ensemble 2 des points tels que

\ A (g(A, h)y=21A2¢C).
Ay  mg

Soit p>0, p¢R. Dans L3> L? nous définissons la fonction m suivante: Si &
et [ sont des points de L? k==l, alors nous prenons la transformation (cf. le
théoréeme 3) telle que S(A. l)=1, g(A, k)=Al, ot L¢C et A=ye'*®* Acceptons
m(k,l)=p|logy(k [)|. On peut exprimer la fonction m a l'aide du birapport
de quatre points qui est bien connu dans la théorie des espaces projectifs.
Alors m est invariante par rapport a l'action du groupe £. Donc, la fonction
m est linvariante du groupe 2.
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Soit V un vecteur tangent a L3 Soit #—¢(¢) la paramétrisation de la
courbe, son jet de premier ordre étant juste le vecteur V. Nous définissons la
pseudonorme du vecteur V comme il suit (cf. [2]):

V1= lim - m((). o(0)).

Nous annongons

Lemme 1A. Soit V un wecteur tangent a L° a coordonnées (v', v2,
) et accroché au point (0, 0, 1)¢L> Dans ce cas, on déduit le carré de la
pseudonorme du vecteur V' par la fortule:

I VI[P =p— (22— (0% + (@7)).

Démonstration. Prenons la courbe dans l'espace A qui est représen-
tée par Iéquation @(f)=1+1("+7''1), ou v/ =v'+ 7%, |v"’|=13 Cette courbe
sort du point 1 et le vecteur V est un jet de premier ordre de cette courbe.
Aprés avoir appliqué la formule du théoréeme 4 dans les calculs, nous obte-
nons la formule en question.

Maintenant nous pouvons passer au théoréme plus général:

Théoreme 5A. Si le wecteur V a coordonnées (v', v?, v°) est un vec-
teur tangent @ L* et accroché au point (a', a® a®) € L3 alors le carré de la
pseudonorme du vecteur V s’exprime par la formule:

V112 = e (— (@R — @+ @),

Démonstration. Prenons la courbe en A, représentée par la formule
v(it)=a+Bl+Hv +v'l), ot v =v'+74, |V |=7% a=a'+a®l, | B|=a3 Nous
allons effectuer la transformation qui fera passer la courbe définie ci-dessus
en courbe sortant du point 1 en L3 Nous recevons la courbe ¢(f)=1

+t(—;;+ ; 1). En profitant maintenant du lemme 1A, nous obtenons la for-

mule du carré de la pseudonorme du vecteur accroché a un point quelconque
L?. Dans l'espace d’orbites L? nous avons obtenu de cette fagon-la une cer-
taine métrique pseudoriemannienne a indice (—, —, +).

Nous allons présenter maintenant les théorémes analogues pour l'algebre B.
Nous définissons la pseudonorme du vecteur V de méme que dans I'espace
L3. Nous avons

Lemme 1B. Si V est un vecteur a coordonnées (v', v3, v°, v') tangent
a B et accroché au point (0, 0, 1, 0)¢B, on définit le carré de la pseudo-
norme du wvecteur V par la formule:

V112 = - (0P — (@2 + (@ — (0 P+ (@) (@) + (2
— (V)PP + 4010 + v Y2,

La démonstration est analogue comme pour l'algébre A.

Maintenant nous pouvons passer au théoréme plus général.

Théoreme 5B. Sile wecteur V a coordonnées (v', v*, v°, v') est le
vecteur tangent a B et accroché au point (a', a®, a® a')eB alors le carré de
la pseudonorme du vecteur V est défini par la formule
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V)2 1 2)2((.01(13_*_.Uza4)2_(.vza8_.vlat)2+(,vaaa_*_,vdat)!

= (@ +(ah)
o (,:,4‘13__;-(,3“4)‘2_*_{(z,la3+zﬂal)2_ (1,ﬂali~vla4)ﬁ+(z’3a3_*_,vlai)?___(,vlaf‘l__.vﬂaty
(@' T N(@P (@) @@ — (@ (P — (@R,
La démonstration du lemme 1B et du théoréme 5B est analogue comme
pour l'espace L3
Cette méthode-la, on ne peut pas l'appliquer pour I'anneau de quatre unités
commutative, en cas que

i2=P=k2=1, il=k, ik=1, Ilk=i
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