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SOLUTIONS HOLDERIENNES D’INEQUATIONS VARIATIONNELLES
A CONTRAINTES DISCONTINUES, 2

IORDAN V. IORDANOV

On considére des inéquations variationnelles elliptiques non-coercives @ deux contraintes

appartenantes par morceaux a l'espace de Sobolev H"?, p>n. On établit que les solutions sont
des fonctions héldériennes.

La recherche présente est une continuation de [5] ol les obstacles étaient
en réalitée dans l'intérieur du domaine. Ici on étudie le probléme de démontrer
que les solutions des inéquations variationnelles coercives ou non-coercives
sont fonctions holdériennes a la proximité de la frontiére. On obtient les ré-
sultats grace a une réduction du probléme prés du contour a un probleme
analogue dans lintérieur d'un domaine convenable. Pour cela on localise le
probléme originel et on fait une reflexion pair ou impair & travers une partie
de la frontiére (aprés un redressement).

On compléte et précise certains résultats de [5].

On se sert partout des notations usuelles pour les espaces de Sobolev et
de ]? définition standard pour des inégalités entre leurs ¢léments (cf. par exem-
ple [5, 6]).

1. Inéquations variationnelles non-coercives a contraintes discontinues.
Soit Q=R", n=2, un domaine borné; Q=Q19Q oit 0Q est la frontiere de Q.
Au moyen de l'opérateur elliptique

(1.1) Lu=— I (afxm,),
ij=1 /

(12) P

a (x)E&=v E% v=const>0, wi€R", p. p. Q
1

\
==

~.

a coefficients a;; réels, mesurables et bornés, on définit la forme bilinéaire

n

(1.3) a(u, v)= [ X a{xm, v, dx, u, ve H'(Q).
({i/rl Kt

On notera par a,(u, v) des formes bilincaires analogues ol l'intégration
s¢ borne dans le domaine A=Q. Soient £= (J¢_E, F= U/ _,Fn ol E, et F,

sont des sous-cnsembles fermés de Q dont les intérieurs sont supposés tels
que IntE; N Int E;= et It Fi(\Int Fj=@ si i<z, On fixe des fonctions g,
W € H(Q), [=1,..., e, m=1,..., f pour lesquellcs

(1.4) 0oV Sur ;0 Fpy
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dans le cas oit £, F,==@. Alors l'ensemble ferm¢ et convexe
(1.5) K=KQ; E, ¢, ...,9.; F, vy, ..., W)

compos¢ de tous les ¢léments v¢ H'(Q) pour lesquels

(1.6) {(Pri'v sur E, l=1,...,¢

v, -v sur F,, m=1 ...,/

n'est pas vide. Par la suite on utilisera des notations pareilles a (1.5) sans une
description détaillée. I1 convient de noter que I'ensemble (1.5) est défini com-
pletement, seulement par les valeurs des contraintes ¢, /=1,..., e, et y,,
m-—=1,...,f, sur les ensembles correspondants £, et F,,. Il existe une solution
unique du probléme suivant (inéquation variationnelle non-coercive a deux
contraintes discontinues)

(1.7) ueK; au, v—u)=0, yvek,
a condition que

(1.8) max (vrai max ¢;,)= min (vraiminw,,).
V4 F

1=l<e EI 1==m
m

En outre la solution est bornée et se trouve entre ces deux constantes (v. par
exemple [4]).

Remarque 1.I. Analogiquement au lemme 1.2 de [5] notons que si
O R" est un ouvert et on a pour la solution # du probléeme (1.7):
u<wy, sur ONF, pour tout m tel que F,N0O - (resp. u>¢, sur O [,
pour tout [ tel que £, O-+=Q), alors a(u, v) -0, yove H(R"), © -0 ct tel que
QM suppr=0ONQ (resp. alu, v)=0, yre H(R"), v =0 ct tel que Q) supp .
=0 N Q).

On considéra aussi des problemes coercifs du type
(1.9) weKr; alu, v—u)=0, yveKr,

ot I'ensemble Ky =K {ve¢ HYQ) | v|r=pr} défini a I'aide de la fonction p¢ HY(Q)
et de la portion I'=0Q dont mesurc (7—1)-dimensionnelle est positive, est
supposé non-vide.

Le résultat principal est le théoréme suivant:

Théoréme 1.2. Supposons que la frontiére 0Q du domaine Q soit de
la classe C"' et que les contraintes ¢, ..., Q, VY, ..., Y€ H""(Q), p>n, soi-
ent telles que

(1.10) @<V sur T, =Q N AENF,)

pour tous L=1,...,e, m=1,....f, a condition que T',,,-- ). Supposons ainsi
que les frontieres QN E), l=1,...,e, et Q\F,), m=1, ..., f, soient
strictement lipschitziennes (v. définition (1.4) de |5]) et que les coefficients
a,=a; b, j=1,...,n, soient des fonctions lipschitziennes dans le domaine Q.

z\l:)rs la solution # du probléme (1.7) appartient a 'espace C"(Q), a ¢ (0,
1l —n/p)

/LI:l‘ démonstration est expos¢e dans 4. On utilise des resultats préliminai-
res de 2 et 3.
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2. Probleme non-coercif a deux contraintes continues globales. On
considere ici le cas partiel £=F=Q du théoréme 1.2. On aura besoin de la
notion A-admissibilit¢ du domaine G par rapport a l'espace H'(G) (v. [7, défi-
nition 3.1]). On se borne de noter seulement que des conditions tres faibles
du type de la condition du céne pour le contour dG sont suffisantes pour que
l'ouvert G soit r-admissible [7]. Pour plus de simplicité dans I'énoncé du thco-
réme ci-dessous on peut considérer que la fronticre JQ est lipschitzienne.

Théoreme 2.1. Sous les hypothéses pour les coefficients a,(x) faites
en | et a condition que le domaine Q soit 1/2-admissible par rapport a
HY Q) et que les contraintes ¢, v appartiennent a H'»(Q), p>n, alors la so-
lution u du probléme (1.7) avec K =K(Q; Q, ¢; Q, y), appartient a Uespace
COMQ), he(0, 1—n/p].

La démonstration est la méme comme celle du théoreme 2.3 de [5] (On
n'a fait que certaines simplificationes).

On pose

2.1) { v-u—-max(u—e—~k, 0)
w—=u—Cmin(u—e—~k, 0)
olt k¢R' ¢t L est une C'-fonction convenable de valeurs dans l'intervalle [0, 1],
dont le support est contenu dans la sphere O(y, p), vEQ, p>0. (v. formule (2.2)
de [5]). On note Q(y. p)=0O(y, p)1Q Il est facile de voir que
v €K pour tout & -0,
(2.2) we K pour tout &= inf (yv—o)(x).

XtQ(y.p)
Au moyen des fonctions (2.1), en suivant la methode de [7], appliquee
aussi dans [5), on montre qu'il est possible dlassocier a chaque point yveQ
un nombre p(€[s, 1), 0<d8<1, tel que si 0<p<—ll- p(v), .alors on ait

(2.3) osc (u, p)--mosc(u, dp)+ Hp'—r,
ol

osc¢ (u, p)-=vrai max (#)— vrai min ().

QU v, p) Q( v, p)
(Les constantes A >0 et n<1 ne dépendent pas de y et p). Fixons re(0,
1' p(y)) et désignons
M(4r) - vraimax (¢ — @), m(4r)—=vraimin (z—e).
Q( y. 1r) Q(y, 1r)

Considerons les nombres Ky=M—(M—m)2Y ¢t ky=m+(M—m)/ 2V, N=1,

2,... Puisque Ky =K, =(M+m)/2 -0 tous les nombres K, sont admissibles
pour définir les fonctions v de (2.1). Si simultanément on a
(2.4) kRy—ky=(M-+m)2== inf (y—o)x)

x (Q y, Ar)

alors tous les nombres ky sont admissibles pour définir les fonctions @ de (2.1).
Appliquant la méthode de [7; 9] on obtient une inegalitc du type (2.3) pour
la fonction u—¢ au lieu de u, d'ou (2.3) suit immediatement
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Mais il est possible qu'on ait infay, 1, (Y —9)<(M-+m) 2, d'ot il suit que
(M—m)2<=M—iniq(y, s(Y—0) = osc (y— @, 4r) puisque M=supq(y, 1»(V— ).
par conséquent on trouve maintenant

(2.5) osc (u, ry=osc (u, 4ry=_const rt "~

en vertu des théorémes d’immersion pour les espaces de Sobolev et vu leS
hypothéses sur ¢, y. (La constante dans (2.5) ne dépend que des fonction®
¢, v). Bien entendu, l'inégalité (2.5) a la forme de (2.3) avec n=0. Il en ré’
sulte l'assertion du théoréme (v. [7] ou [8]).

3. Lemmes. On utilisera une localisation du probleme dans un voisinage
convenable d’'un point arbitraire de la frontiére permettant d’amener les consi-
dérations jusqu'a un domaine dont le contour peut étre redress¢. La localisa-
tion mentionnée est décrite par le lemme suivant:

Lemme 3.1. Soit u la solution d’inéquation variationnelle (1.7) dans
Uouvert Q pour l’ensemble convexe (1.5). Soit N un ouvert fixe arbitraire
(NN Q=) et soit uy la solution du probléeme aann(u, v—u)=0, yveK', o
K’ est Uintersection des ensembles K, ={ve H'(QN)|v anon=1 anon} et
Ko=KQNN; ENN, ¢o,...,9.5 FON, vy, ..., v,), (c.-a-d. K, est composé
des restrictions des éléments de Uensemble K sur N[ Q). Alors u,=u/xna.

Démonstration. On note

u dans QNN
u, dans QN M

Il est évident que v¢ K et bien entendu #|vpa€¢ K. On a
3.1 ag(u, v—u)=0,
et

n
[ E ay(x)u,(u—u),dx=0,
NN 1, j=1 ! J

ce qu'on peut écrire de la fagon suivante
(3.2) [ 2 ayx)v (u—v),dx=0
Q=1 ) J

parce que u=v dans Q\ /N (en tenant compte d’'un lemme de [6, appendice]
d’apres lequel I'intégrale de |yz|? est nul sur chaque ensemble mesurable o
v = const). Aprés l'addition de (3.1) et (3.2) on trouve

n
A’ EaxNv—u),(u—7v), dx=0,
1, /=1 J

d’ot, vu la condition d’ellipticité (1.2) et le fait que v—wu-—0 dans Q\ NV on
établit u—v dans Q, c. q. f. d.

Le résultat suivant permettra de redresser la frontiére a l'aide des difféo-
morphismes (locaux) apros une localisation convenable du probleme.

Lemme 3.2 Soit A=R" un domaine et soit T une portion de 0A de
mesure (n—\1)-dimensionelle positive. Fixons p¢H'(A). On désigne par u la
solution du probléme
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(3.3) a (u, v—u)=0, yvekKs,
ot lensemble Ky;—=K NKy Ki=KA; E, ¢0,...,0.; F, vi,..., vy, Ky={v
€H (A)|vir=plr}. (On suppose que Ky==Q). Alors si y=g(x) est un C'-difféo-

morphisme défini dans A, la fonction u( y)=u(g—'(y)) est une solution du
probleme

n n

By ) 92 9
(3.4) g{A) NL:l = a,(g (V) axf g '(y) o—% &y

Ay (WA Y)—@(Y))y, | HgNy)|dy =0, yovekKs,

on K;=K(g(A): &E) @1 .-y 0.5 &F). wi ..., Wy N {ve H'(&(A)) | Ver
=plegr) est en effet U'inagz de K, par le difféomorphismne y=g(x). (Les fonc-
tions ¢, et y; sont définies ainsi que u et par J(g~ ') y) on a noté le ja-
cobien du difféeomorphisme x=g'(y)).

Remarque 3.3. Soit A=R” un domaine situé dans {x¢R"|x,>0} et
tel que la portion X=0AN{x¢R"|x,=0} de sa fronti¢re soit un ouvert (n—1)-
dimensionnel simplement connexe. Pour la démonstration du lemme suivant il
est nécessaire qu'on sup; ose

(35) Qp=0a,=0 sur &, 1=sisn—1.

Cette condition n’est pas une restriction parce qu'on peut I'assurer a
l'aide d’une C2-transformation supplémentaire z=2(x), x¢ A4, laquelle est inver-
sible si le domaine A soit assez petit (cf. [2, ch. 7, § 3]). Précisément il s’azit
d’une transformation z(x)=(z,(x), ..., z,(x)) telle que z, (x)=x, et z\,...,2,
satisfont aux conditions

S — < i<
X axn =0, 1=<i=n—1,
A=l dx, X, =0

ce qui est notamment I'hypotheése (3.5) pour l'opérateur transformé.

Lemme 3.4.Soit A=R" le domaine décrit audébut de la remarque 3.3.
On suppose aussi la propriété (35) pour les coefficients a,. Notons par
G et f(x) respectivement l'image de lUensemble G=A par une réflexion a
travers {x¢R" x, -0} et le prolongement pair de la fonction f définie dans

A, Qe flx, ..., . ) = fxy ey Xpen — X, x¢€A. Alors si la fonction u¢ K
=K(AE ¢\..., 0. F. vy, ....vy est la solution d’inéquation variation-
nelle

(3.6) a(u, v—u)=0, wyovekK,

la fonction
u dans AUZ
={ u dans AUZ
est une solution du probléme

(3.7 [ 2 ALOU(V—U), dx=0, yVER,

AUTUT /=1
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o
, a,; dans A
Ay=1{ < ~ . . .
a; dans A, i, j=1, ..., n—=1 00 i j=n,
et
A A - Qi dans J
! —a., dans A, i=1,..., n—1,
et l'ensemble K,—= KA X1) A EUE O oy O, (5, ..... (E FUF Wiy
Wi Wi e Wy)-

Dé¢monstration. Il est aisé de voir (lemme 3.2) que la fonction u est
une solution d’inéquation

n—1 n—1

{‘._l “i/'”"i(7"””)-‘,-”’.'\-_:l a,,lu. (v—u). +,1_‘."(7:_,,)‘_‘_]

m
ij=

(3.8)

[
iy
+ Apll (V—U), }dx =0,y VEK,

ol Kz:k(J;E,GI....,6,;13,3;71,...,\TJ,). '
Soit V¢K,. Alors le premier membre de (3.7) est en réalit¢ la somme

n n ~ ~
i‘ P 1 ajuc(V g—u)x;dx+ | ;‘l Ajue (Viz —u)‘-ld.\’
Al A 1y

qui est non négative vu les (3.6) et (3.8).

Remarque 3.5.Grace a la condition (3.5) les coefficients A, 4, j - 1,...,n
sont lipschitziens dans Al X1/ A, si on a de méme pour a,;; dans A.

lLemme 3.6. Soit la fonction u une solution du probléme (1.7) avec
KN KQ,E o:F w). Si la fonction gel(Q) 1) corncide avec vy sur F, 2)
satisfait g ¢ sur E et 3) est une supersolution de Uopératenr [. dans ['en-
semble QO Fausens que

(3.9) (g v) -0

pour chaque fonction ve¢ H(R"), v -0 et telle que suppvNQC QN F, alors
u--g dans Q. ’

Démonstration. En désignant w=min (g, #)€ K on trouve a(u,w—u)=0
D’autre part a(w, w—u)—0 tenant compte de (3.9) et du lemme de [6, appen-
dice] mensionné dans la démonstration du lemme 3.1. Par cons¢quent a(u—w,
w—u) -0 d’ou il s'ensuit que w-—wu-+c,c-const. Si ¢>0 on est amenc¢ a la
contradiction # —min(u, g) u+c>u. Si ¢<0, on a w<wu et par conséquent
w - g, c-a-d. y o g<u sur F, ce qui est absurde. Ainsionac - 0,i.c.u=w<=g
c. q. f. d

4. Démonstration de théoréme 1.2. Soit & la famille des points des
fronticres des ensembles £,110Q,[-1,...,e, et F,N0Q m-=1,...,f (dans
la topologie de la vari¢te (n—1)-dimensionnelle 9Q). Suivant formellement la
méthode de démonstration du théoreme 1.6 de [5], on peut obtenir la régula-

rité désirée dans chaque compact se contenant dans Q. S. La difficulté pour
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établir la régularité de la solution dans I'entier domaine Q consiste en trouver
des H'’-contraintes globales, ce que permettrait d’appliquer les résultats de 2.
Cette difficulté est issue du fait que pour la construction des obstacles globa-
les il est indispensable de considérer un probléme aux limites mixtes (avec la
condition de Dirichlet sur une partie du contour et la condition de Neumann
sur le reste), au lieu du probléme de Dirichlet comme on a fait dans [5]. (C’est
pour cette raison que le cas EUF=Q est plus facile puisquon le traite de
la méme fagon comime le probléme coercif.

Considérons tout d'abord le cas olt chacun des ensembles £ et F n’a
qu'une composante unique. On construira des contraintes globales ®=<Y les-
quelles coincident sur £ et F respectivement avec ¢ et y et telles que d=u=%¥
sur Q. Comme dans [5] on peut sans restreindre la généralité de considérer
le cas ot o=y sur Q (et bien entendu o<y sur QN JI(EN F). Ajoutant a ¢ et
v des fonctions lisses de signes convenables et de supports contenant respec-
tivement EN_F et F . E, on peut s'amener, sans changer ¢ et v sur £ et F,
au cas lorsque

(4.1) o<wv sur QNJE et sur Q) OF.
Evidemment il existe une C2-fonction ¢, pour laquelle ¢,>¢

0,>0 sur Q~F et y>o¢, sur QnOF.
Alors, si la fonction W, est la solution du probléeme
( LY;—max(Lg,, 0) dans Q\ F,
(4.2) Y, =y sur QnOoF
‘—N—,": max (ol:i ) sur  (OQ)\F,

oit 0'dv et la dérivée conormale, on pourrait définir
[\y sur F

D = :
ly, sur @~

Il est clair que ¥, ~¢,>¢ dans Q\ F et en méme temps que ¥, est une superso-
lution pour 'opérateur L dans Q\ F au sens que a(¥, v)=0 pour tout
ve H(R"), ©=0, suppv 1 QcQ\F. Se référant au lemme 3.6 on établit que
W= sur Q. On construit d’'une fagon pareille la fonction ®.

Il n'est pas difficile de voir (cf. la démonstration du lemme 2.8 de [5])
qu'on a @, ¥ ¢ H'»(G) dans chacun compact G Q\ S. Maintenant, en appliquant
le théoréme 2.1 on obtient l'affirmation désirée dans chaque compact G,=G
fixé a Pavance.

On obtiendra la régularité holdérienne de la solution a la proximité du
cantour: dQ a laide des lemmes de 3. Soit y¢S. Il existe un voisinage N3y
et des coordomnées locales x,,.:., x, telles que la partie NnoQ de la fron-
ticre est représentée par x, == @(X;, <., X, ), €C (v. définition 1.4 de [5]).
Bien siir, on peut supposer que le contour I'=QnNJN soit lisse. On localise le
probléme considéré (v. lemme 3.1) et on obtient un probléme du type (1.10),
i.e si A-NNQ alors
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ul € Kr:ay(u, v—u)=0, yve Kr,
Ke=KA;EnNN, ¢: FNN, yin{ve H(A) v r=ur}

A laide du lemme 3.2 ol

(4.1)

(4.2)

Vo= Xy B(X1s - oy Xp),

on est atmené & un probléme analogue de (4.1):
(4.3) wEKy: T by (Y, (v—w)ydy= 0, yue Ky,
A, ij=

oit 'ouvert A, est situ¢ dans le demi-espace {y ¢ R"|y,>0} et (04,)n{yeR"y,= 0}
est un domaine (7 —1)-dimensionnel. En outre, les cocfficients b,; sont des fonc-
tions lipschitziennes.

Le probleme dernier (4.3) est coercif mais le comportement de la solution
sur la partie plane de dA, se décrit encore au moyen des incgalités. On peut
considérer que la condition (3.5) pour les coefficients b,,=b,; soit satisfaite
(v. remarque 3.3). Diminuant le domaine A, (au moyen d’une localisation sup-
plémentaice; v. lemme 3.1) on peut assurer linversibilit¢ de la transformation
des coordonnées faite dans la remarque 3.3. Pour simplicité on conserve des nota-
tions A, et w.

Maintenant on est en état d'ippliquer lemme 3.4 et de s’'amener a un
probléme dans le domaine G=A, !/ A,, ot A, est limage de A, a travers
{.VGR'”_"n;O}:

(4.1 UeKys ,ﬂ U£| A, (U, (V=U), dy=0, wV €K,

ol en deésignant E,=EnA, Fi=FnA, et
{ w dans A,
U=1 ~ N
w dans A,

(on utilise des notations du lemme 3.4) on a
K, ={ve H(G) v U 4, NK(G; E, UE,. 0 0; F, Uﬁp v, \47).

On peut traiter le probleme (4.4) qui est méme coercif comme dans [5] et
on obtiendra la continuité holdérienne de la solution dans I'intérieur du domaine
G. La condition sur le contour dG peut étre faite homogene aprés la soustrac-
tion de la fonction n (appartenant a F'” dans lintérieur de G) telle que
Ln—=0 dans G, n— U sur dG. On en conclut, vu l'inversibilité de toutes les trans-
formations utilisées, que la solution # du probléme originel est holdérienne
dans un voisinage de chacun point frontiére y¢oQ.

On démontre le cas général du théoréme 1.2 de la meéme fagon. On con-
struit des contraintes globales continues suivant le procédé décrit dans la dé-
monstration du théoreme 1.6 de [5].
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5. Remarques. Naturellement un résultat plus précis sera la démonstration
de la continuité holdérienne de la solution seulement sous I'hypothése que la
contrainte ait la méme régularité. Utilisant une idée de Frehse [1] (cf. aussi
[3]) on établit une assertion pareille dans le cas d'une forme quadratique
engendrée par opcrateur a coefficients constants (v. remarque 5.2).

Proposition 5.1. Soit u la solution de [Uinéquation wvariationnelle a
une contrainte

(5.1) au, v—u)=0, yoe K,

on l'ensemble K={ve¢H\(Q) v=9 sur Q} est défini a l'aide de la fonction
e e H(Q)N C™(Q), 0<a< 1, satisfaisante a la condition

(5.2) 0<0 sur o0Q.

A condition que les coefficients a;; de I’opérateur (1.1) soient constantes
et que le domaine Q soit admissible par rapport a H(Q) (v. [7] ou [3]),

alors la solution u du probléme (5.1) est une fonction holdérienne dans Q.

Démonstration. Soit U un voisinage unilatéral de 0Q ou on ait #>¢.
Son existence résulte de (5.2) et du fait que #=0 (cf. [10]). Puisque Lu=0
dans U u -0 sur 0Q la solution # est holdérienne dans U (cf. [7] ou [8]).
Désignons par A son indice héldérien.

Soit Q' c Q un domaine de contour dQ' c U et tel que Q\ UcQ'. L’ensemble
de coincidence /—-{x¢Q u(x)=e¢(x)} est fermé et est contenu strictement a
I'intérieur de Q car la solution # est continue ([6]; v. aussi la remarque 5.4).
Soit n>0 un nombre tel que pour 2¢R" | kh|<n, les fermetures des ensembles
Q' -k soient contenues dans Q (il suffit de poser 0<n<dist(Q’, 0Q)). Notons

(5.3) 8,7(x) = »-,T‘[; [2(x + h)—(x)], h==0,

olt u=min (A, 1—n/p).

Il est clair que si a ¢ C7(Q\ /), a=0, alors il existe un nombre e=¢(u,h)>0
assez petit pour lequel on ait v—u+ed,a ¢ K. Posant cette fonction v dans
(5.1) on trouve a(u, 8,a)=0, ce qu'on peut écrire de la fagcon suivante

(5.4) [ 2 a,;(3_pu). a,,dx=0.
Qij=1 !

Tenant compte des propriétés de a, l'inégalité (5.4) montre que sur Q"\/
la fonction (8_,u)x) est une supersolution par rapport a l'opérateur L et par
conséquent elle atteint son minimum sur la frontiere. Puisque |8_,u|=const
pour x¢0Q’ (car maintenant x, x—h¢U), et d’autre part pour x¢/:

S_, U= 'L_.';’)'Twi)és_,,'(p(x)a —const,
on obtient
(5.5) (8_,u)(x) = —const, yx€Q".

Vu le choix arbitraire de & cela signifie que

(8, u)(x) = const, yx€Q',
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pour tous les vecteurs / assez petits, ol la constante ne dépend que de ¢ et
des propriétés de la solution # dans U.

Remarque 5.2. Dans le cas o les coefficients a,;(x) sont variables,
outre les termes du type a,;(8_, 1)« . on a aussi des termes de degré infé-

N i
ricur du type
(8_pttiy)- [(x—h)—u(x)l, . ay,

et pour ¢tre en c¢tat de raisonner comme en [3], c.-d-d. pour pouvoir appliquer
le principe de maximum [8], il faut savoir a l'avance que &, €L, p>n.

Remarque 5.3. Dans le cas des deux contraintes on peut obtenir un
résultat analogue 2 la proposition 5.1 si on assure la continuité holdérienne de

la solution prés de la frontiere. Par exemple dans le cas du probleme non-
coercif considére en 2 le théoréme est immédiat sous I'hypothése

(5.6) ¢ rnua<Q et wirne>P,

oit P -Q sont respectivement le premier et le deuxitme membre de I'inégalite
(1.8), ou bien sous 'hvpothése

(5.7) E11FcQ

(sans aucune restriction sur les contraintes ¢ et ).

Dans le cas des deux contraintes on raisonne séparé¢ment pour des voisi-
nages Q' et Q"' des ensembles de coincidence

Lo {x€Q u(x) olx)) et [, ={xeQ ulx) w(x)
ouu I, 1, @ a condition que

(5.8) o(x)<w(x), yx € Q.

lemarque 5.4. A condition que les contraintes dans le cas du probl¢me
(1.7) appartiennent a H'(Q)N C(£2), on peut ctablir facilement la continuit¢ de
la solution. On approche des contraintes @, l=1,...,e, et ¥,,m=1,....1,
par des fonctions lisses ¢f, yi. € 0, telles que ¢i<o, et v, >y, D’apres le
thecoreme 1.2 les solutions correspondantes w, sont continues dans Q et vu le
lemine 5.5 elles convergent uniformément vers la solution , i. e. u € C'(Q).

Pour simplicité on ¢nonce le lemme de comparaison des solutions du pro-
bleme (1.7) dans le cas des deux contraintes continues:

Lemme 5.5 Soient @, ¢, v, v, € H(Q), ¢, <Y, sur L[ F et désignons par
w(n, ) la solution du probléme (1.7) avec K- K(Q; E, n: F.%). Alors, si ¢, <¢
sur E et W, ¥ sur F, on a

(5.9) u(@, Wy) - u(e, w)~u(e, v),
(5.10) w(p, W) ~u(@y wy) uw(e, w),

(5.11) (@, w)—u(@y, w,) = vrai max (@, —¢) + vrai max (y—wy,).
I3 )
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La démonstration est standard. On montre les inc¢galités (5.9) et (5.10) au
moyen des raisonnements semblables & ceux du lemme 3.6 et de la demonstra-
tion des inégalités (3.1) et (3.2) de [5].

Pour demontrer (5.11) il suffit d’¢tablir que, par exemple

(5.12) 0-<u(o, v)—u(p, v,)<vrai max (y—vy,)—=M.
=
Notons w —u(e, w), u, — u(e,y,) et m=vrai max («—u,).(Le nombre m est fini

Q
parce que u et #, sent bornés; v 1). Supposant que M<m, considérons la
fonction @ -max (u—u,—M,0)¢ H'(Q). On a u,+we¢K(Q; E,9; F,y,) et par
cons¢quent

(5.13) a (uy, w)=0.
D’autre part on obtient
(5.14) a(u,w)=0

de la méme facon comme (3.10). 1l suit de (5.13), (5.14) et (1.2) que w=const.
Il est facile de verifier que cette constante est non positive, i. e. w=0 c. q. f. d.

A la fin on étendra a la proximité de la frontiére les résultats de [5], ol
les contraintes ¢taient en réalité dans lintéricur du domaine Q a cause de la
condition

(5]5) (0] /—‘nm<0 et ‘{'ian>0

(v. (1.8) de [5]). Bien entendu, on supposera par la suite que la condition na-
turclle du type (5.15) mais avec des inégalites non strictes soit vérifice. Le
point essentiel est le lemme suivant:

Lemme 56. Soit Q={x¢R" x,>0} un domaine tel que U'intersection X
de son contour avec {x¢R" x, -0} est un domaine (n—1)dimensionnel. Soit
u la solution du probléme

(5.16) a(u, v—u) -0, yve K,= K H(Q),

o 'ensemble K est défini par (1.6). On suppose vérifices les conditions né-
cessaires assurant K, (@ et aussi les conditions (3.5) pour les coefficients
api—1....,n—1. Alors la fonction U/ obtenue de « a l'aide d’une continua-
tion impair 2 travers £ dans Q (v. les notations Q, A;; dans le lemme 3.4),
coincide avec la solution de l'inéquation variationnelle

(5.17) [ AU (V—U), dx=>0, yWEK,,

G ij=1

ot G-QUIUQct K- KGEUF 9. ., 0u—Vi-ooy =¥ FUE Wi .. .,
Vi =@ — @)

On fait la de¢monstration en deux fois. Tout d’abord on établit que la so-
lution de (5.17) est une fonction impair. Il en résulte que sur X cette fonction
s'annule. Puis on vérifie que sa restriction sur Q coincide avec la solution
de (5.16).
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