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EINFACH-KORRELIERTE ABGANGSINTERVALLE IN VERLUSTSYSTEMEN
WALTER WARMUTH

In dieser Note wird die Abhdngigkeitsstruktur des Abgangsprozesses der bedienten For-
derungen in einem GI/M/1/0-Verlustsystem durch die Autokorrelation aufeinanderfolgender
Zwischenabgangsintervalle beschrieben. Fiir Erlang-k-verteilte Zwischenankunftsintervalle ist
die Autokorrelation nicht positiv. Extrempunkte ergeben sich bei Poissonschem Eingangs-
prozefl (GI=M)und fiir den reguldren EingangsprozeB (GI=D). In Burke (1972) wurde auf der
Basis von Simulationsergebnissen die Kleinheit der Autokorrelationen beliebiger Ordnung fir
Abgangsprozesse postuliert. Fiir die hier behandelten einlinigen Verlustsysteme wird das bei
nicht extremer Belastung theoretisch belegt. Eine Approximation durch rekurrente Prozesse

l1afit sich vernunftig vornehmen. Bei ,fast“ reguldrem Eingangsprozef und geringer Belastung
ist die Autokorrelation hingegen sehr grof.

Es wird vorausgesetzt, daf sich das Bedienungssystem GI/M/1/0 im sta-
tistischen Gleichgewicht befindet. Dieser Gleichgewichtszustand existiert und
ist eindeutig [3,2.3.5.]. Der Eingangsprozef besitze keine Mehrfachpunkte.
Unter diesen Bedingungen ist der Abgangsproze der bedienten Forderungen
ein stationdrer einfacher PunktprozeB. Er ist durch die stationdre Folge (D,),
wobei D,>0 die Linge des n-ten Zwischenabgangsintervalles bezeichnet, be-
stimmt; Null ist ein Punkt des Abgangsprozesses.

Die Laplace-Stieltjes-Transformierte der Zwischenankunftsverteilung sei
a,(s), der Mittelwert dieser Verteilung sei @ und die Varianz o%. D, ist die
Summe der Freizeit /, und der realisierten Bedienungszeit S,, deren Intensitit
pist; A=1/a, p=24/p.

1. Der Autokorrelationskoeffizient des Abgangsprozesses der bedien-
ten Forderungen im System GI/M/1/0. Der Abgangsproze8 der bedienten
Forderungen im System G//G//1/0 ist ein spezieller l-abhidngiger Proze8
(1-fach abhingig). Fiir die Autokorrelationskoeffizienten

a;, eariamp =COV (D, Dn+;)/VARD,
gilt a,=0 falls i=2 (einfach-korreliert) und somit auch

oo
21 ai, crieinp =ay, areip [5)-

L

Wie in [6] berechnen wir zunidchst ED,D,.,:

E D,,D;H-l =E D,.(IIH—I +Sn+l)= E D,.ln-H + E D,,S,H.] =E D,,In+|+ E DAE S.+|.

Durch Multiplikation der Identitit E D,y =E (Jp41+Sas1) mit ED, erhalten wir
EDED1=EDEl,1+ED,ES, . Somit ergibt sich ED,Dns1—ED,E Dpyy
—ED lys1—ED,E Inyy, d. h,

COV (D, Das1)=COV (D,, Ins1).

SERDICA Bulgaricae mathematicae publicationes. Vol. 10, 1984, p. 237 —240.



238 W. WARMUTH

Fiir exponentielle Bedienungszeiten ergibt sich

E/n+1=(u/}~“(l —ay())/(1r(1—a,(p))),
ED,~ES,+EL,~1/0(1 ()
und
ED,Jnir=(—p2/hay(p) — (1 —a, () + p/Ap/h—(1 - ay(0)/(R*(1—a(p)?)(vgl [4]).

Daraus folgt dann COV (D,, Dni1) = —(o,(10)/(M(1 —a,(p))?)+ 1/p?). Zusammen
mit VARD, =(c%+272)/(1 —a;(n))+2n 2 (M1 —ay(p)))? erhalten wir

— ey () —R2(1—ay (n))?
(62224+1) (1 —a; ()u2+222(1 —ay () — p?

(1) a Grmno =

2. Der Autokorrelationskoeffizient des Abgangsprozesses der bedienten
Forderungen im System £,/M/1/0. Fiir einen rekurrenten Eingangsprozef mit
Erlang-k-verteilten Pausen gilt «;, £,(S) =(hR/(S+1R))*, a] Ek(s) = —(R(RY®)/((s
+Ak) ) und A=1/u, 6% =a3/k=1/(k12).

Aus (1) erhilt man

_ P2(L+pR)k—(pR)kE—(pk)* T (1 4 pk)* ! .
(2 avLeamolp)= T 2p2((1+pk)k— (pk)k)2— (ph)k(1+pk)k(141/k) +1 k(1 +pk)2k
2.1. Fir pE(O, lJ) gllt al,Ek/M,w =0 falls k=1 und al_ﬁ‘k""/l‘o<0 falls k>1.

Beweis. 1. ai, g mpo=0 fir k=1 ergibt sich unmittelbar (vgl. auch [4])

2. Wir zeigen fir k>1, daBl p2((1+ pk)*—(pk)*)2— (pk)** (1 + pk)*—! und
2p2((1 + pk)* —(ph)Y* 2 —(ph) (1 + pk)*(1 + 1/k)+ 1/R(1 + pk)* positiv sind. Es gilt

(PA(1 + pRY:—(pRY)/((PRY+1(1 + pk)*—1)
= pH(L+ph)*+1/(pk)s 1 —2(1 + pk)/(pk)+ (pkY /(1 + pk))*—1)
= pA(1+ 1/(pAY* 21+ 1/(ph) +(1+ 1/(pk))~*~1)
Pl +(+1)/(pR)+ (f+1)k/2! (1)(pk)+(k+ 1Dk(k—1)/3! (1/(pk))?
+oe L (R —1)/(pk)+(k— 1)k/2! (1/(pk))2—(k— D)k(k+1)/31 (1/(pk))?
e =2 2(pR) > (1 p%) - 1
Daraus folgt die erste Ungleichung. Es gilt weiter

2p(1+pRY —(PRY P /((PRYH(1 + pRYH(1 + 1/k))
= 1/R(L+ pR)**/((pRY*(1 + ph)Y(1 + 1/k)
2p2(1+1/R) (1 + 1/(pR)Y =2+ (1 + 1/(pk))~*)+(1/R)/(1 + 1/k) (1 + 1/(pk))*
>2p%/(1+1/k) (1 +k/(pk)+ k(k—1)/2! (1/(pk))?
+h(k—1)(R—2)/3! (1/(pR))’+ 1 —k/(pk)+k(k+1)/2! (1/(pk))
—k(k+1)(k+2)/3! (1/(pk))>—2)+(1/R)/(1 + 1/R) (1 + 1/(pk .}’
2p*/(1+ 1/k) (1/p2—1/(kp?))+ (1/R)/(1 + 1/k) (1 + 1/(pk)
1/(1+1/k) (1 +1/k+1—1/(pk)+ 1/k((1 + 1/(pR))i—1-—1 ).

Wenn 1+ 1/&((1+1/(pk)* 1 1/p)>1/(pk) ist, dann folgt di~ Behauptung.
Es gilt
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p(k—1—1/p)+p(1+1/(pk))*
k‘ k . I." ) .
~-~pk'”p~-1+p~r1+pl_-}q( i ) 1/(pRY = pk+p _Eﬂ('f) 1/(pR)y

= pk+pk(k—1)/2! (1/(pk))* = pk+1/2(k—1)/(pk)
=pk+1/2.1/(pk)>1.

3. Der Autokorrelationskoeffizient des Abgangsprozesses der bedienten
Forderungen im System D/M/1/0 und weitere Eigenschaften. Fiir einen re-
guliren Eingangsproze8 mit a,(s)=exp (—sa), aj(s)=—aexp(—sa) und 2=1/a,
c? =0 erhdlt man aus (1)

_ p*(1—exp (—1/p))*—exp (—1/p)
2p*(1—exp (—1/p)—exp(—1/p)
3.1. Fir pE(O, CO) g[lt a].DM’,l/()<0.
Beweis. Wir zeigen, daBp?(1—exp(-—1/p))2—exp(—1/p)>0 und 2p%(1
—exp(—1/p))2—exp(—1/p)>0ist. Die zweite Ungleichung folgt aus der er-
sten. Es gilt

p(1—exp (—1/p)/exp (—1/(2p))=p(1—exp (—1/(2p))) (1 +
exp (—1/(2p)))/exp (—1/(2p))= p(1 +exp (1/(2p))) (1 —exp (—1/(2p)))
— p(1—exp (— 1/(2p)) +exp (1/(2p)) — 1) =2p sinh (1/(2p))
—2p(1/2p)+(1/2p)f3! +(1/2p)F/5! ++-)>1,
d. h., p(1—exp(—1/p))>exp(—1/(2p)) und somit auch p?(l1—exp(—1/p)?
—exp(—1/p)>0.
Dividiert man Ziahler und Nenner von (2) durch (1+ pk)**, dann iiber-

zeugt man sich unmittelbar von der Giiltigkeit von

3.2 lim a1, £, o(p) = a1, o olp)-

3.3. Es gilt @y, £ 0> A1, By y (o

Zum Beweis bendtigen wir einige eigenstidndigniitzliche Eigenschaften.
3.4. ED,, Ek(‘")‘/":l/(l(l—a‘-fk(")» fallt in k.

Beweis. Die Ableitung von a; g (n)=(a%/(n+2k)* nach % ist (pk/(1

+ pk)Y: (In (pk/(1+ pk))+ 1/(1 + pk)). Sie kann nach oben durch (p&/(1 + pk))¥(pk/(1
+ pk)—1+1/(1+pk))=0 abgeschitzt werden. o, e (n) fallt somit in % und

also auch ED,, E (M)1/0-
3.5. VAR Dy, yomip= (0% + 2 72)/(1—a,(p)) + 2u—2 —(M1—ay(n)))* fallt in k.
Beweis. p% fallt in %, somit fallt nach 3.4 der erste Term in k. Der
dritte Term wichst betragsmaBig gemaB 3.4, folglich fallt VAR Dp, £ anij0-

Beweis von 3.3. Es gilt a,=COV(D,, Dn+1)/VARD,. Da nach 3.5
VAR Dy, £,(m10 in k& fallt, selbstverstandlich positiv ist und COV(D,, Dn+1)

nach 2.1 negativ ist, reicht es zu zeigen, daB COV(D,, Da+1) betragsmaBig
wichst. DaCOV (D, Dpi1)= —a,(p)/(M1—a,(n))®)—1/u? ist, erweist es sich als
hinreichend zu zeigen, daB der positive Term —a (u)/(M1—a,(n))?) in & fallt.
Es gilt

(3) ay, panp(p)=

ay(R)/(1 — ay(R)?) = R(ARY /(R4 AR 1/(AM(1—(AR)* /(1 +AR) )
= 120k (4 AR Y1 ((n+ ARy —(AR)Y)?
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= 1A (pRY T (1 + ph)* =1 /(14 pR)*— (pR)*)?
SLA((1+1/(pR)A T —2(1 + 1/(pR)) +(1-+1/(pk)) * 1)~ L
Wenn die Ableitung der Summe in der Klammer positiv ist, dann fillt
—a[(0)/(M1-—a,(p))?) in k. Diese Ableitung ist gleich
(1 +1/(pR)+! (In (14 1/(pk))+ (k+ 1) (—p)/((1 + 1/(pk)) (PR)*))
+2p/(pk2) + (1 +1/(pR)' ~H(—In (1 + 1/(pk)) + (1 —&) (—p)/((1 + 1 /(pk)) (Pk)*)).
Sie ist immer positiv.
Bei Erlang-k-verteilten Zwischeneingangsintervallen gilt somit
0= ay, mano(p)>, £ ol P)>ay, £, yanolp)>
- p*(l—exp (—1/p)f—exp(—1/p) ..
a1 oy AP) = 55 —exp (—1/p)p —exp(—1/p) 10T K1
36. Bemerkung. a, pmno(p) ist vermutlich auch scharfe untere
Schranke fiir a1, gz (p), wiahrend ay, grano (p) fiir ein p auch Null sein kann,
wenn der Eingangsprozefl nicht Poissonsch ist, z. B.

o,($)=1/2((1 + )72+ (1+5)72) (vgl. [2])).

Tab. 1
Der Betrag der Autokorrelation a, . 4, fir k=1, 2, 3, 4, 5, 10, co.
Nk ? ! l
N 1 2 3 : 4 | 5 10 l oo
P N 3 !
0,01 0 0,000185 0,000298 0,000399 0.000499 0,000998 0,500000
0,05 0 0,003467 0,006559 0,009320 0,011898 0,023759 0,500000
0,1 0 0,010105 0,020566 0,030463 0,039768 0,079842 0,498862
0,2 0 0023397 0,048139 0,071238 0,902239 0,171101 0,453330
0,25 0 0028571 0,057738 0,084055 0,107229 0.188030 0,410347
0,3 0 0,032543 0,064225 0,091691 0,115063 0,191143 0,364576
0,33 0 0,034370 0.066782 0,094180 0,117024 0,188625 0,337880
0,4 0 0,037195 0,069584 0,095391 0,115954 0,175572 0.281150
0,5 0 0,038462 0,068235 0,090142 0,106626 0,150359 0,216263
0.6 0 0,037572 0,063529 0,081328 0,094099 0.125759 0,168440
0,7 0 0,035493 0,057560 0,071801 0,081628 0,104742 0,133463
0,8 0 0032872 0,051447 0,062832 0,070440 0,087605 0,107648
09 0 0,030101 0,045717 0,054877 0,060837 0,073837 0,088280
1,0 0 0,027397 0,040571 0,048012 0,052747 0,062789 0.073496
5,0 0 0,002228 0,002739 0,002942 0,003016 0,003211 0,003316
10,0 0 0,000592 0,0007 14 0,000760 0,000782 0.000815 0,000832
50,0 0 0,000025 0,000029 0,000031 0,000032 0,000033 0,000033
100,0 0 0,000006 0,000007 0,000008 0,000008 0,000008 0,000008

LITERATUR

1. P. J. Burke. Output processes and tandem queues. Proc. Symp. Computer-Communication
Networks and Teletraffic, 419—428, New York, 1972.

2. D. J. Daley. Characterizing pure loss G//G/1 queues with renewal output. Proc. Cam-
bridge Phil. Soc., 75, 1974, 103—107.

3. P. Franken, D. Konig, U. Arndt, V. Schmidt. Queues and Point Processes.
Berlin, 1981.

4. T. Raykov, W. Warmuth. Zu abhanfigen Abgangsprozessen einliniger Vorlustsysteme.
Math. Operationsforsch. Statist., Ser. Optimization, 13, 1982, 173—1382.

5. T. Raykov, W. Warmuth. On the structure of output processes in n-stages loss sy-
stems. E/K, 18, 1982. 275—277.

T. L. Vlach. Further results concerning the simple queueing loss svstem. Z. Operat.
Res., 15, 1971, 55-—57.
Humboldt-Universitat, Sektion Mathematik Eingegangen am 13. 6. 83
PSF 1297 DDR 1086 Berlin

6.



