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SUPERCONVERGENCE DU GRADIENT DES SOLUTIONS
APPROCHEES POUR LES EQUATIONS PARABOLIQUES

A. B. ANDREEV

On justifie la superconvergence du gradient des solutions obtenues lors de la résolution
d’¢quations paraboliques a l'aide d’éléments rectangulaires de degré arbitraire. On utilise la
méthode semi-discréte de Galerkin et on obtient la matrice de ,masse* diagonale (concentrée).

L'estimation d'erreur par la m¢thode des ¢léments finis dans la norme
énergétique peut c¢tre améliorée dans une norme discréte correspondante. Ce
phénoméne s'appelle ,superconvergence“. A partir de I'année 1970 beaucoup de
travaux concernant ce probléme ont été mis au jour ([1, 4, 5]). Les estimations
de ce type ont une grande portée pratique, parce qu'on montre les points dans les-
quels la convergence est plus rapide. Pour les éléments quadrilatéraux ce sont
les points de Gauss-Legendre ([3, 4, 5]), plus récemment a été obtenue dans [6]
et [7] une estimation d’erreur du type ,superconvergence du gradient* pour
les éléments triangulaires.

Dans ce travail nous nous intéressons a I'étude d’'un probléme aux limites
paraboliques. Par la méthode de Galerkin avec intégration numérique, on donne
une méthode constructive (voir [4, 5, 8]) pour justifier la superconvergence.

Le probleme trait¢ ici m'a ¢té pos¢ par Monsieur Dr. R. D. Lazarov. Je lui
exprime ma gratitude profonde.

1. Formulation du probléme. On considere le probléme aux limites
dv 02 02
(M) W= gat o D (x HEQr=aX(0, T]
Xy 0x

ol Q est le rectangle de R? bornée de fronticre T' avec sur T et £>0
U(x, £)-=0, et avec la condition initiale
Ulx, 0) - Uyx), u, donnée dans Q.

On détermine la solution généralisée pour tout u¢[0, 7). C'est la fonction
u ¢ H) qui verifie (cf. Strang, G., Fix, G. [1]):

ou

(3) (dt

(2)

» Vi+alu, Vy=(f, V) vVeh), wtel0, T]
Au probleme (1), (2) on associe le probléme variationnel (3), oii I'on a posé¢

2
ou Ov
a(n. v) :zl a:'ﬂi.d-‘idx
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(f )= [f.vdx

Remarque 1. On peut considérer plus généralement un laplacien de la
Y 2

= ) S 0
forme: X %[au (x).;—:—] avec la forme bilineaire a(u, v)= X I
i=1 i i

HI(Q)-elliptique [4]. -
2. Notations et définitions. Nous allons utiliser les espaces de Sobolev
(cf. par ex. Lions-Magenes [9])

H™(Q) W(Q)—{ue L3(Q), Deu¢lXQ), v|a|=m)
HY(Q)—{ue¢ H(Q) |u |r=0}

Q.-
1 A J d.t‘i 0.(/ ’

H™(Q) est un espace de Hilbert muni de la norme
lulma={ T | D% )
et la semi-norme

\tlma={ £ ||Dwu|to)? m=0,1,2...

|a|=m

Notons par P(n) et Q(n) le réseau des polynomes définis sur un élément e.
P(rm)={p(x) p(x) _ E ay.xi. x4} Qn)={g(x)|g(x)= ;V-_O ;X Xy}
<i4+j<n INE

On considére une triangulation K consistant en une famille des ¢léments
finis rectangulaires e,, avec e, () e;= @), i=].
Posons % - max (k,(e;); hsle;)) oit h, et hy sont des cotés de I'élément e,. Si
e, (K

hy(e,)==h,(e,), il existe des c,, ¢, indépendantes de £, telles que A,(e,(4);) =¢,>0
c;'h?—mese;=cyh? vye €K
Notons par S7 I'espace des ¢léments finis engendr¢ par une base ¢y, 0, . . ., P41
ayant les propriétés suivantes:
i. v/, les ¢, ¢, ..., 0; sont linéairement indépendantes ;
ii. soit M un noeud de I’élément et on définit ¢ - fonction affine sur chaque
¢lément du noeud M, telle que @(M)=1; o(x)€ Q(n), x€e; o(x) ¢tant nulle en

dehors des éléments du noeud M.
Evidemment §7 a la dimension finie et Sp—/H'(Q).

On appelle I'élément principal le carré:

e={(&, E)ER 1< <1}, i=1, 2

Soit L, &) le polynome de Legendre de degré n, £¢[—1, 1. Nous utiliserons
les ensembles ponctuels:

G, {8 8- &lLa(&) =0} 8, =G,<G,
Rowr = {low v oo Ll lo= =15 L= 15 Lo(l)=0, j—1..., n—1};
Nn+l—'l’;’,.+1><l\),,+1
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Evidelxlllxent, pour tout e¢K il existe _une application linéaire F,, qui transforme
e dans e telle que F,S,)—Su; FANnyi)) =Nigr

On définii sur é les noeuds:a,- (4., ljz)éxA,,+] — points de Lobatto et
b, (g, g.)€S, — points de Gauss-Legendre.
Nous allons utiliser les deux formules d’intégration numérique

[#E)de~ 1%, 7 () =1()

al.(e

1)
¢ [o(x)dx~mese Za;. V(a)=1v); @;>0, Za;=1
e a; te
[2e)de~4 T B,.v(B) =1*@)
(5) e bl. fe

J"z'(x)dxwmesebze B;. V(bj)=1*(v); B;>0, Zp;=1

1

Notons que (4), (5) sont exactes pour tout polynome p¢ Q(2n—1).
On associe au probléme (1), (2) la solution approchée sous la forme:

(n+1)
w,(x, t)= "—Zl Q1) . oAx) olt 9y(x), ..., Ou+pAx) C'est la base de S7, i. e.
i+j
i=j

Dans l'identité intégrale (3) on utilise lintégration numérique avec des
formules (4), (5) et on notera par (*) le cas de la Gauss nxn-formule. Alors

0
olay)=S;= Jl 1

a .
(6) Gy vmta, (W, v)=(f, ) vOES]

(w, v),= £ mese L a;.w.v(a,)
efK a,(e

. 2 dw odv
a,(w, v)= ¥ mese X X ——(
"( ) e(K b/.(eB/(i;_l ox; 5"’.'( 1)

Remplacons v dans (6) par ¢,(x)¢ Sy De cette mani¢ére on a une forme
vectorielle de I'équation de Galerkin avec le vecteur inconnu Q =(Q,, Qq- -+ Q(u41?)

- da
’ — e
J=@

M et K sont respectivement les matrices de “masse” et de “rigidit¢™.
Compte tenu des formules quadratures qu’on utilise, il suit que la matrice M a
une forme diagonale (concentrée). C'est une grande commodité pratique.

3. Estimation de I’erreur. Désormais on notera C toute constante positive ne
dépendant pas de 4. Si les constantes C se trouvent dans une méme expres-
sion A des endroits différents, elles ne seront pas nécessairement égales.

Soient les ensembles discrets:

Li={uvay)|a;€Nz:,,: Nv*)<oo}

M-5'+K.6:E;
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munis de la norme | v/, , =(/(v*)"?
H, =) |6, €555 15 X [Do)<eo)

avec |7 |0
1

A 2D

Nous allons utiliser la semi-norme
ov Jv /
|7l = {15, P+ G P

Introduisons la norme semi-discréete ||| - ||/;, avec laquelle nous allons esti-
mer l'erreur de la solution approchee.
Soit w(x, t)¢ HY(Q)<C' [0, T]

r
™ Mwx )], = tx‘n[g.);] || ';’: +o'r lw(x, b))}, dt= lu'!z"di) +w ‘%,‘,,}'>‘

Soit V, le polynéme d’interpolation pour la fonction »(x)¢C(Q) tel que
Via;)—u(a)), va;eN:, |, veeK,

Nous allons établir quelques résultats préliminaires:

Lemme 1 (Lesaint P, Zlamal M. [4] p. 150) v/, ,={a,(v, ©)}'* est une
norme dans S} qui est uniformément équivalente G la norme continue | V| q.
C’est-a-dire

C)) CVia= [7[i,=C.17 g
Lemme 2. Soit v¢Q(n), alors
(9 |v],~=C.|v],5 0=i<j

(10) n@xiD“if::iC.[?l|u;‘?. @ =0

)
P

. - 37 -~ -2
Démonstration. Car v ¢ Q(n), alors | | -=|v| ~ est unc forme quadra-

tique des coefficients du polynome, mais |©|is est une forme quadratique bornée
des mémes coefficients. (;a montre que (9) est vrai pour j - 1; i~ 0. Utilisons
successivement ce fait pour les dérives partiels de v et on demontre (9).
Les semi-normes en (10) appartiennent au méme espace quotient.
Lemme 3. Soit ve H(Q), alors

(1n '{I{";\C.h"—l” 'z"ll.r

On démontre sans difficult¢ cette relation ayant en vue la transformation
qu’on fait, ainsi que la dé¢finition de A.

Lemme 4 (Cas spécial des lemmes classiques de Bramble-Hilbert [10]).
Soit L(p) une fonctionnelle linéaire bornce dans AH**Y(Q), L(¢) M. ¢ |10
et soit L(p) 0, 9¢ P(k). Alors, il existe une constante C ind¢pendante de ¢
telle que
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(12) [L(9)|= C. M0 |y10 vOEH™(Q)
Soit L(9)=0, vo€Q(k),
» 0" ot
(13) L{o)|=C.M{| W"O‘n + || =iy lo.0}=C . M[¢]441.0
X 2

Corollaires.A
1. Soit v¢ H"*'(e), alors

v —7,|, » <C.[7) 0=j=n+1

n+l.:’\'
2. On notera par £(¢) la fonctionnelle lin¢aire qui nous donne l'erreur de
la formule quadrature E((p):!{(pdx—l((p).

Si ’I\A(:p) est une formule exacte pour tout polynéme appartenant a Q(n).
alors | E(9)! = C'[‘P]n+|.?-

Drautre part, si / () est exacte pour tout polynéme de AP(n), alors {E(?p)
=C.|o |n+1.f

Nous avons pour but de montrer que I'ordre de convergence du gradient
de la solution approchée vers la solution exacte dans la norme (7) est n+1 ce
qui sera la raison que lon parle de ,superconvergence®.

Lemme 5. Soit u(x, t) la solution de (1), (2) et u(x, t)c H"*(Q); f(x, )
¢ H™ ' (Q), ywt€[0, T|, alors

(14) lu—u | a=C.R" ]l ynse,
Démonstration. Considérons dans e, £€[0, 7] la fonctionnelle linéaire
L@) - 2-(@—o)b); i=1, 2; j=12,..., n?
Pour ©¢ H*%(¢) cette fonctionnelle est continue, car H"+2(e)—Cl(e) (n =1),
~ 0~ ~., ~ ~ L~
alors | L(v)| -=max| o, (=) =C||v—2,|| =Cllv,
montre qu'elle est born¢e. Nous allons voir qu'elle s’annule pour les polynomes
appartenant a P(n-+1). Pour cela il suffit de montrer que LETY)=LET)=0.

Mettons le pnl_\'n(‘)mck};_q)(il—a,). 5,(/},,“ sous la forme: E=§f+' + ;’:

n+2.6 va i=1,2, ce qui

oll ;,,gf)(n). Evidemment ?], 0, (r:),(ﬁ(n).Alors0—f(é’,'“n,)-{-/r:,l.t;\:é':'“—(i'l'“),.
On dérive et on calcule dans les points de Gauss-Legendre b;:

(15) a9 () = e (€1 — @B = LE

On peut écrire = g(&,) = const. (1—EDLA(E,)
En tenant compte de la propri¢té du polynome de Legendre:

L —x0). L o)+ + DL(x) =0, xe[ -1, 1]

et par (15) on a L(E!+'") =0.
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D’une maniere semblable on prouve que L(&3+')—-0.

On déduit aussitot du lemme de Bramble-Hilbert que | L(7)] '—\'C-‘!?'Ai,.g,;‘.

En utilisant (11), pour un ¢lément quelconque on a: |L(v) —h." L(z7).
~C.(mese)y '? 0,49, donc

(1t) | L(v)|<=C.h"*Y(mese) 2| v |44,

4 ¢ o On — up)
. . I 12
On a enfin: ||u—u,|,, 0, =1/ I mese T B, X )2 (by)dt
” / ‘L.(H)l) {lJ Pl bi(e 7 i:=l( ox; ( /)d}
/:C. hn+l 72 1.'-‘(H"+2(ﬂ))-
On rappelle qu’ici !ltz—u,%'Lm(Li>:0(on fait la somme dans les noeuds, maig

u(ay)—ulay)). Ce fait et (16) impliquent momentanément le résultat (14).
Lemme 6. Soit u, la solution approchée de (1), (2). En utilisant les
formules (1), (5) sous les conditions du lemme précédent on a

! 2n)! 0.
A7) [ aa—tty oS Co R [+ 20NN f Lt r@) +1 % 1 msvam)

+ 2| u|| g+ 2an))-
Démonstration. Posons Z, = u, —up€¢ H (Q). Pour tout 'z'eH(‘)(Q);
vte[0, T], on a:

9 . d ou
" (bzth » Ut a,(2n V) =(;th’ 'U)r*-(o}l v U

+(f, O, o—ayup )= (f, Da— (f. v)+alu, v)

9 du . R .
-%(d;' , V) ~(dt'. Vp—a,(uy, v)+a,(u, v)—a,(u, v)

—{(f, Ou—(fy )+ {ala, O)—a, @ O+ ay@—u, D0 o) — ol )

On va estimer séparément chaque différence entre accolades.
(a) |(f, ©),—(f, ©)|. On transforme cette différence:

(f (s V== On+(fro O—(fr )+(f—f. )

On considere dans é la fonctionnelle:
1(v) = (@—0) (b)), veH™(e)— Cle)

Elle est lin¢aire et born¢e /(v)=( pour v ¢ P(n), alors | l(v)] -~ C!TT‘,,+1_?. Dol
(19 H(v)| - [(v—oXb) | =C. A" (mese) 2| vy,

Evidemment
(20) (f=fr vm=0, wte[0, T)
parce qu'on applique la formule quadrature de Lobatto. Nous allons estimer

(f, v—(f1n v)| = |'2“{mese‘I}(Z‘u,./',.1-((:,)-——j"/,.vd.\'”
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Considérons dans e la fonctionnele lin¢aire Fo— X a;. o(a,)—)[cd&

a (e
Elle est bornée o ¢ H™*%e) Ec =0 pour ceQ(2n—1). Par cons¢quent
ZR"
Ec | <CZ H oer | lo.o
Soit 6= ¢,.v. On utilise la formule de Leibniz
v _ewr O v
ogn  a™ gegr 0% T 7
D’apres (12) et (9) on a:
(Zn -
|E(fr-© " e =C.C fr—Flne

+ Efn?} 'vlnfgccl{’fln«fl? + fln.:}fv n.¢ ~*C Cl{l/ln-ﬂ‘ + f \nt}l’vll¢
Pour un éléement e¢K, on obtient:

lE(fI ‘Z')I \{C Clhn”f‘rﬂ*le vfime](lnese)— !2-hi“<ivil.e-(mese)—"?}(mese)
En vertu de (8) on termine :
(21) o Ow—(fp ©) =C.CA"™" (0 ip,

) !
e [f‘n-H.ﬂ

ni2

Considérons |(f,—f, ©)|
I!(f: f).vdx| = I(mese)f(f:—f) vdE| < C.mese| f—fllos I‘vllo

avec Cq =

< C.mese

fl—f ln+1.8 |vllo_;‘-TC.mesc.lﬂ,ﬁ,,_?%'v“o,;‘
=C.mese|f |1 A" (mese) 12 |||, (mese) 2 <C.A" | fluro 17 llo.e

Car v¢S} s'annule sur " on a: |v|, <C|v|y (Ciarlet [2] p. 21).
On fait la somme sur tous les ¢léments et utilisons de nouveau I'inégalité (8)

(22) \(fi—f ©)| =C. 2" | f |asr.0] Tlan
On deduit de (20), (21) et (22) que
(23) [(fy On—(f, v)| =C.M; k" | 0|, ,,
=+ 2D 1l

Remarque 2. Au licu de la formule (4) on peut appliquer la formule de
Gauss. La seule différence sera en (20):

Considérons (19) avec v f(x, £) ¢ H"(Q)
[(f=fn | =| FK "‘fseb}-;- By.C.A"*" (mes €)' 2 || fllpr.c. (b)) |
e i L
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“C.A"'{ L mese T B;.v20py{ T L Bllf G,
(K bite eEK bice )
<C.h" vl :|f”n+1-9

Utilisons l'analogue discret d’inégalité de Friedrich (Lesaint-Zlamal [4]
p. 162)

(29) [(f—fr ) =C A" [ fllarral ©]ia
De cette manicre on a la méme relation (23), mais au lieu de M, on aura
M=+ [ f llner.0n
(b). Il en sera de m¢me d’estimer la diffcrence I(g?, 'v)—((%. Dl
gtﬁgH"H(Q); t€[0, T, yo€ Sy On obtient:

o(u "_I)

du d"/ ou ou -
Ge» 0= G D= Cop » )= (o » D5 W

mais le dernier membre est ¢gal a zéro. Suivant les resultats des cas précé-
dents, on trouve:

(207 GG, Onl=0
1) (G, O — (oI D =C-Coh™ v,
C;:%—n!i‘! i 3:1 llnt1.0
(22') 1), — G » D Cr* | G 0|
(23) (o0, Dy — (o » D=C. M|V,
(2n)! ou

M, =1+ ) I 5f lntr

(¢). En ce qui concerne |a(u, v)—a,(u, v)|, on a

. . 2 ou o 2 ou ov
(25)  |a(u, v)—a,(u, v) = | e:‘(."-x {Uj ,E.. ox, " (;?ldx—mcsnh;“ﬁ,ia 3 d.'rj(b/)}l
j
s . f ou ) (i_LZ VI S f ou ov n
|e(K{J;: 1 08 "éi(S b. (e Yy 08 ‘déi(b/)} ; VESH

On se limite a I'’étude du cas /i -1. Rappelons que {g,. &}7, , sont des
points de Gauss-Legendre. Soit la fonctionnelle lin¢aire

n n

(26) Lo fo vt 2B Y B (g £)+H(O) = Uo)+ H(o)
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oit H(c) étant deéfini par
~ l ~ -~ -~ -~
H(e)=— [l(c.2)(1, &) — (. 2X—1, &)l a8,

Bl(c.v)Xl; g) —(c.v)(—1; g)

1

-+
T Ma

Lo est bornée dans H"+(e); lLE] é_c.]ﬂ;l,: I c |

Nous allons voir qu’elle s’annule pour tout polynome appartenant a [3(n)
En effet, :g'i est un polynome de degré inférieur ou égal a n—1 par rapport
1
a &,, donc il suffit de montrer que LE7=0.
Alors, sous une forme plus explicite on a:

1 . 150 n ~ & dv ,~ ~
(S Gg de0dE — X Brgl T Be- e (8w 8)
1 ~ ~ e ~ ~
— [ 1EL D15 &) =@ o 1: S)ldéa+ X Blel.o(1: g)

*E’.a —1; §1)1=O, parce que:

1 1 ov

L dsidt— (& o)(1 5 ) — (8. 0)(— 15 &)]d&=0

n n ~p 00 ,~ ~ n ~p o~ ~ ~ ~
— X X BeBeslge (s g) + X Brgl [v(ig)—u—1; g)]=0

=1 k=
D’aprés le lemme 4 on obtient
(Lo <Cll0|1e |0 prcs [lo] =c(mesl)?|lo|
Si on fait la somme sur tous les ¢léments (¢ K, alors H(E) =0. En effet,
LK

dans l'intégrale (la somme) apparaissent deux intégrales sur le méme coté mais
en directions opposces, ou bien, on a Ilintégration sur I' et v¢ /) s’annule.
Ayant en vue que

| L(c)| = C.(mes)'?|I(c)+ H(c)| = C.(mesl)?|Lc|

. ou :
> — -~ on a bien:
et si on pose © oxy

Lo| = C. (mesl)'2. (mesl)='2|| vy, |u|ppa., A"
. =C.A" o], @ leer ol
fou  ov - y Ou v
L& o 0 @~ M5 0y (O 1SC A ([ lmsan |9 hn

Pour terminer, il nous faut utiliser I'inégalit¢ de Friedrich et (8). De la
méme manicre on prouve le cas /=2,

(27) | a(, ©)—ay, )| =C. A ||t || o | T s
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(d). Considérons |a,(u—1u,, v)|
. 2 0 dv ,
a,(u—u, v)| = i“zK mes [ ,,2 [s,(l_:zl d—n(u_”’)'d.\:i (b))
D'aprés (16) (le lemme 5) on a '

5% (a—u,)b))| = C.h" ' (mesl)™'2||u |,4q,

Alors
a(u—u;, v)| =C.h"+" L (mes)? X B;llallpras- Vliag
LEK bi €l
En vertu de l'inégalité de Cauchy, on obtient:
(28) aju—u;, v)|<C. A" || ]jpra0- |V 14

Posons maintenant dans (18) v=z,¢ S} et remarquons que
o l d |
(%v Z,,); o N ot ” Zh ;I?)_h
En tenant compte de (23), (23%), (27), (28) ainsi que de I'incgalité ¢lémen-
taire (a.b|<e.a®+ "8 - b, we>0, pour £=1/2 on trouve:

! 9 | 2 C. M2 | y 5
2 -dt—h Zloatlznia= —5 h?("“)-{-,‘f | 2412,
) (2n)! | ou .
oit M=(1+ —n'!z)_) U f llarr.a+ |l 3¢ ner)+2 | & |a4a.0

Cette inégalite est vraie pour tout £€[0; T]. On intcgre par rapport a t
pour montrer (17) C. Q. F. D.

Les résultats des lemmes 5; 6 et l'in¢galit¢ du triangle nous donnent la
possibilité d’annoncer le

Théoréme de superconvergence. Etant vcrifices les conditions
des lemmes 5; 6, il existe deux constantes ¢,; ¢g>0 indépendantes de # et
de u telles que

| | , | ou . |
Na—uy [y a=h" [Cllfllameran +1 5, legr+ian) + Co | | pem+2an]-
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