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GLEICHVERTEILUNGSEIGENSCHAFTEN ZUFALLIGER SUMMEN,
DIE VON EINEM MARKOFFSCHEN PROZESS ABHANGEN

GEORGI S. COBANOV

In der vorliegenden Arbeil untersuchen wir Gleichverteilungseigenschaften von Summen unabhin-
giger Zufallsvariablen, die durch die Realisierungen eines homogenen Markoffschen Prozesses in diskre-
ter Zeit mit kontinuierlichem Zustandsraum bestimmt werden.

O. Einleitung. Es bezeichne G eine lokalkompaxte Abelsche Hausdorffsche topo-
logische Gruppe: ¥ sei die o-Algebra aller Borelmengen von G, P — die Menge
aller reguldren Verteilungsgesetze auf 4 und p — das Haarsche Ma8 auf 4. Es sei
R, =[0, + ). #, — die o-Algebra der Borelmengen von R, und p, —das Le-
besgue MaB auf #'.

Wir bezeichnen mit {t,} einen festgewdhlten homogenen Markoffschen Proze8 in
diskreter Zeit mit Zustandsraum R', Obergangswahrscheinlichkeiten p(t, T), ¢¢ R,

T ¢ R, und Anfangsverteilung ¢(A), A ¢ #',. Wir nehmen an, da die Verteilungsgesetze
plt, - ) teR'. und g(- ) beziglich p, Dichten besitzen, d. h.

o) Pt T)=[polt, D(da), £€RY, T ey
(0.2) g(A)= g’ qo(ts(dt), A¢ $‘+
Weiterhin existiere der Grenzwert

(0.3) vo(u)=lim p'P(t, u)

und sei fir p, — fast alle u ¢ R', streng positiv mit
[ polun(d)=1.
R

+
Wir setzen

PB)= [ plups(du). A€,

Der Markoffsche Proze8 {t,} besitze weiterhin eine einzige ergodische Klasse &. Die
oben erwihnten Eigenschaften des Markoffschen Prozesses setzen wir stets voraus, ohne
dies in den einzelnen Satzen extra hervorzuheben.

Es sei x: R', —P eine schwach stetige Abbildung. Jeder Realisierung Khen B 2244

fw...} der Prozesses {to, Ty, ..., T, ...} ordnen wir das Verteilungsgesetz

Xt .. .. :.,...}=x¢.®x,l®---®x,.®...

auf der o -Algebra #X¥X)--- zu. Ist nun &, fir jedes =0, 1,... ein zufilliges
und gemas % verteiltes Element in (G, ¥). so bezeichnen wir mit V, das Vertellungs-
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128 G. S. COBANOV

gesetz von (To Tyyevvs Tmaerss Gov Gpyevos £y ...} Auf Grund von (0.1) und (0.2)
existiert dic bedingte Verteilung (hierzu siehe z. B. [5, S. 223])
(0'4) )‘UJ-R('): ll’él (.Eogk € ('),’Tn'-:ll).
Ferner bezeichnen wir
(0.5) Agn(-) =V Z &€ ().
k=0
Unser Ziel ist, die Gleichverteilungseigenschaften der Folgen {,/s2, =0, 1,...} und
:
{Agm n=0, 1,...} zu untersuchen. Eine derartige Untersuchung wurde in [6]von Prehn
;

gemacht, wobei anstelle des Markoffschen Prozesses {t,} einc Markofische Kette mit
abzihlbarem Zustandsraum betrachtet wurde. In unseren Ausfithrungen stiitzen wir auf
die Ideen und Beweistechnik der Arbeiten [1, 2] von J. Kerstan und K. Matthes.

Im folgenden bezeichnen wir stets mit P, die Menge aller beziiglich des Haar-
schen Mafles p absolutstetigen Verteilungsgesetze aus P und mit Var(v) die totale Varia-
tion des signierten Mafles v.

Definition. Jeder Folge {v,} won Verteilungsgesetzen auf % ordnen wir die
Menge V ({v,)) derjenigen x aus G zu, die fiir alle Verteilungsgesetze o ¢ P, der Bedin-
gunglim, .. Var(c #v,—8, %o % v,)=0 genligen. V({v,}) ist stets eine Untergruppe det
Gruppe G. V({v,}) heipt die Verschiebungsgruppe der Folge {Va}

im Abschnitt 1. der vorliegenden Arbeit wird die  Verschiebungsgruppe
V({*.u,n}) und im Abschnitt 2 — die Verschiebungsgruppe V({#4.}) bestimmt.

1. Struktur der ersten Verschiebungshalbgruppe.

Definition. Gittergruppe G(v) eines Verteilungsgesetzes v auf % nennen wir
den Durchschnitt aller abgeschlossenen Untergruppen H von G, zu denen ein xn aus
G existiert, so daff V(x;+ =1 ist.

1.1. Satz (vgl. Kerstan, Matthes, Mecke [3, Theorem 52.11]). Fur jedes
Verteilungsgesetz v aul ¢ stimmt die Verschiebungsgruppe V({v("}) mit der Gitter-
gruppe G(v) fiberein.

Hier und im folgenden bezeichnet {W"} die Folge aller Faltungspotenzen von v.
Fiir ein Verteilungsgesetz v auf 4 bezeichnen wir mit Tr(v) den Trdger von v. Bekannt-
lich gilt [3, S. 186]

1.2 Tr(v)—Tr(v)=G(v)
fiir alle Verteilungsgesetze v auf 4. Mit Hilfe von 1.2. ergibt sich:

1.3. Fiir alle Verteilungsgesetze v,, v, auf ¢ gelten die Bezichungen G(v,)=G(v, * V,),
G(vy))= G(vy # V). .

1.4. Fiir jede diskrete Verteilung {p,,n=1,2,...}, p,>0, n=1,2,... und abzidhl-
bare Familie {L,(-), n=1, n=1,2,...} von Verteilungsgesetzen auf % gilt G(r,)=G(a),
wobei a(-)=Xx , p,A,(-) bezeichnet.

Beweis. Es sei x aus Tr(a,). Fir die offene Umgebung U von x gilt 2,(U)>0
und somit a(V)>0. Folglich ist x¢ Tr(a), Tr(h,)=Tr(a), G )= Gla)

1.5. Fiir jede schwach stetige Familie von Verteilungsgesetzen {A(:), £=0} aus
P und fiir jedes Verteilungsgesetz n(-) auf #' gilt G(y,)ch/) fir alle £¢ Tr(x), wo-
bei '

v(+)= [A[-) n(dt)
RY
bezeichnet.
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Beweis. Wir greifen uns ein #, ans Tr(x) heraus. Es sei x aus 1r(A,). Dann
gilt fiir die offenc Umgebung U von x, A, (U)>0. Wegen der schwachen Stetigkeit
von A, existiert eine kompakte Umgebung © von 7, mit n(©)>0 und infrce A(U)>0.
Somit gilt

[MAU(dt) = [ M (UYs(dt) = ind ) (U) [ w(dt)=n(©) int A (U)>O.

R:_ R t(e tcoe
Fiir alle £, u ¢ R', natiirlichen Zahlen n mit p{"(¢, u)>0 bezeichnen wir mit G([¢, 4],
=G(A¢,un ) die Gittergruppe des Verteilungsgesetzes Az un ().

1.6. Es gilt G([, u], n))=G([t, u), ny+m+ny), G([u, t], m)cG([¢, u] ny+m-+ny),
G([t, n), ng)=G([t, u), ny+m+ny) falls p{*)(¢, u)>0, pi™(u, t)>0, pi™(¢, u)>0 ist. Der

Beweis von 1.6, ergibt sich unmittelbar aus 1.3., 1.5. und der Beziehung
PYINE s0p{M 51, 50) P83 1)

pbn.+an=) (t u)

kl.u.m-{»ll‘#'l:('): ff
Rl

1
Ry %y

(tosim, * Rspspm ® hsm (R+(dS) R4 (dS5)

Definition. Die abgeschlossene Hiille G,=G ({);.,}) der kleinsten Untergruppe, die die
Menge

U U G((t, u), n)

(t.a) € R‘+ xk‘+ n: p{m(t, w)>0

enthdlt, nennen wir die innere Gittergruppe der in (0.4) eingefithrten Familie von Ver-
teilungsgesetzen {i;.. }. Fiir ein vorgegebenes Paar (¢, )¢ R, X R', mit p{™(t, u)>0 ex-
istiert auf Grund der vorausgesetzten Ergodizitats- and Regularitatseigenschaften des
Markoffschen Prozesses {t,} und fiir ein vorgegebens 9 ¢ R;. natiirliche Zahlen m,, m,
mit p(™(8, 9)>0 fiir alle m=>m, und p{™(u, 9)>0. Mit Hilfe von 1.6. ergibt sich dann

1.7. Die innere Gittergruppe G, stimmt mit der abgeschlossenen Hiille der klein-
sten Untergruppe von G, die die Menge

U G((3, 8, m)

m: pg") (3,9)>0

enthilt, uiberein.

1.8. Satz. Fiir jede durch (0.4) eingefithrte Familie {As.,»} von Verteilungsgesetzen

stimmt die Verschiebungsgruppe V=V({Aru,}) mit der inneren Gittergrupe G,=
G{(Atun ) fiberein,

Beweis. I. Es sei x aus V. Eie Annahme, da x nicht zu G, gehort, fithrt uns
zu Widerspruch, wegen der Existenz eines o aus P mit o(U)=1 fur eine symmetri-
sche Umgebung U des Nullelementes und (vgl. [3, S. 186]).

Var (0’ * lf.u.rl -—-8, *0=* A-I.u,n )= 2-

Il. Es sei x aus G,. Auf Grund von 1.7. existiert £¢ R',.natiirliche Zahl k, mit
Pt £)>0 und x ¢ G([¢, t], k). Wir betrachten die Folge ko, 2k, ..., mkgy,.... Es
sei n eine natiirliche Zahl mit mk,<n=(m+1)x,. Wir setzen kurz RT=(R')", 27
=(R,)", p7=(n)" und bezeichnen mit © die Menge aller t=(f,,..., {,) € RY, di¢

wenigstens 7 benachbarte Paare von Komponenten hat, die mit ¢ iibereinstimmen. Fiir
alle t=(f,, .., , tn)€ RT setzen wir weiterhin

9 Cepauxa, xn. 2
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Xt.n,»('l): At ((th vy tm))=7~l.t..ku LR )\,m_l, tl.’kg . ’\-lm.n.n—mk.,

(ko) (ko) (ko) (n—mko)

POt ) py (s ta) - POty E) P (tm, ).

Ttoin () =Tt (Frs + + o s b)) = — 0 (,.)O (tm—1, tm)PO m
Pyt u)

Auf Grung der Ergodizitits- und Regularititseigenschaften des betrachteten Markoff-
schen Prozesses erhalten wir

(+) [ merua(Op7(de) — 0, n—co.
RS
Fiir alle t aus ©, o aus P, und r=1, 2,... ergibt sich leicht folgende Ungleichung

Var (0 # hrun (1) —8, # 0 % Mua(1))<Var (o *1], , —8, 0 * M ir)-

Auf Grund von Theorem L.1. ist G([¢ ], k)=V({A;,, }) und somit gilt fiir alle

ttn

x €G([t, 1], ko) =V ({heer}) Nim, o Var (o %27, , —8, #0#h],,)=0. Das fithrt zu
(++) limyse g Var (6 # Aun (t)—0,%0 # A un (T)) Tty 4, n () u (dv)=0

fiir alle o ¢P, und x ¢ G([4, £, k). Fur alle o ¢ P, ergibt sich offenbar folgende Unglei-
chungskette

Var(c * Moun '—8, #O% k/.:z.n) : "var( f (0' * M,u,n (T)-B, # G % Mun (T))nt.u.lx('t)u:(dt)zo
RM
+

= é’\lar (0’ * A-t.u.n (T)—ax *# 0 * x'l.ll.fl (t))“t,u.n (T)“’:(d‘t)

+ [ Var(o#Xtun (t)— 08, % % Aun (T))"!.u.n(T)p’:(dt)

m\ ©
R+\

f'~:£ Var (G * Mfun (T) - 5,‘ #0 * Mt un (T))nl.u,n (t)}lr(dt) +2 f nt.u.n(‘f)pz(df)-

m\ o
LA

Auf Grund von (+) und (+ +) konvergieren die letzten zwei Summanden gegen Null,
wenn 7 — co. Somit ist x aus V' und folglich V =G,

2. Struktur der zweiten Verschiebungshalbgruppe. Wir bezeichnen mit G= G/G;
die Faktorgruppe von G beziiglich der inneren Gruppe G,. Fiir jedes Verteilungsgesetz A

existiert eine Nebenklasse Hpun€ G mit Tt (Arun)=Frun. Die Nebenklassen geniigen
der Beziehung

21. Hiun +Husm=Heonym Mit Hilfe dieser Bezichung konnen wir auf die Exi-
stenz eines wohlbestimmten Systems {Hruw (£, @)€R' XR' } von Nebenklassen und

einer wohlbestimmten Nebenklasse £ der Faktorgruppe G schlieBen, die folgenden Be-
ziehungen geniigen

2.2 Hiun =Huut+nkE
23 Hiu+Hus=Hy
24 Hi=G

25 Huyy=—H.
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2.6. Satz. Fiir alle 4 u, 3¢ RL und jedes x € H, gilt limy,—. Var (o #Asun —0, %0
* Lo, )=0 fiir alle o ¢ Ps. .

Beweis. Auf Grund von 2.2, 2.3 und 2.4 erhalten wir Hiun —Huun=Htu—G;
Wir greifen uns %,, g, 2z fur n=1, 2,..., so heraus, da8

by € Tt (e )= G([E uln) g, € Tt (huun)=G{[@, u], n)

2€G;, und h,—g,=x—2z.
Mit Hilfe von 1.6. and 1.7. erhalten wir

Var (5 * )-A‘,ll.'z "Bhn # Q* ll.",.’!) -0, n— oo,

Var (G *® )uu,u.n'-sgn*c ‘;\-u.u.n) —0, n— oo,

Es gilt ferner Var(c #Xsun —8, %0 #)s.,) — 0, n— co. Mit Hilfe der Dreiecksunglei-
chung und der letzten drei Limesrelationen schlieBen wir auf limu.. Var(o* Az un
—8, # G % g, =0 fir alle c € P

Es sei g« =he.r,+2e,, eine meBbare Abbildung von R, XR) in G, wobei {ht b
(¢, 1) €R' X R} ein Reprisentantensystem der Menge der Nebenklassen Hg,,;,eG' und

24,1, € G; bezeichnet. Wir setzen fiir beliebige Aglangsverteilung ¢(-) und fir die sta-
tiondre Anfangsverteilung p(-):

n()= [ ] 8, ()P(dt)q(dty).
RLRY :

Mit Hilfe von 2.2—2.5 ergibt sich
2.7. Satz =n(-) hdngt von der Auswahl des Repridsentantensystems nicht ab.
Es bezeichne 1) = (hiun *7) (-) und G*([t, u}, n) die zu A, gehorende Gittergruppe.

1.(1.117
Definition. Die abgeschlossene Hille G, der kleinsten Untergruppe won G,
die die Menge
U Gt u)n

@ € RY xRz piiem) >0

enthalt, nennen wir die Gittergruppe des benutzten Zufallsmechanismus mit Anfangs-
verteilung q.
Analog zu 1.7. erhalten wir

2.8. Satz: Die Gittergruppe G, stimmt mit der abgeschlossenen Hiille klein-
sten Untergruppe von G, die die Menge

U  G(s, 9 n)

n: p:;')(s.a) 0

enthilt iberein.
29, Satz: Es gilt

limey Var (o #Agn —(,lf S, (- a(ds))»( .{. S, (-)P(d1)) # o%29.9,4) =0
Ry Ry

fur beliebiges Reprasentantensystem {he., (f, ) €RY x R} der Menge der Ne-
benklassen H, ., ¢ G und fir u, S ¢ R, o ¢P,.
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Beweis. Wir erhalten offenbar

Var (o % hg.n—( ffh,,,,(')q(ds)) *( fls—»,,.,(') p(dt)) # 6 s .s,n)
Ry Ry

Var(o s [ [ haa (IS, d0GES)—=] [ 0 Koo Bu, LS * Sy L IPAD)

Ry Ry Ry Ry
Svar (G . f f lyv’-" (-X])(")(S,dt)—p(dt)))+\/ar (O’* fl Il(l s,t,n —Sh:,u—"[,n‘ A'g_g'n)p(dtn(‘is)
R RY R, RY

= [ [1ps, dt)—p(dt)| q(ds)+Var(x [ ] (ks
1 1 1
Ry Ry Ry Ry

_8h3’1+23', *ls.s.n )p(dl)q(dS) mit 2, € G,.

Die letzten zwei Summanden konvergieren offenbar gegen Null und somit ist der Satz
bewiesen.

2.10. Satz. V({rgn})=G, fiir jede Anfangsverteilung q.
Beweis. . Wir greifen uns ein x aus G, heraus. Fiir 2,8 ¢ R, und ein beliebi-

ges Reprasentantensystem {h/,, (£, £) € RY X R} der Menge der Nebenklassen
H; ,.,6G und o ¢P, ergibt sich folgende Ungleichungskette

Var (6 # Agn—38, + 0 % Ag.n)
< Var (( f‘ 5»,,..(')0(‘“) * (j; S_M'.(-)p(dt)) #C*hoo.n

Ry Ry

— By, (- )g(ds))n ([ S_p, (- )P(dE) %5, % s 0.n)
’\"+ R‘+

=Var (( .’; (b‘h:,u(' )—shl.u+l(' )‘l (ds)) ‘( ]; s—n,,.,(')P(dt) . c'kﬂ,ln ))

Ry Ry

=Var « f f (5M.n""t.u—5'l.v.u""t.n +l)q(ds)l’(dt) . o‘x..l.n)
Ry Ry
N e R OO A CORLE Ao.ou)

=Var((J
Ry Ry

V(S [ Ohy e IO =8,% [ ] Brgyray, (ISP 20 D)

Ry Ry Ry R

= Var (o -;‘;',',,—-8.,- awhyo )

Der letzte Ausdruck strebt gegen Null, denn wir konnen 3 € R, so auswiblen,
daB x¢ G*(|9, 9, n)=G,. Daraus ergibt sich G,V ({Agn})-

Il. Der Nachweis der Inklusion V/({Ag,.})< G, ist analog zum Schritt I des Bewei-
ses von Satz 18.
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