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UBER DIE LOSUNG GEWISSER FUNKTIONALGLEICHUNGEN
MITTELS DER LAPLACE-TRANSFORMATION

HANS-JURGEN GLAESKE

Mittels der Laplace Transformation von Distributionen werden holomorphe Lésungen f von Funktional-

gleichungen der Gestalt f(z+l)[/‘(z)]*‘=g(z) konstruiert. Dabei ist g von der Gestalt g=exp ®, wo
® Laplace-Transformierte einer gewissen Klasse von Distributionen ist. Die Methode wird an Hand eini-
ger Beispiele erldutert,

0. In [5] behandelte Fenyod die Funktionalgleichung
(0.1) fz+1)=82)f(2)

mittels der Laplace-Transformation und konstruiert eine in Re(z)>0 holomorphe Lésung
f von (0.1) unter der Annahme, daB g eine in dieser Halbebene holomorphe Funktion ist,
die sich in der Gestalt g=e® schreiben 148t, wobei ® Laplace-Transformierte einer
Funktion ¢ ist.

Es wird bemerkt, daB eine Charakterisierung der Funktionen ® schwierig sei.
Eine solche Charakterisierung ist aber leicht moglich, wenn man an Slelle der Laplace-
Transformation von Funktionen solche von Distributionen als Hilfsmittel verwendet.
Daritber hinaus liefert diese Methode auch eine VergroBerung der Klasse der zuldssi-
gen Funktionen g=e®.

Im ersten Abschnitt wird dies niher ausgefithrt. Im zweiten Abschnitt werden
einige Bemerkungen iiber die Anwendung dieser Methode auf die Funktionalgleichung

(0.2) fz+1)f(2)= &)

gemacht. Einige Beispiele schlieBen im dritten Abschnitt diese Betrachtungen ab. Fiir
die theoretischen Grundlagen der Losung dieser Funktionalgleichungen verweisen wir
auf die Monographie [6] von Marek Kuczma sowie auf die Arbeiten [1] und (7).

1. Wie fiblich bezeichnen wir mit 9;:9;(&) den Raum der Distributionen aus

@'(R,), die auf der Halbachse des negativ Reellen verschwinden. Weiterhin sei & =9,

N&'(R,), wo #'(R,) der Raum der temperierten Distributionen sei.
Als Originalraum far die Laplace-Transformation verwenden wir mit [8], § 10.2.

(1.1) D (O)={f:f€D, :3cER: e fe I, fur alle o=Re(s)>c}.

Fur f¢9',(c) existiert dann die Laplace-transformierte F mit

(1.2) F(s)=(f(t), e™), s=o+it

in der Halbebene o>¢ und stellt dort eine holomorphe Funktion dar. Bezeichnet man
(1.3) A(c)={F: F holomorph fiir o>c}

und setzt man mit (8, § 10.4., S 181]
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(1.4) H(c)={F:F¢sf(c): Fir alle e>0, o,>c existieren
Ci(o,), m=m(cy)=0 so, daB
| F (8)|=Coo)e(1+|s[ )" o>0},

so vermittelt (1.2) nach [8, § 10.4, S. 185] eine eindeutige Beziehung zwischen
2,(c) und H#(c), d. h. der Bildraum #(c) von 2 (c) kann auch charakterisiert wer-
den als

(1.4") H()={F:Fesl(c):3f€2 (c) mit Z[f]=F}.

Damit gilt in Analogie zu [5], Theorem 1, der

Satz 1.1: Falls ge¢#(0) und g=e® mit ®¢H(c) ({ar ein geeignetes c¢R, so be-
sitzt die Funktionalgleichung (0.1) eine Losung fe¢s#(0).

Beweis: Da ®¢#(c) fiir ein c¢R, gilt nach [8, S. 179] auch ®' ¢ #(c). Nun ist
@’ die logarithmische Ableitung von g. Also existiert wegen (1.4") eine Distribution
k€2 (c) mit

(15) %:2’[11].
Integration beider Seiten zwischen 1 und s, 6>0 liefert

log g(s)= [} Z[h)(u)du+log &1)= [{ (h(£), e~*)du+log g(1)=(h(t), (e~*—e~)/t) +log &(1).

Durch Betrachtung des Limes des Differenzenquotienten iiberzeugt man sich sofort
davon, daB fur 2¢2’ (c) die Funktion ¢ mit

(1.6) o(s)=(A(), '-:—‘— l—'__:—'_,) +log g(1)

eine fiir >0 holomorphe Funktion von s ist, d. h. ¢ ¢ #(0). Wir fassen ¢ als logarith-
mische Ableitung einer Funktion f¢af(0) auf: o =f"/f.
Damit wird nach (1.5)

St L8 — ey, ey <E0.

Die Integration ergibt sofort f(s-+ 1)=Cg(s)f(s).
Die Funktion f mit @=f"/f aus (1.6) ist aber nur bis auf eine multiplikative Kon-
stante bestimmt. Wahlt man diese so, daB f{l1)=1 gilt, so ist einerseits

f(2)=Cg(1).
Andererseits ergibt die Integration von (1.6) mit @= f'/f zwischen 1 und 2 sofort
£(2)=g(1),

d. h. fir jedes f, das mit ¢=f"/f die Gleichung (1.6) erfullt und fur das f(1)=1 gilt,
ist C=1, d. h. (0.1) ist erfullt.
Folgerung l.1:
Eine Losung f, der Funktionalgleichung (0.1) mit f,¢af(0) ist das Integral von
f(;(s) "—'l (—J’t

(1.6") i) =M, T — =0 +log g(1),
mit fo(1)=1. Hier ist h=2""(g'/g].
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Bemerkungen:
1. Nach [6] ist die allgemeine Loésung von (0.1) dann von der Gestalt f=kfo, wo &
eine beliebige Losung von (0.1) mit g=1, d. h. eine beliebige Funktion mit der Pe-
riode 1 ist.
2. Durch eine entsprechende Rechnung wie in [5] erhdlt man sofort den

Satz 1.2: Falls g wie in Satz 1.1 gewdhlt wird, gilt

n—-1 _»

im(z & _ gl L —

(17) lim ('S 0 —logn) = £((—= — ) O] (N—log &(1),
wobei h aus (1.5) zu entnehmen ist.

2. Ein analoges Vorgehen ist auch firr die Losung der Funktionalgleichung (0.2)
méglich, wobei es aber eine ganze Reihe von Vereinfachungen gibt. Der Satz (1.1) gilt
wortlich auch fiir die Funktionalgleichung (0.2). An die Stelle der Gleichung (1.6) beim
Beweis dieses Satzes tritt jetzt die Beziehung
et h(t)

l+e—’>—<l+e_

—sty _ h(t)
t? e )“g[1+é—t](5)r

o(s)=(n(8),

die sofort zeigt, daB ¢ ¢ #(0) ist, wegen 2€2’ (0).

Wihlt man wieder ¢=f'/f, so wird dieses Mal
£+ f19) _ g1s)
fis+1) fis) g(s)

und die Integration liefert f(s+1)f(s)=Cg(s).
Da die Beziehung

1) _ gy )
(2.1) f(s) _‘g’[l+e—t] (S)
die Funktion f nur bis auf eine multiplikative Konstante festlegt, so erhdlt man durch
geeignete Wahl dieser Konstanten eine spezielle Funktion f,, die (0.2) erfullt. Wir haben
also insgesamt den

Satz 2.1: Falls ge¢s#(0) und g—e® mit ® ¢ #(c) fir etg geeignetes c¢ R, so be-
sitzt die Funktionalgleichung (0.2) eine Losung f¢#(0). Ist f, eine Losung wvon (2.1)
mit h=2"g/g), so liefert die allgemeine Losung f,=Kf, won (2.1) bei passender
Wahl der Konstanten K eine spezielle Losung von (0.2).

Bemerkung: Analog zur Bemerkung 1 aus Abschnitt 1 gilt hier: Ist f, eine
spezielle Losung von (0.2), so ist die allgemeine Losung von der Gestalt f=kf,, wo k
eine beliebige Losung von (0.2) mit g=1 ist.

3. Zum AbschluB mogen zwei Beispiele die allgemeinen Ausfithrungen erginzen.

1. gs)=e¢’.

Dann wird g'/g—1, d. h. h=2""[1]=8.
Betrachten wir die Funktionalgleichung (0.1), d. h.

(3.1) fis+1)=ef(s)

so lautet (1.6")

fos) ] ot o
fol®) — (8(‘), 7 I—M;;" Y+ Iog e=85— 1/2.

wie eine leichte Rechnung zeigt. Die Losung f, dieser Differentialgleichung mit fy(1)=1
ist fy(s)=exp((s?—s)/2) und das ist eine spezielle Losung von (3.1).
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Analog erhilt man fiir (0.2) die Funktionalgleichung

(3.2) fls+1)f(s)=e.
Die Gleichung (2.1) zur Bestimmung von f lautet dann
IO e, €y L

und deren allgemeine Losung ist f(s)=Kes Diese erfiillt die Funktionalgleichung (3.2)
fiir K=e~"4, wie man sofort sieht. Eine spezielle Losung von (3.2) ist also

fo(s)=exp((s—1/2)/2).
2. g(s)=e?
Dann wird g’/g=s, d. h. h=2"1[s]=4¢".

Vollig analoge Rechnungen wie oben zeigen, daB f,(s)=exp [s%6—s?/4+5/12] eine spe-
zielle Losung von

(33) fls+1)=eRf(s)
und fy(s)=exp (s?—s)/4 eine spezielle Losung von
(3.9) fls+1) f(s)=e52
ist.

In der nachfolgenden Tabelle sind drei weitere Beispiele aufgeschrieben, wobei die
letzte Spalte Hinweise auf die fiir die Rechnungen erforderlichen Formeln gibt, falls
diese nicht allgemein geldufig sind.

£ h | Losung von (0.1) Losung von (0.2) Bemerkungen
|
r (i‘L‘)
({5 3] 1. 7. 2, (17)
s 1 T (s) V2 o bzw. [4], 4. (5, )
r(3)
2
s (s41) 1+et T (s) T (s+1) § 18] 1.7.2,(17)
e—sa_l e—as
exp ) | —ab —a) | ep [y 1| e [ >0
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