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UN THEOREME FONDAMENTAL SUR LES SYSTEMES
LINEAIRES DE QUADRIQUES

LANDO DEGOLI

On démontre une condition nécessaire et suffisante pour qu'un systéme linéaire irréductible de
quadriques de S, soit a Jacobienne de caractéristique r-&.

Dans l'espace linéaire complexe S, de coordonnées projectives homogénes
Xx; (=0, 1,...,1) choisissons d+1 quadriques linéairement indépendantes: f,=0,
Li=0, ..., fy=0avec: fo=27,_ akx.x,

Le systéme linéaire Lgn de dimension 4 et Jacobienne de caractéristique m est
exprimé par I'équation: X7 _oMefe=0,

Supposons que la matrice Jacobienne a r+1 lignes et d+1 colonnes:

| -0, 1,...,
J:Jg?“ (?=01 :j)

soit a caractéristique m<d.

Souvent si m=r nous mettons m=r—*k et le systéme sera indiqué avec: Ly,— 4.

Si la matrice Jacobienne est identiquement nulle, cela signifie que tout I'espace
est donc le lieu des points conjugués par rapport a toutes les quadriques du systéme.
Si la caractéristique de la Jacobienne est r—£k, un point générique P est conjugué
avec un §,.

Le probléeme de déterminer les systémes linéaires de quadriques Lg,—x est assez
complexe parce que les systémes subordonnés de L., sont de diverse nature.

Pour réussir a donner une reponse définitive a cette ancienne question nous avons
subdivisé les systemes en réductibles et irréductibles et ces derniers — en irréducti-
bles de premiere et de seconde espece.

Nous dirons qu'un systéme de quadriques Lgm est réductible, quand il existe
des systemes subordonnés sans quadriques en commun: Ly m, Ldvv,,.,....,Ldb/,,.s et
éventuellement p(p -0) quadriques fonctionnellement indépendantes, de maniére que
soient satisfaites les egalités: d=d,+dy+ - +d;+s+p—1, m=m +my+---+ms+p.

Autrement dit, il sera nomm¢ irréductible.

Un systéme irréductible Ly, posséde toujours des systémes subordonnés “banaux’
Ly avec: m—1=hsd—1, n-m.

Mais on ne dit pas que Lun possede toujours les systemes subordonnés “essen-
tiels” Ly avec: 2<g=d—1, 2=c=m—1, c<g.

Quand ces derniers systémes existent, ils imposent a ¢+ 1 quadriques linéairement
indépendantes, choisies dans L,., d’¢tre fonctionnellement dépendantes.

Nous dirons systémes irréductibles de premiére espece les systemes qui ne pos-
sedent pas de systemes subordonnés essentiels, et systemes irréductibles de seconde
espéce les systemes qui, n'etant pas réductibles, possédent toutefois des systémes su-
bordonnés essentiels.

’
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Dans ce cas ils ne peuvent pas évidemment exister, dans eux, des quadriques fonction-
nellement indépendantes, ni des systémes subordonnés essentiels isolés qui n’ont pas
des quadriques encommun avec les autres, autrement dit, le systéme serait réductible

Soient La, La, ..., La les systemes essentiels contenus dans Lgm. lls devront
former une chaine, c’est-a-dire:

19) aucun d’eux n'est réductible,

20) L, a au moins une quadrique en commun avec une autre, par exemple L4, et
leur systéme-union L, a au moins une quadrique en commun avec un troisiéme, par
exemple L4, et le systeme-union de L, avec L, a au moins une quadrique en commun
avec un quatrieme systéme et toujours ainsi jusqu’a épuiser tout Lgm. Dans L, il
pourrait exister plus qu'une chaine.

Il existe le Lemme: Si le systéme L, posséde les systémes subordonnés:
Lay La, ..., La, qui forment une chaine, il est toujours possible de choisir parmi
les quadriques de ces systémes, qui passent par un point générique P de S,, d qua-
driques linéairement indépendantes de maniére dindividualiser le systéme L., de
quadriques de L, qui passent par P.

. Nous pouvons écrire les équations de L, et L, ainsi:

)vo o+}‘1f1+"' +;‘h.fh+"'+ ;"d.fdl:O'

Hoo+ Mgy + - +Hagyt " + Haga, =0
L'équation du systéme-union L, résulte:

(2) VofotVifit - +Vafat o +Va, fa,+ Qo+ 0181+ - +Opgy+ - + 00,80, =0

Puisque L, et Ls ont en commun au moins une quadrique nous pouvons sup-
poser que f, coincide avec g,.

Soit P un point de S,.

Notons avec: fo(P), fi(P), ..., g(P), g(P)..... les valeurs des quadriques en P.
En remplacant les coordonnées de P dans (1) on peut trouver les valeurs de A, et p,
en fonction des A, et p; restants, apreés quoi les deux systémes deviennent :

folP) A(P) fa(P o\
ko(fo+7h7p)‘fn)+)-1(f1+ f,l,(P) I+ +ha fa+ Wp)“fn)—o-

&o(P) a(P) &P .
uo(go+mfn)+P|(gl +7"an)+ oo+ pa(ga, + 57023 f2)=0

(1)

(3

Ces systemes manquent par rapport aux premiers de paramétres A, et p,. Il ré-
sulte les systémes Lg_1, Ls,—y de quadriques de L, et Ls qui passent par P.
En opérant de méme fagon dans le systéme (2) et en éliminant le parameétre (v,+ ®,)
on obtient :

1l fa(P)
V°(f°+_;%fh)+vx(fl + —%(Q,—L.H e +valtat 2o fi)

P) W(P) g4(P)
+oo(go+ U0 [) 0@+ EXD f)+ -+ 0ul@a+ Fop =0

(4)

Puisque le systéme linéaire (4) est individualisé par les mémes quadriques linéai-
rement indépendantes des systémes (3), il en résulte que le systéme L, , des quadri-
Ques de L, qui passent par P, est individualisé par @ quadriques linéairement indépen-
dantes de Ld.—l et de L,:,_].

Mais par hypothése, les systémes subordonnés de L, forment une chaine. Donc le
Systéme-union L, posséde en commun avec L, au moins une quadrique.
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En opérant de méme fagon on prouvera que le systéme L, de quadriques de
L, systéme-union de L, avec La, qui passent par P, est individualisé par b quadri-
ques linéairement indépendantes de L, et de L4, c’est-a-dire de L4y, La,—1, Lay—1.

En continuant de cette maniére le lemme résulte démontré.

Maintenant nous pouvons démontrer le

Theoreme: Une condition nécessaire et suffisante pour que le systéme linéaire
irréductible de quadriques L, soit a Jacobienne de caractéristique r—k(k=0) est que
les quadriques du systéme, qui passent par un point quelconque de S, possédent en
commun un Sgii.

Démonstration. Démontrons avant tout la suffisance.

Si toutes les quadriques d'un systéme linéaire L, de S, qui passent par un point
générique P, ont en commun un Sy, il est évident que le point P a pour conjugué
le méme Sy.; par rapport a toutes les quadriques du systéme L, qui passent par P.
Une autre quadrique de L, qui ne passe pas par P, ne contient pas Se+:, lequel n’est
pas contenu dans I'hyperplan polaire de P par rapport a cette quadrique. Autrement
dit, P serait contenu dans la quadrique.

Donc, I'hyperplan coupera Si;+ dans un S, et pour cela le point P a pour conjugué
un S, par rapport a toutes les quadriques du systéme L, Cela signifie que la Jaco-
bienne a caractéristique r—4%, comme il fallait démontrer.

Démontrons maintenant la nécessité.

19) Formons I'hypothése que le systéme soit irréductible de premiére espéce et
supposons qu'’il soit r=d.

_Considérons avant tout le cas particulier £=0 et démontrons que:

Si le systeme L, est a Jacobienne de caractéristique 7, les quadriques du systeme,
qui passent par un point, ont en commun une droite.

Si la Jacobienne est de caractéristique 7, cela signifie que tous les déterminants
de la Jacobienne d’ordre r+1 sont identiquement nuls.

Considérons le déterminant individualisé par r+1 quadriques quelconques. Nous
pouvons choisir les premiéres r+1 quadriques du systéme et on aura:

- . 0f; j=0,1,...,r
) D:la—il (ls—Ol r)'

Les mineurs d’ordre r, extraits d’'une matrice quelconque, constituée par r colonnes
du déterminant D, ne sont pas tous nuls, autrement dit, il existerait dans Ly, le sy-
steme subordonné essentiel L, y,_;, contre 'hypothése que L, soit irréductible de pre-
miére espece.

Il est donc nécessaire quau moins un de ces mineurs soit==0. Nous pouvons
supposer qu'il soit le mineur obtenu en éliminant la derniére ligne et la derniére co-
lonne de D. Nous l'indiquerons par A,.

Prenons en considération la matrice extraite de D, constitu¢e avec les premiéres r
lignes, et indiquons par: A, A, ..., A, les mineurs d’ordre r qu'on obtient en
remplacant a la premiére, a la seconde, etc. colonne de A, la derniére colonne de la
matrice.

Un seul de ces déterminants tout au plus est nul parce que si deux déterminants
étaient nuls, par un théoreme de Kronecker [1] ils seraient tous nuls, compris A,
ce qui est impossible.

Puisque le déterminant ) est identiquement nul, le 7+ 1 quadriques sont fonction-
nellement dépendantes. On aura, en choisissant une quadrique générique, par exemple f,:

(6) fr=FJo fo s fr1):
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Cette relation est exacte pour tous les groupes de r+ | quadriques, choisies entre L,
mais il n’est pas possible que des quadriques en nombre <r+1 soient fonctionnelle-
ment dépendantes entre elles, autrement dit, il existerait dans L, des systémes subor-
donnés essentiels contre I’hypothese.

Pour cela, une égalit¢ analogue a (6) est impossible si le nombre des quadriques
est <r+1.

En dérivant (6), on obtient:

Y OF ofi  dfs
M iio Of; Ox,  Ox, (k=01 ..., r=1)
qui est un systéeme algébrique de premier dégré, et qui donne les dérivées partielles
de F:

oF A; 5
) = — 4 =0 L. r—1.

Considérons un point x de S, de coordonnées xy, xy, . . ., x, et soit x'(xj, x;,.... x))
son conjugué par rapport a toutes les quadriques du systéme. La droite qui joint les
deux points sera donnée par:

9) V=t x;+tyx; (i=0,1,...,7).

En remplagant (9) dans toutes les quadriques on obtient pour la quadrique géné-
rique f,,:
(10) )= ) B+ ) B2 (m=0, 1,..., 1)

parce que les termes 2a’*x;x, sont nuls, étant conjugués les points x et x'.
En remplagant (10) dans (6) et aussitot en dérivant par rapport a ¢, et 7, on
obtient :
of, 'S' oF o
oty T, 9dfs of

of, 'S OF of,
oty T, 0f; oty "

En dérivant (10) on a: df,/0t,=2¢, f,(x), Of/0ty=2tyfm(x") (m=0,1,..., 1)
En remplagant dans (11)

(11)

=S S5 10 fAx)=2 1)

s=0

et enfin pour (8):
(12) S Af(x)=0 T A, f{x)=0.
i=0 =0

Ces expressions sont des identités par rapport a #;, et #. Parce que ces deux iden-
tités coexistent il faut qu'il soit: f,(x)=cf(x") (m=0,1,...,r) avec ¢ constante
pas nulle.

En effet dans (12) les variables #, et ¢, se trouvent seulement dans les détermi-
nants A, A,,..., A1, A, qui résultent fonctions homogénes du méme dégré en ¢,
et £y et un seul d'entre eux est au maximum nul.
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Au rapport #,/tg on peut donner d’infinies valeurs diverses et par conséquent on
peut obtenir deux systémes algébriques de premier degré¢, aux r équations et r incon-
nues. Ces derniéres sont respectivement les quotients de fi(x), fu(x’) par rapport a
une quelconque d’entre elles, par exemple f(x) et f(x').

Il s’agit des rapports:

(13) fllfAx) fl)fdx") (=0, 1,..., r—1)

Puisque les deux systéemes ont les mémes coefficients constants 4o, 4,,..., 4,14,
la solution des deux systémes est la méme.

Il en résulte:

%) _ fex) —0 1 .

(14) 70 = f) (k=0,1,...,r—1).

Mais cette égalité est vérifiee seulement si:
(15) fu(X)=cfn(x") (m=0,1,...,7).

A vrai dire, dans les cas olt un des A(i=0,1,...,7r) par exemple A{0<;<r)
¢tait nul il ne serait pas possible pour la seule quadrique f; de déduire que:

JAx)=cfAx).

Mais considérons en ce cas toutes les 7 quadriques dont les dérivées partielles
paraissent en A, et la matrice formée avec les colonnes du déterminant D dans les-
buelles paraissent ces quadriques.

Nous savons qu'au moins un déterminant de cette matrice n’est pas nul. Notons
ce dernier avec A’ et répétons la démonstration en remplagant A, avec A;. Nous ob-
tenons ainsi les déterminants Aj, 4;,.. ., A, A’=A" et nous parvenons a des con-

clusions analogues, c’est-a-dire aux formules:

X Af(0)=0,
(16) = (@i=0,1,...,7)

T A f(x)=0.
i=0

Mais cette fois la quadrique f, satisfait a (15) parce que A; n'est pas nul.

De cette mani¢re la démonstration n’a pas d’exceptions.

On en déduit que toutes les quadriques du systeme L, qui passent par un point
x passent aussi par son conjugué x’' et réciproquement. Si x est situe sur la qua-
drique f,, on aura: f,(x)=0 et pour (15): f(x")=0. )

Il sensuit: ££,(x)+2f,(x")=0 et pour (10): f(y)=0 oit y est le point géne-
rique de la droite xx’.

Donc, la droite en question appartient tout entiere a la quadrique f,. Il en ré-
sulte que toutes les quadriques qui passent par x contiennent la droite xx’.

Supposons maintenant que la Jacobienne du systéme L, soit a caractéristique
r—k (k>0) — cela signifie qu'un point x de S, a pour conjugué un S, par rapport
a toutes les quadriques de L,

Le systeme L, sera entrecoupé par un générique S, qui passe par x, suivant
un systéme linéaire L, de quadriques de S, qui a son tour coupera S, dans un
point x’, qui résulte le conjugué de x par rapport a toutes les quadriques du sy-
stéme /.
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Nous pourrons choisir pour coordonnées de S, , les xo, Xy .. .» X,—x €n annu-
lant toutes les autres coordonnées, c’est-a-dire en écrivant x, si1=X,—p12="--=X,=0.

Les équations des quadriques f,, f,, . . ., f, seront du type: f{x, Xy, ..., Xr—1 0,
0,...,0)=0.

Les dérivées partielles: df,/ox, (i=0,1,...,d) pour: X, psy1=%, gs2="--=x,=0

seront toutes nulles. La matrice Jacobienne du systeme L):

“_af_,.‘ (i:O,l,...,d
oxs §s=0,1,...,r—k
sera identiquement nulle.

Elle ne pourra pas avoir de caractéristique supéri¢ure a r—k parce que ses lignes
ne sont qu'en nombre r—k+1, elle ne pourra pas avoir de caractéristique inférieure a
r—k, sinon le point x aurait pour conjugué un S, avec g>0 et non pas le seul
point x’.

Il en résulte que le systéme L, de S, . a la caractéristique r—k. Cela porte a
conclure pour la premiére partie du théoréme que les quadriques de L, qui passent
par x, auront en commun la droite xx’.

Puisque nous pouvons dire la méme chose pour tous les S, qui passent par
x, on en déduit que les quadriques de L, qui passent par x, auront en commun Skii
joignant le point x avec S,.

Toujours dans I'hypothése que le systeme soit irréductible de premicre espece,
considérons les cas r<d, en soulignant la condition r—k=d qui jusqu’ici était su-
perflue. _

Il est évident que dans ce cas il doit ¢tre 2=1.

Supposons avant tout d=r—1. Considérons le systéeme L, i, » avec k=1. Par un
point générique P de S, formons un hyperplan, qui coupe L, i, suivant un systeme
L’ de quadriques de S,_i, qui a la méme dimension ,; et la méme caractéristique
r—k=(r—1)—(k—1) (voir [3]).

Puisque la dimension du systéme est ¢gale a celle de I'hyperplan, selon la pré-
miére partie du théoréme, les quadriques de L ,, qui passent par P, ont en commun
un S,, non-multiple. En variant I’hyperplan par P on obtient une infinité de S, qui con-
stituent une variété commune a toutes les quadriques du L,; donné, qui passent
par P.

Cette variété ne peut pas étre de dimension supérieure 3 k+1 et d'ordre plus
grand que 1, autrement dit, son intersection avec un hyperplan par P ne serait pas
un seul S,, non plus multiple. Donc, cette vari¢té est un Spi1.

Supposons qu'on ait un systéme L, 3, avec k=2 Par un point générique P
de S, il passe un L, 3 qui appartient au systéme donné.

Menons par P un S, qui coupe le systéme donné suivant un L) _, , de S,
(voir: [3]).

 Dans S,y par P menons un S,—2 qui coupe le systéme précédent suivant un
r—2/r—k*

D’apres la premiére partie du théoréme nous pouvons déduire que les quadriques
de L”, qui passent par P, ont en commun un Sx.,. En variant S, » dans S,-, nous
obtenons un S, commun a toutes les quadriques de L’ par P; en variant S, on ob-
tient un Sy;; commun a toutes les quadriques de L,_3.

En continuant avec un raisonnement analogue nous réussirons a démontrer le
théoréme pour un L, ;s Cest-a-dire pour un Ly, . avec d<r—1, r—k<d. En effet,
I suffit de supposer r—d=/h et évidemment Lay—x=Ls—nr—s.

i
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[19 Supposons maintenant que le systcme L, soit irr¢ductible de seconde espéce
(rZd).
Examinons le cas particulier oit les systemes subordonnés:

Lome Luveos Lagm(mi=d),

contenus dans L,, sont tous irréductibles de premiére espece.

Puisque la caractéristique de la Jacobienne est r—k=d(k=0), parmi les d+1
quadriques lin¢airement ind¢pendantes, qui individualisent L, il y en a r—£k fonction-
nellement ind¢pendantes.

Puisque L, . est un systeme irréductible de premicre espeéce, il satisfait a la
premi¢re partic du théoreme. Pour cela, les quadriques de Ly, qui passent par un gé-
nérique point P de S,, ont en commun un S,—_m 1.

Elles constituent un systéme L4 ;.

Considérons le systeme L, ; de quadriques de L, qui passent par P. Les quadri-
ques fonctionnellement indépendantes de ce systéme, qui n’appartiennent pas a Lg—1,
sont r—k—m,.

En effet soient:

Ao fotr it +ra fa,=0
Wofot i fito +ua fitHast far + -+ Rafa=0

les équations de L, et de L,
Si nous imposons aux quadriques des deux systémes de passer par P, en recher-
chant A, et p, on obtient:

(17)

(P P 7 |(P)
Mfi+ ;‘(,,; S+l fot jj,’i} S+l fact g fo)=0,
(18 fot N AL
) ul(fl fo(P) fO)Tllﬂ( 0 fo(P) f0)+ Hal Ja, fo(P) 0

fa,1(P)
+ a1 fa, 1+ 4;.(1])) fo)+"'+l‘d(fd+f—o(p7fo)=0-

Ici le nombre des quadriques fonctionnellement indépendantes de L, qui nappar-
tiennent pas a L., est évidemment la différence des relatives caractéristiques, c’est-a-
dire: r—k—m,.

Mais (17) et (18) démontrent que ce nombre reste invarié en passant a L, et
La, 1 parce que les quadriques qui individualisent Ls,—1 se trouvent toutes dans Lsi.

Les hyperplans polaires de r—k—m, quadriques fonctionnellement indépendantes
de L, ,, qui n'appartiennent pas a L,—, passent tous par P. Ils entrecoupent S,_m,+1
suivant un S, qui résulte au moins tangente a toutes les quadriques de La—).

Ce résultat est donc indépendant par rapport a d, et m,.

Pour cela, en raisonnant analoguement sur: Laym, Laymy . .., Lajm onobtiendrales
espaces: S;—m+1s Sromy+1s + . +» Sr—m_+1 Qui, entrecoupés par les hyperplans polaires
des restantes quadriques fonctlonnellement indépendantes de L, ;, donnent toujours le
méme Spy.

Sk41 résulte commun respectivement a toutes les quadriques de Las,—1, Loy« . La—1

parce qu'il est contenu dans les: S,m i1, Sromyits . - oy Srm 41 précédents.
Mais puisque Ly, L4, . .., Ly forment dans L, une chaine, pour le Lemme il
est toujours possible de choisir dans Ly, -1, Luy—1y . .+, L.,’__. d quadriques linéairement

indépendantes qui individualisent L, .
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Ces d quadriques possédent en commun I’ Spy1 et pour cela toutes les quadri-
ques de L,y auront en commun S,;;, comme il fallait démontrer.

Le raisonnement précédent a été fait dans I'hypothése que le systéme linéaire
irréductible de seconde espéce posseéde seulement des systémes linéaires subordonnés
irréductibles de premiére espéce. Maintenant nous pouvons supposer que les systémes
subordonnés soient tous ou en partie de seconde espéce, en possédant ces derniers
des systémes irréductibles de premiere espéce.

Pour la démonstration faite rien ne change dans le raisonnement précédent et
pour cela la démonstration est la méme dans ce cas aussi. Ainsi continuant il est évi-
dent que rien ne change dans le raisonnement précédent quand méme les systémes
subordonnés des systémes subordonnéssont d’une espéce quelconque et que la démon-

stration est valable pour tous les systémes de seconde espéce avec r%d.
De cette maniére le théoréme résulte démontré complétement.
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