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CLASSIFICATION INTEGRALE DES TRANSFORMATIONS
PONCTUELLES ENTRE DEUX PLANS

LANDO DEGOLI

By means of the introduction of the auxiliary correspondence, the elements for complete classifi-
cation of point transformations belween two planes are given. Geometrical characterisation and construc-
tion is given for some of the types of transformations considered.

1. Le probléme de classifier les transformations ponctuelles parmi les plans jusqu’a
'entour du troisi¢me ordre a été affronté par divers auteurs: Villa, Speranza, Muracchini,
qui ont acquis des résultats partiels. Dans cet article I'ancien probléme est résolu com-
pletement au moyen des correspondances auxiliaries et en introduisant le
concept de droite primaire.

Comme il est connu, deux transformations ponctuelles entre deux plans, qui s'ap-
prochent jusqu’a I'entour d’ordre A(2>>0) d’une couple réguli¢re de points correspondants
(A, A), subordonnent parmi les faisceaux de droites, qui sortent de (4, A) la méme pro-
jectivité pas dégénérée, B

Si 7’ est la droite correspondante dans cette projectivité a la droite 7, on peut
considérer la correspondance qui associe la droite r a la droite 7.

Celle-ci sera nommée: correspondance auxiliaire.

Avant tout on peut diviser les transformations ponctuelles en trois grandes catc-
gories selon le comportement des trois directions caracteristiques.

Nous aurons ainsi des transformations avec:

1) trois directions caractéristiques distinctes,

2) deux directions caractéristiques distinctes,

3) trois directions caractéristiques coincidentes. i

2. Si la transformation ponctuelle I' entre deux plans « et a a trois directions ca-

ractéristiques distinctes, qui sortent par la couple (A4, A), on peut la représenter (voir:
[1]) avec les équations:

n X 5= X— XY + Myo X3+ 3Mgy X2y + 3mygxy? + Mgy + .. .,
V= y—XY+nx® + 3ngxty +3ngxy? + n P+

Elle admet (voir: [1]) co? les transformations quadratiques osculatrices:

X velt(ntl)ey—x
(v Dn+ ey —(we—=Ixny—1)
o _vtDeytnyi-y
y—(v+l)(n+l)xy--(v.t--l)(ny—l)

(2)

En introduisant les coordonnées homogenes de droite (4, p) et (1, ;_n) des faisceaux

qui sortent par (A, A), on obtient les correspondances auxiliaires relatives aux trans-
formations précédentes:
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Transformations ponctuelles entre deux plans 165

@) L= mggh3 -+ (3mgy — DA+ 3m gk p2 -+ mogn® —Ap(h— ),
= 113023439221 + (35— 1) Ap2+ rggu3 + wip (A—p).

Si une courbe p de a est transformée par (1) et par (2) respectivement dans les
courbes p’ et p”, ces derniéres courbes ont en général un contact de second ordre, qui
devient de troisiéme ordre seulement si p est tangente a une droite hyperosculatrice
de la transformation (2).

S’il arrive que deux courbes de @ qui correspondent 4 une courbe da a a cause de
(1) et de (2) ont un contact de troisitme ordre, la relative droite d’hyperosculation
sera nommée: droite primaire.

Si la correspondance auxiliaire (3) a les marques (1, 2) plutét que (1, 3), les deux
seconds membres des ¢quations (3) ont ¢videmment un facteur linéaire en commun,
qui répresente une droite primaire.

Vice versa, si une transformation quadratique osculatrice posséde une droite pri-
maire par A, la relative transformation auxiliaire a les marques (1, 2).

En outre, si une droite d’hyperosculation résulte aussi une droite caractéristique
pour une transformation quadratique osculatrice (2), elle est aussi telle pour toutes les
autres et la courbe caractéristique de la transformation tangente a telle droite a dans
le point de tangence un point d’inflexion.

Si toutes les transformations quadratiques osculatrices possédent une droite pri-
maire, celle-ci devra résulter une droite fixe coincidente avec une des droites caracté-
ristiques ; parce que dans (3) il existe un facteur linéaire commun pour toutes les va-
leurs de y et de m, c'est-a-dire un facteur de Ap(A—p).

Lorsqu'il s'agit d’un tel résultat, la cerrespondance auxiliaire (3) est de marques (1, 2).

En imposant a une droite donnée r d’étre primaire, bien qu'elle ne soit pas une
droite caractéristique, alors la transformation quadratique osculatrice (2) résulte unique.
En outre, les transformations quadratiques osculatrices qui individualisent deux droites
primaires sont en nombre fini. Au contraire, il n'existe pas une seule transformation
auxiliaire qui poss¢de trois droites primaires.

Pour qu'une correspondance auxiliaire résulte dégénérée, il faut qu'il soit:

Mao(3ngy + 3n19+ 1)— 3n30(3mg, +3myg—1)=0,  myghog—moghg, =0.

Ce fait montre qu'il existe seulement co! des correspondances auxiliaires dégéne-
rées, pourvu que my, ny (i j=0, 1, 2) ne soient pas tous nuls, autrement dit, toutes
les correspondances auxiliaires sont dégénérées.

Maintenant, nous pouvons distinguer les cas suivants, olt la correspondance auxi-
liaire est: a) dégénérée, b) projective, ¢) de marques (1, 2), d) de marques (1, 3).

Puisque le premier cas résulte un cas particulier du second, nous examinons avant
tout ce dernier.

Démontrons que:

Si la correspondance auxiliaire est projective, on peut obtenir la transformation
ponctuelle T en projetant par deux points correspondants P et P les points d’'une qua-

drique de S, sur deux plans biais a et a de Sj en considérant correspondants dans
I deux points déterminés par le méme point de la quadrique.

En effet, soient deux plans biais a et a de S, et les points du premier soient
transformes dans ceux de l'autre par une transformation ponctuelle T, dont la corres-
pondance auxiliaire est projective.

Les droites qui joignent deux points correspondants sont oo? et constituent une
variété réglée a trois dimensions de S; que nous noterons: Vi
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Choisissons une surface V,, qui résulte directrice pour le systétme d’eo? droites,
qui constituent V (voir: [6]). Il s’ensuit qu'on obtient les points correspondants de T’

en projetant V, des a sur a et vice versa.

En joignant les points de a et o, qui appartiennent a deux droites correspondantes
par rapport a I', on obtient deux systémes <! de quadriques de S, tous contenus
dans V.

Par chaque droite de Vi, joignante des points de « et o passent deux quadriques
de ces systémes. Il s’ensuit que V4 contient trois systemes <2 de droites Kj, K, Ks.

Par chaque point de V), sortent donc trois droites de la méme variété, qui toute-
fois ne peut pas étre lieu de plans, autrement dit, si chaque plan était directeur pour
le systeme K, nous pourrions obtenir la transformation I', en projetant les points d’un
plan et pour cela I' serait une banale homographie.

Donc V; est certainement algébrique parce qu’elle contient deux systémes oo! de
quadriques obtenus au moyen des droites des systémes K,, K, et K, K, dans lesquels
les quadriques, par exemple du premier systéme, sont directrices pour X, et vice versa
(voir: [4].

.\lail si on obtient T en projetant une quadrique de S; par deux plans biais de
S;, il est évident qu'on obtient ' en projetant aussi la quadrique par deux points d’un-
tersection de « et de o avec I'S;, qui contient la quadrique.

Donc I’énoncé est démontré.

Pour cela la transformation I' dans le cas b) est du type obtenu avec la préce-
dente construction. Le cas a), étant un cas particulier du précédent, est aisément inter-
prétable.

Ici les transformations, qu’on obtient en projetant une quadrique par deux plans
biais, possédent trois systémes <o! de couples de droites projectives seulement si les
centres de projection se trouvent sur la quadrique.

Il s'ensuit que la transformation T’ ne peut résulter qu'une transformation biration-
nelle quadrique.

En passant au cas c) nous pourrons démontrer que:

Les transformations ponctuelles T, qui admettent une correspondance auxiliaire
de marques (1, 2) dépendent d’un systéme de o' droites de a e d’un analogue sy-
steme de a.

En effet, pour obtenir [" il faut éliminer le parametre / entre les équations sui-
vantes:

a(t)xy +b()x + c(t) x+d(t) =0,
y=Q,(O)x+Q(f), y=Ltx+Qyt).

Clest-a-dire I' dépend de 6 fonctions arbitraires d’une variable ¢.

Les équations (4) sont obtenues en choisissant arbitrairement un systéme <o! droi-
tes sur a et un analogue systéme sur a et en établissant une correspondance générique
entre les deux systemes de droites et une correspondance projective quelconque sur
chaque couple de droites correspondantes.

Le cas d) est le plus générique et on peut le subdiviser en quatre types divers,
en considérant la particuliere transformation quadratique osculatrice, dans laquelle deux
de ses quatre droites d’hyperosculation constituent la couple Hessienne parmi les trois
droites caractéristiques (voir: [2]).

On obtient cette transformation quadratique pour:

(4

(5) V =gy — Mgo+ 39— 3Mig—3Mgy, N = Mygo— Moz + 3mg, — 3n,5—3n,,.

Notons ¢ sa relative correspondance auxiliaire.
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On obtient ainsi les quatre cas suivants:

1) ¢ est dégénérée. Dans tel cas on obtient trois relations pour T.

2) ¢ est projective. Il en résulte deux relations pour T.

3) ¢ est de marques (1, 2). Il s’ensuit que la transformation I' dépend d’une fonc-
tion arbitraire a deux variables.

4) ¢ est de marques (1, 3). Alors la générique transformation quadratique oscula-
trice a les mémes marques et cela prouve que nous sommes en présense d'un cas plus
général.

3. Considérons maintenant la transformation ponctuelle I' dans laquelle deux des
trois directions caractéristiques coincident. Avec un opportun répére (voir: [1]) elle
résulte:

X=x—Xxy --—61—- [ Mo X3+ 3rmg X2y +3(my,— D) xy2+mps y°]+ .. . .,

- 1
y=y——5 Brgxy*+nguy?+ ...

La direction caractéristique double a I'équation: y=0.

Si A, B, C sont les sommets du triangle fondamental dans le plan a, au varier de
la droite BC; le coefficient 7, est constant, tandis que les autres changent dans la
suivante manicre :

Ammigy=2mso(€11—€o0), Antgy =o€y —€qo), Amyg=—2es,
Ay =mogl€o—E11)s  Antyg=Nyo(€1; —€00) 4264,

ol A est le symbole de différenciation par rapport aux paramétres secondaires.

Il s’ensuit que les trois invariants de I'entour du second ordre sont: mgy/m3
Mgy, M5 Pour que les courbes caractéristiques doubles soient droites, il faut et il
suffit qu'il soit: mz=0 (m43=0).

Pour cela les =? transformations quadratiques osculatrices de I' sont données par
(6) —_ we+(—lxy+x = wxy+nyty

Sy rwe—nyit Y uorvernyrr (B 1F<)

Les relatives correspondances auxiliaires résultent:

(7) A= Illso}\s+3lnm)ﬁu.—_-3(mm_.l +2n)ku2+moaus’
p=3(71y9— 20)Ap2 + Mgg?,

ol &, p sont les coordonnées de droite du faisceau A.

On peut simplifier ces ¢quations en écrivant: Y ="n9—2y, N=my—1+2n et on
obtient :

(8) h = Mggh® + 3mg M3+ 3NAR? + mg®,  p=3yAp 4 nogp?,

formules qui donnent toutes les correspondances auxiliaires.

Maintenant, il est facile de classifier les transformations ponctuelies I' selon que
la relative correspondance auxiliaire résulte: a,) dégénérée, b,) projective, c,) de mar-
Ques (1, 2), d,) de marques (1, 3).

Dans le premier cas il en résulte tout de suite que I' est une transformation qua-
dratique de 2¢ espece.
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Le second cas donne lieu a trois sous-types suivant la position des droites sin-
gulieres.

Le troisi¢me cas présente diverses alternatives, qu'on peut distinguer en considé-
rant une particuliere transformation quadratique osculatrice.

Si 'on observe qu'une direction d’hyperosculation de I' et d’une quelconque trans-
formation quadratique osculatrice tombe toujours sur la direction caractéristique double,
les trois droites restantes satisfont a I'équation:

M3h3+ 3(mgy — ) A2 +(3?] —ngz)hp?+ p?=0.
II existe donc une seule transformation quadratique osculatrice pour laquelle la
couple des directions caractcristiques distinctes est la couple Hessienne.

) . . — 1
On obtient cette transformation en écrivant: y—=myq,, 0 =3 Ng. Dans ce cas la
correspondance auxiliaire résulte:

(9) A== Magh3+ 3y A3+ Roghud -+ Mo,
p = 3mg p? + noan’.

On peut deéterminer trois cas:

1°) A une droite (A, p) il correspond un terne de droites, parmi lesquelles il doit
toujours exister la droite caractéristique double A=0.

La correspondance auxiliaire (9) résulte de marques (1, 2) et on obtient tout cela
par mgy,=0.

2°) La droite primaire est L =0 et les équations (9) donnent une projectivité iden-
tique. On obtient tout cela par: mgy,=ny=0. )

3°) La droite primaire est diverse par rapport a la droite caractéristique double et
on obtient ce cas par: my,=n,;=0. La correspondance auxiliaire (9) résulte de mar-
ques (1, 2).

Le quatricme cas donne lieu a deux sous-types selon que la correspondance auxi-
liaire est de marques (1, 2) ou bien de marques (1, 3).

4. Considérons maintenant le cas oit trois droites caractéristiques sont coincidentes.
Les développements locaux, jusquaux termes de troisitme degré, de la transformation
I" résultent:

X=X (Mo + 3my X+
(10) ) 1 1
y=y— o5 =+ (M3X%+ 312y X2 4 6n19xy%) + . . .
Les transformations quadratiques osculatrices sont représentées par les équations:
" ; 1
(11) X = x— V?—x". y=y—- x’+%xn,
La correspondance auxiliaire relative aux deux transformations rcsulte:
i“(mao—a‘!’)xs'i':;mml’p,

(12) :
n= ("ao - ; '1) A4 Bng A2+ 6mg A2,

Dans ce cas la correspondance auxiliaire est au maximum de marque (1, 2), parce
qu'une des trois droites correspondantes a une droite (A, p) résulte toujours la droite
caractéristique A =0,
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On peut distinguer seulement trois cas. La correspondance auxiliaire peut résulter:
a,) dégéncrée, by) projective, cy) de marques (1, 2).
Dans le premier cas tous les coefficients mgg, Mgy, Mag Moy, Nye et les suivants

résultent tous nuls et la transformation ' se réduit a: x =x, y=y——;— x2, C’est-a-dire a

une transformation quadratique de 3° espéce.

Dans le second cas on a: mg,=0 avec ny,=0.

Puisque a my, ns, on peut assigner des valeurs arbitraires, nous pouvons écrire:
Ny = —3, My =3, nzy=0. Pour cela la transformation I' devient:

3 - 1 3
x=x-———2'-x3+ ce ey y:y—-z—xe_a_xzy_*. P

Dans le troisi¢me cas, pour que la correspondance auxiliaire soit exactement de
marques (i, 2) il devra étre divers de z¢ro le résultant des deux polynomes:

3
(msy—3w) A2 +3mghp,  (n30+ 5 M)A+ 3ng A + 6y 0,
c’est-a-dire:

2 o 27
61ty (6 M3, — 36 Msgy + 54mMgy Mgy + IM3, Mgy + 5 M3y N — Mg g M3y + 27 mgynv) F0.

Il Sensuit que: la condition nécessaire et suffisante pour que T soit du troisiéme.
type est qu'il soit: mgy=0.
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