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ESTIMATION DES PARAMETRES DE LA LOI NORMALE
PAR LA METHODE DE LA DISTANCE MINIMALE
A L'AIDE DE L’ALGORITHME DE LA REGRESSION MINIMAX

PHILIPPE PILIBOSSIAN, JEAN-PAUL QUELEN

Disposant de réalisations regroupées en classes d’une variable gaussienne, on se propose d’estimer
les paramétres de la loi en rendant minimum une distance entre sa fonction de répartion empirique et
la famille des fonctions de répartion théoriques. Cette optimisation est réalisée en utilisant I’algorithme
de la régression minimax.

1. Position du probléme. Lorsqu'on ne dispose que de mesures d'une variable alétoire,
issues d’une population gaussienne mais regroupées en classe, — soit parce que les va-
leurs initiales des observations sont perdues, soit parce que I'instrument de mesure est
un appareil a seuil, les estimations des paramétres de la loi normale par les méthodes
classiques ne sont pas toujours trés satisfaisantes. Nous proposons, dans ce cas, de les
estimer en rendant minimum le maximum de I'écart absolu entre les fonctions de ré-
partition empirique et théorique. Cette méthode, connue sous le nom d'estimation par
la méthode de la distance minimale, a ét¢ proposée et utilisée par J. Wolfowitz[8].
Il existe de nombreux travaux théoriques surcette estimation utilisant différentes dis-
tances et sur les problémes annexes; on trouvera dans [3] une bibliographie détaillée.
La distance que nous avons utilisée ||- | est connue sous le nom de distance de Kol-
mogorov — Smirnov. Pour la recherche de la solution numérique nous avons fait appel
4 une méthode exacte utilisée pour la régression minimax (4, 5]

2. Méthode Soit X;, X,, ..., X, des variables aléatoires réelles, indépendantes et
de méme loi. Nous désignerons par Fy leur fonction de répartition théorique du para-
métre 0 inconnu et par F, la fonction de répartiton empirique correspondante. Le théo-
reme de Glivenko — Cantelli assure la convergence presque sire uniforme de F,
vers Fp pour presque tout x; autrement dit, pour la distance entre F, et Fo, on a
la réalisation pour presque tout x:

| Fy—Fo |l = sup | Fy(x)—Fo(x)| 220.
x(R
On ce propose donc d’estimer le parameétre 6 pour lequel

Inf|| F—Fo|lw
0

est atteint.
Or F, ¢tant une fonction en escalier non décrossante, il suffit de considérer cet

écart absolu uniquement pour les points de discontinuit¢ de F,.Ces points s'obtiennent
par classement des n valeurs observées x, des variables X; par ordre croissant x; ,= Xy,
Seer3Xp, Si de plus Fy est continue partout, les valeurs obtenues x;, sont presque
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siirement distinctes et on a: . )
| Fo—Foll= sup Max{|-L—Fy(x.) | 5 —Filxia) |}

3. Cas de la loi normale 4 '(m, c?). Si x;, Xy ..., X, sont les réalisations d'une
variable gaussienne d’espérance mathématique m et d’écart — type o, on est ramene¢ a

déterminer m et o de fagon a rendre minimum

. X. —m X. —m
sup  Max{| Fo(u)—Fo (—"%—) |, | Fttim)—F(—5—)|}:
1<i=n c o
ou F, désigne la fonction de répratition de la loi normale centrce réduite 470, 1) et
u;=F;'( 'T), le quantile d’ordre 'ii - Le parametre 6 est ici pour un 9:(-‘0—, % ).

4. Caleul. Soit ¢y, ¢y ..., ¢, (p=n) les limites supérieures des classes des obser-
vations de la variable aléatoire é¢tudiée, Il s’agit de calculer

. ¢, —m c,—m
Min sup Max{| Fo(u)—F(——5)) Fo(u;—)—Fo ( °~),}.

0 1=i<p
En appliquant la formule de Taylor aux écarts absolus:

c.—m .
: =

M=folw) lui— -

| Flu)—Fo + o (= + o),
f, designant ici la densit¢ de probabilite de la loi A47(0, 1) et 0 (x) un infiniment petit
ordre 13, on trouve une expression approchée de ces écarts absolus, linc¢aires par rap-

. 1 m . .
port a 0, = — et 0,=— -, a savoir:
o o

folu ), — 0y fo1;)e,—Bg folu2:).

On est ainsi ramené a la résolution du probléme de la régression minimax [2] pour la
variable a expliquer y(i)— fy(u)u, et deux variables explicatives x,(7)=/fo(u,)c; et xy(f)
=f,(u,); les parameétres 0, et 0, ¢tant définis par

Min max | y(i)—0,x,(i)— 0,x4() |.
0 i

5. Conclusion. Pour des fonctions de répartition continues les théorémes de Smir-
nov et Kolmogorov nous renseignent sur le comportement asymptotique de la distance
normée yn| F,  Fo ., dans le cas unilatéral et bilatéral respectivement. On trouvera
dans [7] un ensemble de résultats permettant de préciser la vitesse de convergence de
la loi asymtotique vers la loi exacte. On peut ainsi établir des tests non parametri-
ques [1, 5] pour vérifier I'appartenance d’un échantillon a une population déterminée
par une fonction de i¢partition donnce entierement connue. Or, dans la pratique le cas
ol les paramétres théoriques d’une famille de lois sont connus ne se présente que trés
rarement. Diverses estimations sont possibles; dans le présent travail celle pour les
paramétres m et o est conduite pour les familles des lois normales A'(m, o) par la
méthode de régression minimax. Notons qu'elle a donn¢ de bons résultats en prati-
que [b].

Dans ce domaine, il y a encore d'intéressants sujets de recherche sur les propri¢-
tes limites.
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