Provided for non-commercial research and educational use.
Not for reproduction, distribution or commercial use.

Serdica

Bulgariacae mathematicae
publicationes

Cepauka

beiirapcko MareMaTu4ecKo
CIIKCaHue

The attached copy is furnished for non-commercial research and education use only.
Authors are permitted to post this version of the article to their personal websites or
institutional repositories and to share with other researchers in the form of electronic reprints.
Other uses, including reproduction and distribution, or selling or
licensing copies, or posting to third party websites are prohibited.

For further information on
Serdica Bulgaricae Mathematicae Publicationes
and its new series Serdica Mathematical Journal
visit the website of the journal http://www.math.bas.bg/~serdica
or contact: Editorial Office
Serdica Mathematical Journal
Institute of Mathematics and Informatics
Bulgarian Academy of Sciences
Telephone: (+359-2)9792818, FAX:(+359-2)971-36-49
e-mail: serdica@math.bas.bg



ETUDE D'UN ESTIMATEUR DE LA FONCTION DE REGRESSION
POUR UN PROCESSUS PONCTUEL A VALEURS DANS RI xR (s=1)

GALAYE DIA

Nous étudions dans cet article l'estimateur de la fonction de régression d'un processus ponctuel
sur RixR (s=1). L'estimateur utilisé est le régressogramme & pas fixe noté w, ., introduit par J.

Tukey en 1961 [6], puisétudié par P. Major [5] et J. Geffroy [4]. Nous examinons les conditi-
ons nécessaires et suffisantes de convergence uniforme de v, , vers y et aussi la vitesse de convergence.

I. Notations et définitions. On considére n processus ponctuels f; i=1,...,n a
valeurs dans R xR, indépendants et de méme loi quun  processus f;. On suppose
que le support de f est R%, X R et que pour tout i=0,...,n N(f;, R.XR) est fini presque
sirement.

Soit = .-E:f’. la superposition des n processus. On pose ;rz:élN( fi R XR)

et on désigne par f;, i=0, 1,..., n la projection de f; sur R;.

Posons

.fl..(n) - El fise

Si m=>1, soit (U!...., U5, ¥,)i=1 la suite des variables statistiques associées a
f, et ordonnées suivant I'ordre lexicographique.

On pose X,=(Ul...,U;) i==1. Les v. s. associ¢es a f, ~ seront désignées par
(X\0 pim) et celles associees a f; . par X[, i1 ou XW=(Up" ..., Up").

Si m=0 on pose (X{", V{")=(0, 0) 'origine de R R.

Il. Estimation de la fonction de régression. Description de la méthode. Lors-
que Veffectif de fo est e,=1 posons X=(X),..., X¢) et Y=(Vy,...,Ye)
" Pour tout j, 1=j<e, on veut estimer la fonction de régression yx;)=E(Y;/X;
=x;). On suppose que cette fonction est indépendante de j et de ¢, et on la désigne

par w(x). ,
Pour alléger les notations on suppose que A=[0, I[".
Désignons par p la mesure moyenne de f et posons x=(x;, ..., X H(xy, - coy Xy)

—EMF 0 [0, %, [X ... X[0, x,[)
||n|'=EN(f, » R})). On suppose |nlj< + 0.
' _‘T‘(_"). si x€RY .
La fonction F definie sur RS par Alx)=; " est une fonction

0 sinon
de répartition. On suppose qu'elle est absolument continue de densité¢ f continue,
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382 Ftude d'un estimateur de la forction de régression...

On fait les hypotheses fondamentales suivantes, valables dans toute la suite de
cette etude.

i) FE(Y;) existe pour tout j=0

ii) w(.) est uniformément continue sur A

iii) Il existe un nombre p>0 tel que pour tout pavé II inclus dans A on ait

wn)=p [

oit on a posé |. * comme étant la mesure de Lebesgue et p[.]=E(Mf o -))-

iv) Pour tout pavé Tl inclus dans A et de mesure de Lebesgue tendant versOona
UM =(1+& (| TT[*) PV f, o T1)>0) olt & (|11 *) tend vers O avec | IT[*

Soit K un entier supérieur ou égal a 2 et dépendant de 7. En utilisant des droites
paralléles aux axes partitionnons A en K* cellules cubiques de coté 1/K et désignons

par AxAr=1, 2,..., K°) ces cellules.
Si i=1 désignons par v,, le nombre d’indices i=1 tels que X" appartient a

Ax., et (,, lensemble aléatoire de tels indices. Posons

1 .
= LM osiovp, =1

Var=1{ 'mr itSn,

0 si va,—0.
On définit 'estimateur y,x de la régression par la méthode du régressogramme a
pas fixe par
(wrefl, 2,..., K, (WX €Axs) Vng(X)= Yo,
et on pose
(v, vn)= SUP [ W(x)—¥nx(x)|.

11I. Conditions nécessaires de convergence uniforme en probabilité de v.«

Théoreme 1. 11I. Sous les hypothéses générales i), ii), la convergence uniforme en
probabilité de ynx vers v ne peut avoir liew que Sous les conditions

i) K(n)==o(1)
i) KS(n)=o(T:§7).

Preuve: Supposons que f ', soit le processus ponctuel d’effectif total certan
égal a | associ¢ a une v. a. X de la manicre suivante

1 si X¢B
B¢ BRSY, N(f o B)=
vB € (R+) (fl_l) ) {0 si X¢B
oit B(R*) désigne I'ensemble des Boréliens de R:. On retrouve alors le théoréme éta-
bli par J. Geffroy [4].

IV. Conditions suffisantes de convergence uniforme de y,x. Nous conservons
les hypothéses i), ii), iii), iv) du paragraphe II. Désignons par N,, la v, a égale au
nombre d'indices / (i 1,..., n) tels que N(/'“, Y =
On aura besoin des lemmes suivants:
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Lemme 1. IV. Soit p un nombre positif satisfaisant a la condition iii) et soit
p’ €10, p/2|[. Posons

KS
H, = N {Nn, =nK*p'}.
r=1
Si K satisfait la condition K‘zO(T:'E—;) alors
E P(A)< + .
Preuve: X/,._, suit une loi binomiale de parametres n etp;(‘,——-P(N(f,'_o, Ak )=1)

on a E(Nn,)=npx, et npx,=n(l +a(%)), 1[Ak,r] .>,_K—:(l +e(—}7)) p. Comme a(—}? )—0

1 .
avec —- on a pour n suffisamment grand
n ’.
npk,r> ;(—_; P
ce qui prouve que £(V,,)— + - lorsque n— + .

En posant m= [K's' p'] on a d'aprés une inégalité de W. Feller [3]

Y < m pn m+1 gn—m n—m+1 S
PNwr=m)< COP s 9" oy, —m

Désignons par B, le second membre de cette inégalité, on a alors, en utilisant le méme
raisonnement que dans la démonstration du lemme 1 de J. Geffroy [4)

L 1 8
1 ogn 3 — 2% >
Pa<y (T, ) n "
> " " n Logn
oit 8 est un nombre strictement positif et G-==—_
n

D’out
= KS
P(H)=PU (N, =m)s KBy
la série de terme général K* B, est convergente.
Lemme 2.1V. Soit p le nombre positif du lemme 1 et soit p’¢]0, —;—[.Posons
K$
lL,n: ﬂ {Vn./ \'.—:‘:"K‘J P’}
r==1

" Yon a
Logn

Si K satisfait a la condition K°=0 (

400
L P(Hp)<+ oo

Preuve: Elle résulte immédiatement du lemme | car on a
H,=H,

Nous aurons besoin d'une fonction intermédiaire \I'..x(x) que nous allons définir
et étudier.
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Si M(fy;» Axr)=1 soit (X.Y,) la plus grande valeur du iéme mnuage projeté sui-
vant l'ordre lexicographique dans R<.
On pose N
z Yi
E_E& si S/’” >1

“n,r

0 si x't/,,_, =0

;Qi
~

oit #,., est I'ensemble aléatoire des indices i tels que M(fy, Axr)=1.
On définit alors yax par N
v, {1, 2,..., K}, (vx€Ax,) Wnk(X¥)=Ynr

On a le lemme suivant:
Lemme 3. IV. Sous les hypotéses genérales du paragraphe [l on peut écrire

pour toute réalisation m=nm,, my=1
E(V s [H, 0 (0, . o X)) =w(Err) + g T, (XD, ., X)

oit Ex,, est un point arbitraire dans Ax.,, by tend vers (0 avec 1)K ett, est bor-

née par 1. :
Pre uve: Résulte du lemme 2 de J. Geffroy [4]. y(x) étant uniformément con-
tinue sur [0, 1] il existe une fonction A(x), (n=0) décroissante telle que

(w(x, X)€[0, 1[*X[0, 1[*), |w(x)—w(x) =M(||x—x']);
on a alors si £, est un point arbitraire dans Ak,
(w2 € Ak |V —¥(Ern) | SHYE) =

On a le théoréme suivant:
Théoréeme 1. IV. Supposons que le processus f, ., satisfasse aux conditions

suivantes :
a) (vx € [0 1[) (vmo mo=1). (v, k€ N¥)wi€{l, ... m), | E(V)/x) L+ oo,
b) 3V>0), (vx€[0, 1[), (wi¢{l,...,my)) Var(Y"/x)sV;
) (IM>0) (vxe[0 L[) (vmomy =) (Vie{l...m}) (vk=2), E(Y]

—E(Y)Mx) = %,!— M*=2Var (Yi7)

alors la relation K°—= 0(5';7—) implique la convergence uniforme presque compléte

de vy, vers vy

i.e d(Wnx, V) —0(p. co.)oit d(Wnx, v) = sup |w(x)— Vak(x)).
e l® .

Preuve: SiCard (;.,,)>2 les v. s ()7,)“ 7 sont indépendentes, Soit 6? la va-

riance de X Y, conditionnée par (X, ..., ?‘;’), (mg=1).
(€ Ins '
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D'aprés Vinégalité de Bernstein on a:
(1) (ye, ¢>0), (ya, 0<aM<1/2) alors

) P(| ¥y — E(Pr/H, 0 (X0, ..X;:g))!>aﬁ:’ +—‘;§:—/
Hyn (XM, ..., X)<2e.
On a d'aprés b)
o?<N,,V
et si A, est réalisé on a N,, =nK—*p’, d'oit (2) implique
(3) P( Vu,—E(Vn, [H N (XD, ..., X)) 1> fl’,fp +aV/H, N (X, X)) < 2.

Soit £>0, c<—2t/—"; on choisit alors a vérifiant aV/= ,;_ ce qui implique que la con-

dition (1) est satisfaite.
Choisissons ensuite ¢ tel que

cKs ¢

anp’ 2
, Y _ &% Logn
c’est-a-dire C=— S
(3) implique alors

_ &% Llogn
= =~ ~ - e

@ P(|Vnr — EFnr B0 (AP, XD) e H (X, X)) 20 e

On utilise le lemme 3 pour montrer comme dans la démonstration du théoréme 2
de J. Geffroy [4]
e’ e’p’

— |__‘.‘__
P{{d(Vnx, w)>2}NH,) < 2K°n " éQL:Qn n Ve,

La série dont le terme général est le second membre de (4) est convergente.
Comme

e%p!
25. 4Ve

Togn " "+ P(H,),

P{d(Vnr, W) > 26}) <

on a d(Wax v)--+0 (p. co.)

Pour démontrer la convergence uniforme presque compléte de y,x vers v sous
les conditions du théoréme | nous aurons besoin de la condition suivante:

d) (34,>0), (ymg mozz1), (wi€{l,..., me}), |V |sA,;

et des lemmes suivants:
Lemme 4.1V. Sous l'hypothése iv), paragraphe Il, on a

lim K*(n [Ak.,|—px.r)=0.
K-+



Etude d’un estimateur de la fonction de régression... 387

Preuve: D'aprésiv) on a p[Ax,,]={1 +e(LK) Y P € (—%)4-»0; K— + oo,
Comme pg,<p[Ax,,] on a p[AK,,]—;pk-_,= s(-ll?)p;\»_,§ e(LK) u[Ax,]. Ecrivons p[Ax.]

l 11 -
=g Sk I Sk € Akrs
on a alors

n[Ax, ,]—pA,<e(K) K< a avec a= sup f(x)|pn’
x€10, 1

doit K (u[Ax,] — pro)<e() @ =0, K— + 5. -

Lemme 5. IV. Sous les hypothéses iii) et iv) du pavagraphe II, la 'série ‘de
terme général U, défini par

(ye>0) U, =P(U1(W,.,,—np,\-,,[>np’K““s)) est convergente.

Preuve: Daprés I'inégalité de Bernstein on a
12

(0) P(|Nn., —np .r >t Nnpr.gr.) = % * A
qkr=1—px, et (1) 0<t<3Vnpx.,qx.-
Prenons ¢ — 2JLogn®; alors ¢ satisfait a (1). En effet:
2Jlogm __ 2lLogn®

2 a <p[Ag, ] =0, K= =,
& 3Nnpy ax,  WnnlAg,] car Pl K"]. _ K==
[Toa 75 Tog % »
2\Log n §2\/Lognd _ zﬁr\/_e,, .0 lorsque n— + oo,
3Vnu[Ag ] 3VnK—s 3/p
Montrons maintenant que 8’7?;3>t\lhpK.r qk.r dés_ que-n. est suffisamment grand,
t=2\Logn®.
On a t| npk., qr., <tVnK—uw avec u= sup f(x).
EAITR )
mK—sa 2J3a A= -
3 “E:S‘ﬁ: ‘/",’“,_V_L?.g_—"; =236 L0, 1 + oo
en—sp ep’yLog n/e, &p

d'oit t/nK— o <enK—<p’ pour n suffisamment grand. On déduit alors de -Pinégalité
(0) que
P(] Nn.r—"/’l\’.r [>en K—° P')_‘; Qe—lﬁl n‘:“':‘

our n suffisamment grand. La série de terme geénéral K*/n® est convergente; d'oi

U,} est convergente.
Supposons que le processus f) satisfasse aux hypothéses suivantes:

Hy(N(f;, [0, 1) admet des moments de tous les ordres
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HY) [3B>0), (vC ¢ (0, 1])), (vk=2)
EN(f; . O} < B2k Var(Mf; €))
H; (3A>0), (yCeR((0, 1)), Var(N(f,, C)<AIC*

#) (0, 1]°) désignant l'ensemble des bor¢liens de [0, 1]°.

Lemme 6. IV. Sous les hypothéses H,, i=0, 1, 2 et U'hypothése iii) du para-
graphe 11, la série de terme général o, défini par

(ve>0) o,= P(gl (| va,—nu|Ag.,) >ep'nK—*))

est comvergente.
Preuve: A, et H; impliquent d'aprés I'inégalité de Bernstein [2]

(0) P(| Vay — Ak | > ‘;— +a, Var (va,))<2e

si «,>0, Bu,g-;—--, C,>0 quelconque.

Choisissons C, et a, vérifiant

(D C,za? Var(va,) et (2) %+u, Var(va,,)=ep’ nK—".
On en déduit les inégalités
2 2a, Var (v, )= %;— +a,Var (va,)=nep’ K.
(3) implique
nep'K—s ep'K—s
S %S5 Varv,,) " 2Var N(fyo g,

d’aprés I'hypothése Hj on a
5 ____E?‘_[f:i._ — Zw'. .
® 2Var M f10. Ak, 24

Prenons u,=;—°‘ .
Pour ¢ asdez petit on a l'inégalité Ba,<—;- satisfaite.

En considérant l'inégalité (1) on a

5 ' A
a2 Var (va,) S"%’,—?- K

On prendra
c (8p')n

= TAK
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Avec ces choix de C, et «, on a
% +a,Var(va,)<nep’ K.
L’inégalité (0) entraine
_(ep"pn
P(|Vn,—np[Ak,]| > ep’'nK—5)<2e 44K°
d’ont
_(ep')Pn
(6) 0,=2K% 4K,

et la série dont le terme général est le second membre de (6) est convergente.
Théoreme 2. IV. Soit A, la v. a définie par

A,= sup (I—L"-L).

r=1, ..., K% Vo.r
Sous les hypothéses des lemmes 4, 5, 6.1V la v. a A, tend presque complétement

vers () lorsque n — + <.
Preuve: Observons d'abord que N, ,=<v,,, Soit ¢>0.

KS N KS ~
P{U 1= E=>e JH} = P{U [(var — Nas)>evaiH,)

Si H, est re¢aliseé, v,,>nK—p’ d’on

KS o~ KS
p{’L:Jl [(\',,_, —.\',,‘,)>EV,,_,]/II’I} = P {’l;]‘ ,(V,;_y — ,,.,) >£nK_"p']/Hn};
KS - KS
PLU (o= Ru)>enK = H} < P{U [ Vo — o 18] > 5 nK~p')1Hy)

KS
(1) +P(,L__J‘[ nu[Ax.]—npk.r > »§_nK“’p'J/Hn)

P{U (N —nprs| > 5 K= 'V
+ {,L.:,l“ nor "PA.I!> 3 K p] ll}'

Pour n suffisamment grand, le deuxi¢me terme du second membre de Vinégalité
(1) est nul d’aprés le lemme 4. IV.
(1) implique pour n suffisamment grand

Py fj‘l (Var — Nus)>eva )N H}s P{(fjl [ Va.—nu[Ax,)| > nK=p') 0 H,}

KS
+PUU [N =npr, | >3 nK =0 D1 H )
d’ol1 d’apres les lemmes 5 et 6.1V
KS - it
P{( U‘I(V’l.r - n,r)>£\'n_'])}SU'|+(D;.+R”;|)

e PA,>e)mU,+o,+P (H,)
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La convergence des séries de terme général U, o, et P(H,) implique celle de la
série P(A,>¢).

Théeoreme 3. IV. Sous les hypotéses génerales du paragraphe Il et celles des
théoremes 2 et 1, la relation K*=0 (——-) implique la convergence uniforme pres-

Logn
que compléte de .k vers V.

Preuve: Ecrivons y,x sous la forme

lv;

VX €A k() =—— T Yol T oyw

nr ‘_( :”"_”l.’ n.r i(ln_,
A - N,
= z Y 4y k(x) . -5
Var pd Va,r
i€ Cn.r—/n.r

d’ou

‘vn.r o~ Nn. 1
Wk (X)=w(x) S (1= 52) Aot Wak(x)— =5 —w(x) .
Il en résulte que
-~ AV"
(1) AWk WIS AAF  SUp  (Waa(x)
x€[0,1)° nr

—y(x).

Considérons le second terme dans le second membre de (I). On a:

~ S,

=~ ‘Nn.r S~ Nn,r Nn.r 1yt Nn.,
Vax(X) 5= w(x) < (X)) 5 ) - e
nr n, nr

nr r

d’ol, en posant ¢ = sup|y(x)|et comme NourSVar
x ([001)°

. N N
sup | Y a(X), == w(X) [=d(Yany) + OA,
v €10.1)° et

refn, .., K5}

Il en résulte que

(2) d(Wan, V)=A A0+ A0+ d(Wnk: V)

Chaque terme du second membre de (2) converge presque complétement vers 0
lorsque 7 —+ co. On en déduit que

d(Wnx, W)— 0 p. co. lorsque n— + o,

Remarque: Si A, était une v. a dominant presque sirement Y(® on aurait alors
la convergence uniforme presque siire de y,x vers y.

V. Vitesse de convergence. Considérons les hypotheses suivantes:

¢) v est différentiable de dérivée bornée (i. e)) (30>0), || grad (v)|=D

f) MAx) - Pre=00).
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On a le théoréme suivant:

Théoréeme 1.V. Supposons que les hypothéses du paragrapke 11 soient satis-
faites ainsi que les conditions a,-b, ¢, d, e, f, H, H}, H,

0 | 4 2
Min (Ji7K), K

Posons  #(n) = (Log n)°

alors pour tout 0, 6> % la relation K’:O(Lo';" ) implique

P(lim «(n) d(v, vax)=0)=1.

n—+oo
Pour montrer ce théoréme on aura besoin des théorémes et lemmes snivants:
Théoréme 2.V. Sous les hypothéses du théoréme 1. IV la v. a. »(n)d(ynx,Vv)tend
presque complétement vers O lorsque n— + :c,K‘:o(éT), %#(n)=co(1), 0>~§—
Preuve: Ona y(x, x')€[0, 1[*X[0, 1[’,
v(x)—w(x)=(grad (v) (§), x—x') avec {¢]x, x’]
= |grad(yv) () ./lx—x"|.
D’on
' ’ D
v (% X)€Bxr XAk | W(X)—W(x) | ==~ J’ .

DJs

Prenons A, = dans le lemme 3 et considérons l'inégalité (3) dans la démon-
stration du théoréme l.lV, soit

0)  P(Fr — EFurdF, 0 (XD, X0) >+ aV I N (X X520~

ol dans cette inégalit¢ ¢ est quelconque et « vérifie
(1) 0<aMs 5

Choisissons a et ¢ vérifiant les conditions

D) ¢ .“’;}"V et i) ‘K

~+aVs )

on en déduit les inégalités suivantes

(2) 2aVs ~+aVs —— n(n)
d’olr
D |
3) &= i)
JATKs eD _ De(Logn)’

Comme x(n) < Logn® on a §V—“(")> 2V yiKs
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Prenons alors

p— DC(LOgII)o . d9 N
) o=k o

(i) devient
(5) c

263 (L ,
Prenons ¢= D (Tc:,g,ﬁ,)ﬁ’ .

_DxtLogn)’ '
4y

v

on a

cKs Dc(Logn)e\/F/_n___ Ds(Logn)o De
(6) anp” 2 T Vn/Ks 2u(n) °

(2) et (6) impliquent qu'on a bien la condition ii).
(1) est vérifié pour n assez grand.
D’aprés le lemme 3.1V on a

() WA € Axr | EVns Fy (XD, .oy X)) —w(x) [<2hx
R,  2sum) 25 K
W Ke T eKs(Logn)’
<0
-
€5 onime (f\i’\'a‘ -+ 0 lorsque n — + =, on en d¢duit que pour n suffisamment grand
€ (Log n)
eD
P Sy

On a d’apreés le choix de ¢

D*¥(Log n) 2% g
) v

(8) P(:?n.l"E():}/l.l ‘(FI,‘ N (4\/1("), oo .\’(’::1))’ > :('%/Hn n (X(l'l), .e oo 1\’%}))2:28.

(7) et (8) entrainent
D e (Log n)%%p’

” | 2De |7 -
VX €Ak P Wna(X)—w(x)| > ch")" (X, .., X)) < 2e W :
d’ou
oD D (Lo )P
~ 6 oy . ;
Pd(Wnx, V)> )"(,“)'/H,,)r,\ 2K°e " .
ce qui implique
De*(Log n!'_"sp’
v

- 2D >
PUd(Wnr W)> ) [ Hp) 2K
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Il en résulte que
D%? (Log n)20

P(d(Ynx: w)> )«zK’ T L P(Ay.

D2e¥ Log rz)29

La série {2K°exp (— )} est convergente.

4V
En effet, K*<n pour n assez grand et
204 20 26
(8) Log nd exp (— 2 (Logm)” (:‘Sg ") = 3Logn — et Logn (i-ovg L
Le second membre de (8) tend vers —-o lorsque n— +co; d’olt la série de terme

général 2K° exp (— —DM—) converge.

Comme la série {P(f:i,,)} est convergente on a le résultat désiré.
Lemme 1.V. Sous l’hypothése f) on a

“iﬂ K w(n) (W[Ak.)—px.)=0.

. | Kol —rre) ¢
Preuve: Kon(n) (W[Ax ] —prr)= (Log 1 nrto

Lemme 2.V. Sous les hypothéses iii) et iv) du paragraphe [l, la série de terme
général U, défini par

p'K—s
(ve'>0) U, = P( U (1 ,,,-np;\,|>n x(,,) )) est convergente.

Preuve: On va utiliser les résultats du lemme 5.1V en substituant a e &'/x(n).
L’égalité (3) de ce lemme donne pour tout #==2yLog n?®

(l) t\/ni—}_u_x(n_*)_ Q\r"{a \c, x(n)
e'nK—sp’ e'p’

2V3a \/s,, “x(n) (2\/3«1 Ve, V7K _2\3a Ve, V(Log ne,
Y “ ¢'p’(Log n)° ¢'p’(Log n)®

 2{3a_
e'p’ (Log n)

—0 lorsque n— + oo

= 0172

ce qui prouve que pour 2 suffisamment grand on a

s _ & nK—sp'
tnKsa < m

d’olr il résulte que, pour n suffisamment grand

P(N,.,— npi. | >e'nK=5p'[x(n))=2e O n_j_ .

25 Cepamnka, Kku. 4
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U, <2K*/n?; la scrie {27?} est convergente d’out {U,} est convergente.

Lemme 3.V. Sous les hypothéses H;), 1)), H,) et I'hypothése iii) du paragraphe
/1, la série de terme géneral o, définie par

K.\
(ve'>0) o =P{ “,1(; Vo r—nu[Ax, ] |>¢€ p'nK=%(n))} est
convergente.

Preuve: On utilise de méme les resultats du lemme 6. IV.

Considérons lin¢galite (5) de ce lemme; on a, en remplacant & par &'/x(n):

5) ok e
g 2Var Mo Bks) 2Ax(n)
——> r ot ’ 0
LK e E0 e (logn’
Or #(n) Logn® " Dol Sain) D Ik A

Prenons
¢ p’(Log n)° > _ n(e'p"P(Log ) A
= 22 a2Var(Va)s ————— ‘&
24\n/K> 4 4z " Ks
Kc
(€'p) (Log m)*
: 4A
r N2 L 20
Prenons ¢, = &'p 24(A ogn) .

on veérifie alors que pour ces choix de ¢, et ¢, on a
(‘ 1]
o e, Var (Va,r)=ne'p' K= [%(n);
r

donc Pinegalité (0) du lemme 6 implique, lorsqu’ on remplace & par &'/x(n)

(e’ p’)* (Log n)20

P(| Va,—np Ak, >€'p'nK 7 %(n)) = 2e " ;
d’ol
y _ (&) (Log m®
¢ vs2Ke

et la serie dont le terme général est le second membre de (6") est convergente.



Etude d’un estimateur de la fonction de régression. .. 395

Théoreme3.V.Soit A, la v. a définie par

~
N,

)-

A =%(n) sup (1—
KS

r=l,..., nr
Sous les hypothéses des lemmes 1, 2, 3V, la v. a A, tend presque complétement

1
vers 0 lorsque n— + 0, 0> —--

Preuve: On utilise le méme raisonnement que dans la démonstration du théo-
réme 2.IV.
Preuve du théoréme 1.V: Elle résulte de l'inégalité (2) du théoréme 3.1V, soit

d(Yn,k \V)éAnAo'*'An(P'*'d(‘;n.l\’x V).
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