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PROBLEMES UNIVERSELS RELATIFS AUX CLASSES POLAIRES
DEKO V. DEKOV .

Des problémes universels sont considerés dans la catégorie des classes polaires. Nous utilisons les
notions et les notations introduites par Ch. Ehresmann [6].

Certains resultats de ce travail ont été résumés dans deux Notes aux Comptes Rendus de I’Academie
Bulgare des Sciences |3,4].

1. Classes polaires. Les notations de ce travail sont ceux du livre [6]. En parti-
culier, .# désigne la catégorie des applications associée & un univers .#,; 4 (resp.. A")
désigne la cat¢gorie des homomorphismes entre graphes orientés (resp. entre classes
multiplicatives) associée a /.

Une classe polaire est un quadruplet P-=(C, &, B, @) tel que [C]=(C, B, a) soit un
graphe orienté et que C'=(C, k) soit une classe multiplicative. Soient P-=(C, &, B, a) et

P =(C, k, B, @) deux classes polaires; on appelle homomorphisme de P vers P un
triplet (P , 0, P) tel que

(Cl, 0, [C)EF et (C, 0, C)EN.

Soit #7; la classe des homomorphismes entre classes polaires (P 0, P) tels que
(C o, C)GJ{ La classe A", est une catégorie pour la loi de composition:

(P, ', 0, P').(P', 0, P')=(P‘, ¢, 0, P) si, et seulement si, P=P'.

Nous identifions la classe d'objets de 47, a la classe d’unités de A4, notée (A7),. Pour
simplifier I'écriture, nous désignons C'= (C k, B, a) au lieu de P-= (C k, B, a).
Soit p 4 le foncteur canonique de 47, vers .#. On définit sous-classes polaires

g
et classes polaires quotient comme p .~ -sous-structures et p - -Structures quotients.

Soient C'=(C, &, B, a) une classe polaire et r une relation d'équivalence sur C. On
dira que r est bicompatible sur C* si r est compatible avec a et B ([6], chap. IlI, déf.
12) et si r est compatible sur (c, &) ([6], chap. I, déf. 10). Pour qu'il existe une classe
polaire qotient C/r de C- par r, il faut et il suffit que ~ soit bicompatible sur C-. Soit
R la classe des relations d'équivalence bicompatibles sur C et contenant r. La relation
intersection des toutes 7/, '€ R est une relation d’équivalence bicompatible sur C- appelée
relation d’équivalence bicompatible sur C* engendrée par la relation r.

Soit (C, ¢, C) €N 4. Soit 7, la relation d'équivalence sur C assoc1ee a ¢. La rela-

tion r, est blcompahble sur C-. Soit 7 une relation sur C et soit 7 la relation d'équiva-
lence bicompatible sur C-. engendrée par r. Si lapphcatnon ¢ est compatible avec 7

(cest-a-dire si rc=r,), alors ¢ est compatible avec 7 (c’est-a-dire re To)-

2. Précatégories quotlent Soit [C]=(C, B, @) un graphe orienté. Comme dans [9]
n?u)e g(éfslgnons par #[C] la classe des couples (g, f) tels que f¢C, g¢C et
g
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Définition. On appelle précatégorie une classe polaire C=(C,k, B, a) dans

laquelle sont vérifiés les axiomes suivants:
) x[Cl=C.=C.

(P.2) (f, a(f)eC=C, (B(f), )eC=C et f.a(f)=B(f).f=f pour tout feC.

(P. 3) Les conditions (g, f)€C-xC-,(h, 2)€C+C, (h,g.f)eC=C et (h.g f)eC *C.
entrainent h.(g.f)=(h.g).f.

Nous désignons par 47, la sous-catégorie pleine de 47, ayant pour unitésles pre-
cateégories et par p w, le foncteur canonique de A7, vers Jl On deéfinit sous-précaté-

gories et precatngorlea quotient comme p - -sous-structures pr -structures quotients.

Pour que G'¢(4,), soit une sous-précatégorie de /7€ (A7), il faut et il suffit que G.
soit une sous-classe polaire de /. Remarquons que dans un cas géncral G- peut ne
pas étre une sous-classe multiplicative stable de .

Soit v, le foncteur de A"p vers % associant [C €%, a C € (N ),

[‘heorcme 1. Le foncteur: q4 , admet un adjoint a gauche L./V

Démonstration: Supposons [G]=(G, B, a)¢%,. Soit Ly[G] la classe des chemins
propres de [G] avec un longue 2, c’est-a-dire la classe des couples (g, f) tels que f€G,
f¢(Gl, g¢G, g#[G], et a(g)=B(f). Associerons a [G] un graphe orienté [G] (G, B, a),
G G=(, définit comme suit: G\ [G], est la classe des ¢léments (g, f) tels que
(& f)eLy[G]; [G], est la classe AUB oit A (resp. ot B) est la classe des élements

a(g, f) (resp. des ¢léments B(g f)) tels que (g, f)€Ly[G]. On a (G, B, a)€¥,, en defi-

nissant: o (g f))= a(g f) et B((g /)=B(g f) si (g )G\ [G], et a(e)=Ple)=e si
e¢[Gl,. Posons LJV,,[G] GUG. La classe L.V,,[G] est munie d’une structure de graphe
orienté comme suit : a(k)=a(k) et B(h)=B(k) si h¢G; a(h)=a(k) et B(A)=B (k) si
h€ G. Les composés autres que le composé d’un élément avec ses unités a droit et a
gauche ¢tant:

k(g f)=(g, f) si, et seulement si, (g f)€ Ly[G].
Les axiomes d’une précatégorie sont vérifiés par (me [G], &, B, a). Soit J lapplication
de [G] vers L./V,,[G] définie par: j(f)=fsi f¢G. On a j:((L./V, [G), B, a), J, [G)€¥
Soient C-=(C, k, B, a) une précatégorie et y=([C], v, [G)e9. Si (g f) e G _[G) il
existe un et un seul ¢lément (g f)€Ly[G] tel que k(j(g), j(f))=(& f). La relation

(g f)(L,[G] entraine a(\v(g)) = B(w(f)) d’olt (y(g), w(f))(C « C*. Définissons lapph-
cation (C, v/, Ly [G]) comme suit: f—w(f), si f€G, (g f)—v(@.-v(f) si (&)

€GN\ [Glp (g f)-'a(\v(g) w(f). si alg f)eA, Blg f)— Blw(&). v(f)).siB(g f)EB.
On obtient

v=(C v, Ly JGEN, et \v:=q&4f’(w’).f-

Il en résulte, d’aprés le théoréme 2,n° 1, chap. IV, [10], que le foncteur v, admet un
adjoint a gauche L,V,-
Une q_/y‘p-structure libre engendrée par un graphe orienté sera appelée précatégo-

rie libre. La précatégorie libre construite dans la démonstration du théoréme 1 sera
appell¢e précatégorie libre des chemins de [G].
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Soit # la sous-catégorie pleine de 47, formée par les homomorphismes entre caté-
gories. Soit L[G] une catégorie libre engendrée par [G]¢ %, Alors L[G] est une
(#, A/ ,)-projection de LJV,[G]' pour tout [@].

On appelle base de précatégorie une classe polaire C'=(C, &, B, @) dans laquelle
sont vérifiés les axiomes (P.2) et (P.3).

Supposons C-=(C, &, B, a)€ (N ), Soit r(C') la relation (C, A, C) olt A est la classe
des couples (2.(g.f) (h.Ag).f) tels que (g f)eC =C (h, g)€C=C, (h g.f)eC =C.
et (h.g f)€C+C-. Soit r(C’) la relatien d’équivalence bicompatible sur C- engendrée
par la relation r(C-). Soit 7, la relation (L/,[C']' B, L.A’,,[G'D ot B est la classe des
couples (g f). g.f) tels que (g, f)€C +C- Soit r, la relation d’équivalence compa-
tible avec a et B engendrée par la relation 7, Soit j=([L_A,-p[C']]. J, [C*]) €% le homo-
morphisme universel construit dans la démonstration du théoréme 1. Soit ;P"‘(L./V,[C']'
[ Tov T LA’,[C']) le pfg-épimorphisme canonique. Posons { =7, j. Ona {=([L -'Vp[C.]./;"]'
{, [C)e¥. On montre que { est injectif, c’est-a-dire { admet un inverse a gauche C.
Désignons K(C'):L,V,,[C']'/;;=(K(C')v k, B, a) et posons K(C)L=K(C/, k) ou la lo;
de composition & est définie par: &(&)=k(Z), si E€K(C) »K(C) et k(E)=L.k.(CsT)(E)
si E€(L#0)(C +C), E¢K(Cy.»K(C). Soit C- une base de précatégorie. Soit 1=(K(C)* v,
K(C))eA g ol v est l'identité de K(C). Désignons r=r(K(C)4). Soit r = ( K(C)*+
[r,r, K(C)L)le p/g-épimorphisme canonique. Posons ¢(C') =r1{. On montre que

o(C)=(K(C)H/r, o(C), CYeN
Définition. Si homomorphisme ¢ (C') est injectif, on dira que C' est une
base réguliére de précatégorie.
Nous désignons par # , la sons-catégorie pleine de .47, formée par les homomorphis-
mes entre bases réguli¢res de précatégories et par p 5 le foncteur canonique de
14

.9'; vers .

Une base de précatégorie peut ne pas étre une base réguliere de précatégorie
comme le montre exemple suivant: Soit C- la base de précatégorie ayant 6 sommets

distincts e, T<6 et 9 autres homomorphismes f;, j=9 tels que I'on ait:

f1€e,.C .0y, fo€ey.C.ly fr€e,.C ey fiEe;.C ey, fiee,.C.ey
fo€es.C ey, fr€63.C .5 fo€es.Cr ey, fo€e,.C e
Les composés autres que le composé d’un élément avec ses unités a droit et a gauche

étant :
fa-fi=fo fa-fa=fo fi-fo=fo fs-fr=6€5 fo-fs=fs fs-fi=és

Désignons o(C*)( f))=f;. On obtient fy~ f; (mod rec,)). Ceci montre que I'homo-
morphisme ¢(C*) n'est pas injectif el que C' n'est pas une base réguli¢re de précatégorie.

Soit C' une précatégorie. Dans ce cas, K(C')- est une précatégorie et I'homorphis-
me (C') est injectif. Il en résulte que A7, est une sous-catégorie pleine de .9';. Si
de plus C- est une catégorie, on montre que K(C) =K(Cy.On a donc: Tout caté-
gorie C- est une précatégorie quotient d’'une précatégorie libre, a savoir la précatégo-
rie, libre L _”-’[C-l-.

15 Cn. Cepauka, ku. 3
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On appelle précatégorie non-associative une classe polaire C'=(C, %, B, a) dans
laquelle sont vérifiées les axiomes (P. 1) et (P.2). Nous désignons par A7 la sous-
catégorie pleine de .47, formée par les homomorphismes entre précatégories non-asso-
ciatives et par p (- le foncteur canonique de 4, vers /.

14

Supposons C'E(./V’:)O. Soit F(C') la relation définie au-dessus. Désignons r=r(C).

Proposition 1. Si la classe polaire quotient C'/r est une précatégorie, C|r
est une (N, N )-projection de C-. ~

Démonstration: Soit j le pA~g-épimorphisme canonique de C vers C*/r. Sup-
posons y=(C', v, C)eA", et C=(C, & B, a)€A ) La relation (h.(g.f), (k-g)-f)€A

entraine v (%.(g.f))=w(h).v(g-[)=w(h).w(g) - w(f)=(w(h)- W(&)-v(f)=w(h-8).v(f)
=y((2.g).f). 1l en résulte que I'application v est compatible avec r, c’est-a-dire il

existe une surjection y’ telle que y’j=y. Puisque j est un pwg-épimorphisme, on ait
\_v_’=(6', v, C‘/;)E«V,',- De plus, par hypothése, C- est une précatégorie. Donc j est un
(N A ,)-projecteur

Remarquons que la classe polaire quotient Cjr peut ne pas étre une précaté-
gorie.

Théoréme 2. F' est une catégorie a N ,-projections et il existe un foncteur
(AN F )-projection naturalisé (N WV JVp) tel que N JVP(C') soit la classe polaire
quotient de K(C')' par r pour tout C-¢(#,),-

Démonstration: Nous utilisons les notations précédentes. Désignons v - (C*)

Y4
=@(C-). Montrons que vy (C) est un (&, F )projecteur. Puisque ’homomorphisme
P ~

v, (C) est injectif, K(C)'/r est une précatégorie. Supposons y=(C, y, C'¢F, et
E-:(&, K, B, @)€(A4",),. D’aprés le théoréme 1 il existe un et un seul L(\v_)=(C'. L(v),
LWP[C']')E-/V, tel que L(y)j=v’. La relation ((g f), g.f)€¢B entraine L(yv) (g f))
=y(g)-v(f)=w(g.-f)=L(v) (g.f)- On en déduit qu’il existe une surjection v telle que
gr,:L(\l_l). Puisque r; est un pde-e'pimorphisme, on ait v=(C-, v, K(C))eAN, De
plus, on montre que '5:((’5', (2 K(C): ¢ ¥ ,. Désignons n=t4 Il en résulte qu'il
existe un et un seul vEA, tel que v.n=y. On a K(C)L€(A4,), et, puisque K(C)'/r
est une précatégorie, d’aprés la proposition 1, 7 est un (47, A4 ))-projecteur. On en
déduit qu'il existe un et un seul y’ tel que vy’ .VJVP(C')=\|I. Ceci montre que V/V,,(C')
est un (A, 5",',)-projecteur et, d’apres la proposition 25, chap. IlII, [6], il existe un
foncteur (A°,, # )-projection naturalisé (NJVp’ v/p) tel que N./V,,(C') soit la classe

polaire quotient de K(C')' par r. .
Soit #, la sous-catégorie pleine de 47¢ ayant pour unites les bases de précate-

gories. Soit j un (A,, #,)-projecteur de source C-. Pour que C' soit une base de
précatégorie réguliére, il faut et il suffit que j soit injectif. . _

Soit (Nmp, VJV,,) le foncteur (A7,, # )-projection naturalis¢ construit dans le
théoreme 2. _

Théoréme 3. Soient C: une précatégorie et r une relation d’équivalence sur C.

Pour qu'il existe une précatégorie quotient C- de C par r, il faut et il suffit que r
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soit bicompatible sur C-, que Cr soit une base de précatégorie régulicre et que
Uhomomorphisme v Ny (C:/r) soit surjectif. Dans ce cas, C- est isomorphe a
N‘/Vp(c'/f).

Démonstration Soit C* une précatégorie et soit r une relation d’équivalence
sur C. Supposons qu’il existe une précatégorie quotient C- de C- par r. Soit r le
pmp-épimorphisme canonique de C- vers C-. Puisque re¢Ag, la relation r est bicom-
patible sur C-. La précatégorie C* verifie I'axiome (P.2), par consequent la classe polaire
C /r aussi verifie l'axiome (P.2). De plus, puisque C- verifie I'axiome (P.3), la rela-
tion C/r*C:/r—C-=C- entraine que C-/r verifie I'axiome (P.3). Il en résulte que C/r
est une base de précatégorie. On montre que 1=(C, 1, C/r) est un (A ,, F,)-projec-
teur. Il en résulte que C/r est une base réguliére de précatégorie et que V./V,,(C'/’) est
surjectif. Le reste du théoréme est évident.

Soit J-’Vg la sous-classe de 47, formée par les homomorphismes F=(6‘, F, C)
tels que F(C):C";',. Désignons Jd‘rp:.ﬁ”pﬂlﬁfg. On montre que J./Vg (resp. que jJVp)
est un idéal de 4, (resp. de A7,). Soit % une des catégories Ay A7,. Soit H €,
et soit G- une py-sous-structure de H-.

Une (py ., Jg)-structure quotient de A par «G- sera appelée classe polaire (resp.

précatégorie) quotient de H par G- si % =A"g (resp. si U=Np).
Soient H- une classe polaire et G- une sous-classe polaire de /. Soit 75 la rela-
tion (H, A,z H) ot Ag est la classe des couples (g, a(g)) tels que 2¢G (7).
Théoreme 4. [l existe toujours une classe polaire quotient H'/G' de H' par
G-, a savoir la classe polaire quotient H-|rg de H- par rgoi rg est la relation d’équi-
valence bicompatible sur H- engendrée par rg.

Démonstration. Soit rg= (H'/?G, 70, H*) le Py -épimorphisme canonique. Sup-
g

posons (p=(ﬁ', 0, H)e¢e N et o(H )= Flb. La relation (g, a(g) ¢ A entraine ¢(g)=o(a(g))

d’olt rg=rp or on a r’(;c,r,,; ro est la relation d:équivalence sur /1 associ¢e a ¢. Il en

résulte qu’il existe une surjection vy telle que yr;=9. Puisque rg est un Py -épimor-
- - - 4

phisme, on a y=(H", v, H") ¢4 . Ceci montre que H|rg est une classe polaire quotient
de H- par G-.

Soient H* une précatégorie et G- une sous-précatégorie de F-. Soit 70 la relation
construite au-dessus.

Théoréme 5 Pour quil existe une précatégorie quotient H'/G* de H- par G.
il suffit quil existe une précatégorie quotient H-de H* par re- Dans ce cas, H*|G.
est identique a H-.

Remarquons que lexistence d’une précatégorie quotient F-/G- de H- par G.
n’entraine pas l'existence d’une précatégorie quotient H- de H- par rg.

3. Classes polaires quotient. Soit 4™ (resp. A7, ##, F', F, F) la sous-caté-
gorie pleine de .#°, formée par les homomorphismes entre quasi-graphes multiplicatifs
(resp. entre graphes multiplicatifs, quasi-catégories non-associatives, quasi-catégories, caté-
gories non-associatives, catégories).

Soit % une des catégories F#, F', F", F. Désigonons par g4 le foncteur de %

vers 4 associant [C*]¢9%, a C €%, et par Ly[C] la gg-structure libre des chemins de
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C] Supposons C- ¢4 . Soit r[’?l (C-) la relation (Ly [C*], B, Ly [C*]} définie dans le
n® 4. [9], si n=2. Soit ¥~ une des catégories #F", #. Soit r;/(C‘) la relation (Ly-[C"],

A, Ly-[C]) oit A est la classe des couples (f, B(f).f) et des couples (f, f.a(f))-
Posons

r g (CO=r pa(Ch 14, (CY=r L, (C),
rf”(c.)=rd u.(C.) U r'g/-/'(c.)' "f (C.):rf(c.) U rf(c.)‘

Théoréeme 6. C* admet pour (U, N™")-projection la Py -Structure quotient de
L%[C'] par rj” (C*) ou ?%(C') est la relation d'équivalence bicompatible sur
Ly, [C°] engendrée par ry [C-].

Supposons C-=(C, &, B, a)€(A g)p- Soit 7 v la relation (C, A, C) oit A est la
classe des couples (¢’, e) dans laquelle est vérifice la condition: il existe un élément
(g f)eC-=C- tel que a(g)=e" et P(f)=e ou a(g.f)=e" et a(f)=e ou P(g.f)=e" et
B(g)=e. Soit r 4 la relation d’équivalence bicompatible sur C- engendrée par la rela-
tion 7 you.

Théoréme 7. A, est une catégorie a U-projections et il existe un foncteur
(U, N g)projection naturalisé (N, vg) tel que Ny, (C*) soit la pg-structure quotient
de Ly [C'/?JV”] par ’;%(C'//r\_ya) pour tout C-¢(Ng),-

Ce théoréme résulte de la proposition 25, chap. Ill, [6], du théoréme 6 et du théo-
réeme 7, chap. IlI, [6].

L.',[G] L, [G]

L,# [G) L..1q)

L ;'[G) L,[G)

Ls# [G] - L;»[G)

Fig. 1

Si (Ng,vg) est un foncteur (F, A )-projection naturalisé, pour simplifier
I'écriture, parfois nous désignons (N, v) au lieu de (Ng, vg). Soit C+ une précatégorie.

Définition. On dira que v(C') est un (¥, N ,yprojecteur strict, si N(C') est
une classe volaire quotient de C-.
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Exemples: 1° Si C* est une catégorie, V(L./V, [C°]) est un (F, A ,)-projecteur
strict.

2° Soit R, la précatégorie des relations construite dans le théoréme 4, [2, 5]
Alors v(&,) est un (#, ﬁp)-proiecteur strict.

3° Soit A7, la sous-catégorie pleine de A4, ayant pour unités les précatégories
verifiées la condition : Les relations (g, f)€C = C-, (2, @ €C* = C-, feC\_[C]y 2€CN\_[C]y
et £€C\[C], entrainent (4, g.f)€C- = C et (h.g f)€C-+C-. Soit g 4 le foncteur de

A, vers 4 associant [C*]€%, a C € (A,),. Alors le foncteur 9, admet un adjoint a
gauche L./V, tel que v(LJV’ [C]) soit un (#, A ,)-projecteur strict pour tout C-¢(A",)

Remarque. Supposons que v(C-) soit un (#, A4 ,)-projecteur et que N(C") soit
une précatégorie quotient de C-. Dans ce cas v(C-) peut ne pas étre un (&
A )-projecteur strict, comme le montre I'exemple suivant: Soit C* la précatégorie
ayant 12 sommets distincts e; et e, i <6 et 6 autres homomorphismes f;, f;¢e;.C. e;,
Jj=<6. Les composés autres que le composé d'un ¢lément avec ses unités a droit et a
gauche étant:

fa-fi=fo fa-fa=fs et f3.-fi=fo

Alors N(C-) est une précatégorie quotient de C+, mais v(C) n’est pas un (&, A4",)-pro-
jecteur strict.

Supposons C*€(A47,),. Soit T g

;J,., C) le p . -épimorphisme canonique.

la relation définie au-dessus. Soit j=(C /7 ",y

g
Proposition 2. Si jeA,, alors j est un (#, N ,)-projecteur strict.
Démonstration. C-/r ., est un quasi-graphe multiplicatif et, par hypothése
c-/ rj e est une précatégorie; il en résulte que C '/7 e est une catégorie. De plus,

J est un (¥, A ,)-projecteur et puisique B(j) est une catégorie, j est un (&, #",)-pro-
jecteur. Ceci montre que j est un (#, A4 ,)-projecteur strict, puisque j est un Py -épi-
4

morphisme.
Soit A7, la sous-catégorie pleine de 4", ayant pour unités les précatégories C- tel-
les que v(C-) soit un (#, A ,)-projecteur strict. Soit % le foncteur canonique de A"

vers 4. Remarquons que A", n'est pas'une catégorie a q:V -structures libres, comme le
5

montre P'exemple suivant: Soit C- la précatégorie ayant 8 unités distinctes e;, i<8 et
5 autres homomorphismes f;, j=<5 tels que l'on ait: f,¢e;.C .e,, fy€e;.C-.e,,
fs€e,.C ey fi€ey.C.e5 fs€eq.C.e;. Les composés autres que le composé d’un
€lément avec ses unités a droit et a gauche étant:

fa-fi=fo fa-fa=fs er.1=f, €5.,=fy, €,.e,=f;.

Soit [G] le sous-graphe orienté de [C-] définit par la sous-classe {f, f,, f5}. On ait
Ce(Ny)y et j*=([C), v, [G])€9. Supposons qu'il existe une q 4 -structure libre L 4 [G].

La relation L f’[Glé(wV +)o entraine que L Af’[G] est une sous-classe polaire de L /:[G].
Désignons j'=([L 4~ [G]], v, [G]). Il en résulte qu'il n'existe pas un homomorphisme v
de LJV:[GI vers C* tel que y.j =/ Donc A, n'est pas une catégorie 2 q 4 -Struc-
tures libres. ’
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On appelle quasi-précatégorie non-associative une classe polaire C- dans laquelle
est vérifiée I'axiome (P. 1) Désignons:

(P. 4) Les relations (g, f)€C-+C- et (g, h)¢C-«C- entrainent (&, g.f)€C +C- et
(h.g fIEC =C-.

(P.4") Les relations feCN\_[C], €CN\[Cly, RECN\|[Cly (g f)EC«C- et
(h, g)€C-*+C- entrainent (4, g.f)€C-+C- et h.g f)eC-=C-.

On appelle quasi-précatégorie non-associative (resp. quasi-précatégorie, précatégorie
non-associative, précatégorie) régulicre une quasi-précatégorie non-associative C-=(C,
k, B, a) dans laquelle est verifi¢ axiome (P.4) (resp. (P.3) et (P.4); (P 2) et (P. 4);
(P.2), (P.3) et (P.4"). Nous désignons par A ¥ (resp. par. A". A7, A ) la sous-
catégorie pleine de A7, formée par les homomorphismes entre quasi-précatégories
non-associatives (resp. entre quasi-précatégories, précatégories non-associatives, précaté-
gories) régulieres. Soit # une de ses catégories et soit Iy le foncteur canonique de

U vers 4.
Proposition 3. Le foncteur g5 admet un adjoint a gauche Ly, .

A tout graphe orienté [G] est associé¢ canoniquemment un cube commutatif (Fig. 1)
ayant pour sommets les g --structures libres ¥ =A%, N, NN, FEFFF

et tel que pour tout fleche f de ce cube B(f) est une classe p01a1re quotient de a(f).
Soit # une des catégories F+, F' F'. Soit (A g1, vz+) un foncteur (', #™)-pro-

jection naturalisé. Soient C- une quasi-catégorie non-associative et r une relation
d’équivalence sur C-.
Théoréeme 8. Pour qu'il existe une pg,-structure quotient de C-€%U, par r, i

faut et il suffit que r soit une relation d'équivalence bicompatible sur C- et gque
p W, (vg (C- /1)) soit une bijection (resp. que r soit une relatior d’équivalence bicom-
pattble sur C- et que C-|re¢U,) si U=F' (resp. si U=F", FF).
Démonstration Supposons #=F#. Soient C-¢.#; et r une relation d’équi-
valence bicompatible sur C-. Alors le quotient C-/r est un quasi-graphe multiplicatif.
Soit (Nfz:' vg,—;,) un foncteur (3*‘”, A")-projection naturalis¢. D’une maniére analogue

comme dans la démonstration du théoréeme 11, chap. III, [6], on montre qu’il existe

une py#-structure quotient C- de C- par r si, et seulement si, r est une relation
d’équivalence bicompatible sur C- et si pAf (v i . (C+/r)) est une bijection. Supposons

H-¢A7;. Dans ce cas, I'homomorphisme vy¢(H ) est injectif et vy (F7°) est surjectif

si, et seulement si, H* est une quasi-catégorie non-associative. Il en résulte qu il existe
une p}_n-structure quotient C- de C- par r si, et seulement si, r est une relation

d’équivalence bicompatible sur C- et si C-/r¢##. Dans ce cas, C* est identique a
C-/r. Le reste de la démonstration est évident.

Remarque. Si C- est une catégorie et si r est une relation d’équivalence bicom-
patible sur C-, C*/r ne vérifie pas les axiomes (G. 3) et (G.4) (conformement déf. 11,
chap. I, [6]) dans un cas général. Par exemple: Soit C* la catégorie ayant 16 unités
distinctes e, i< 16 et 14 fleches f;, j=9 et f/, £=5 telles que l'on ait (Fig. 2)

fi€e,.C ey, fr6ey.C ey fi€€,.C .5 fi€e5.C e,
fs€e13.C ey, fo€es.Couy fr66y.C e fo€ey .C ey,
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fo€ew.C.eys f, .€es.Coer fy€en.Coyg f€1.Cuen,
fiees.C.ey, f,.€ey.C .05

~

/i
f1 . fJ 1
1 1 ]7 ]2
fe | /2
s
/i 1
fs fo A
—— —— ——————{
C d 3 C‘/f
Fig. 2

Les composés autres que le composé d’un élément avec ses unités a droit et a gauche
étant:

f2-f1=f4v .f3'f4':f6v fsl 'f1'=f7' fa’ ‘f2'=f5'
Soit r la relation (C, 4, C) oit A est la classe des couples (f;, f;), /=5 et (es €1)-
Soit 7 la relation d’équivalence bicompatible sur C* engendrée par la relation r. Alors,

le quotient C'/rA ne vérifie pas les axiomes (G. 3) et (G. 4). En effet, soit 7~le
Py -épimorphisme canonique de C- vers C:/r=(C/r, k, B, a). Désignons r(fi)=1;-
14

L’axiome (G. 3): On a ﬁ.(fz.ﬂ):#(ﬂ.f;).ﬁ. L’axiome (G. 4): On ait E(f;):ﬁ(]’;)

et (Fo fu)é C-/r «C-[r. Cet exemple montre aussi que si C* est une quasi-catégorie
(resp. une catégorie non-associative, une quasi-catégorie non-associative) et si r est une
relation d'¢quivalence bicompatible sur C- le quotient C:/r ne vérifie pas les axiomes
(G. 3) et (G. 4) (resp. I'axiome (G. 4)) dans un cas général.

Soit J}_;: la sous-classe de # % formée par les homomorphismes F=(6. F, C)

tels que F=(C) :C‘:,'. On montre que jyz est un idéal de #¥. Soient H- une

quasi-catégorie non-associative et G- une sous-quasi-catégorie non-associative de H-.
Soit 7, la relation construite dans le théoreme 4.

Une (pfa. jyn)-structure quotient de H- par G sera appellée quasi-categorie
non-associative quotient de /- par G-.

Théoréme 9. Pour qu'il existe une quasi-catégorie non-associative quotient
H*|G* de H* par G-, il faut et il suffit qu'il existe une quasi-catégorie non-asso-
ciative quotient H-|rg de H* par ro. Dans ce cas, H*| G* est identique a H'/?a.
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Démonstration. Soit 70:(H'/;G, re, H*) le Py -épimorphisme canonique.
g

Supposons (p:(ﬁ', ¢, H*) et (p(H)c:I-T(',. La relation ¢¢A7, entraine rgr, d'oll

?G:r(,. Il en résulte qu'il existe une surjection y telle que \4_/;:(3 et, puisque rg  est

un p . -épimorphisme, on obtient w:(ﬁ', v, H'/;G)e/g. D’aprés la proposition du
. R

n° 1, [9], la classe polaire quotiont H-/r; est un quasi-graphe multiplicatif. D’'une mani-
ére analogue comme dans la démonstration du théoréme 15, chap. III, [6], on montre
qu'il existe une quasi-catégorie non-associative quotient F+/G- de H* par G si, et seule-

ment si, ['homomorphisme vg_#(H'/?G) est surjectif. L’homomorphisme vf#(H' /;c)

est toujours injectif; il en résulte, d’aprés le théoréme 8, qu'il existe une quasi-catégo-
rie non-associative quotient A-/G- de H par G si, et seulement si, F/rs€ F§. Dans
ce cas, H'/G" est identique a H 7.
Soit (N, v) un foncteur (#, A4"')-projection naturalisé. Rappellons ([8]) qu'une base
de catégorie est un graphe multiplicatif C* tel que I’homomorphisme v(C*) soit injectif.
Nous désignons par 4% la sous-catégorie pleine de .4’ ayant pour unités les

bases de catégories.
) Remarquons qu’un graphe multiplicatif vérifiant I'axiome d’associativité (I'axiome
(G. 3) conformément déf. 11 chap. I, [6]) peut ne pas étre une base de catégorie dans un

cas géncéral.

Soient C* une base de catégorie et r une relation d’équivalence sur C. On dira
que 7 est admissible sur C* si r est bicompatible sur C' et si le graphe multiplicatif
quotient C'/r est une base de catégorie. Pour qu’il existe une base de catégorie quo-
tient C: de C-¢ 475 par r, il faut et il suiffit que r soit admissible sur C:. Dans ce
cas C, est identique a C*/r.

Supposons C-¢.47, Soit r la relation (C, A, C) ot A est la classe des couples
(w, @) oit w et w' sont des composés finis formées par des mémes éléments mais
groupés par des parenthéses disposées differemment ([1]). Soit r la relation d’équiva-
lence bicompatible sur C* engendrée par la relation r.

Théoréeme 10. Si C/r est une base de catégorie, C'/?est une (N ¥, ¥")-pro-

Jection de C-.
La démonstration est analogue a celle de la proposition 1.

Remarque. Le graphe multiplicatif quotient C'/r peut ne pas étre une base de
catégorie comme le montre I’exemple suivant: Soit C- le graphe multiplicatif ayant 8
unités distinctes e,, i=8 et 19 autres homomorphismes f;, j=19 tels que l'on ait (Fig. 3):

fice, .C.eq fo€e;.C.e,, fr€e.C .05 fi€e;.C .8y,
fi€eg.Cr.e,,  fo€eg.Co.ey  fr665.C .09  fo€e . C ey
fo€ey.C ey,  fro€e;.C.eq fri€es.Co.ey fra€e;.Coe,
fa€e,.C.es fr€e,.C.es fis€ey.C .0y fis€es.C ey,
frr€e;.C ey fis€e:.C .05 fig€e;.C.eg.

Les composés autres que le composé d'un élément avec ses unités a droit et a
gauche étant:

f:-f1:f4- fa-fa=fb' fs-fi=feo ’s'/|=f7-
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fs-fs=fn» flO'f9=fl2v flo-fn=f13n fle-fs;:fu-
f16'f15=f6' fn-f7=f1sv f17-f16=f13» f14-f15=f19-

-"' -’l.l.‘ fx
f . . /
fa fis Se A\
: oYY /; fs
f2 \ ’ Jis 113' ” ,,
N ,/ Y
N _ /// _-
13 Jis Jro 2,
Fig. 3

Soit ¢ le p‘A,,-épfmorphisme. de C- vers C-/r. Désignons o(f)) =f. Alors on 2

f}.(f,s.fw)#(f{;. fie) « fis- Ceci montre que C:/r n'est pas une base de catégorie.
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