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UBER DAS KRITISCHE VERHALTEN ZYLINDRISCHER
ABSTANDSFUNKTIONEN AUF UNTERMANNIGFALTIGKEITEN
EUKLIDISCHER RAUME

BERND WEGNER

J. Milnor [5] has given the basis for the study of the eritical behavior of height and distance
functions for manifolds which are immersed in euclidean space. Several recent papers use these inves-
tigations to characterize cerlain submanifolds of euclidean spaces or space forms by special properties
of these functions. Especially tight and taut immersions have lo be mentioned in this context (see. e. g.
[2, 4, 7. 8]). Recently S. Carter, N. G. Mansour and A. West [1] generalized these notions in
their paper on cylindrically taut immersions, making similar assumptions for distance functions to af-
fine subspaces of euclidean space. Herean outline of Milnor’s program will be given for these cylindrical
distance functions. 1t will be shown that almost all of them are nondegenerate in a sense that Morse
inequalities can be developed. Additionally a special version of the Morse-Index-Theorem can be shown.

1. Zylindrische Abstandsiunktionen. Motivation und Ziele dieser Arbeit sind im
vorangegangenen Abstract geschildert. Sei nun x: M-—L" eine C>Immersion der
m-dimensionalen Mannigfaltigkeit M in den n-dimensionalen euklidischen Raum. Sei H
ein k-dimensionaler affiner Unterraum (k-Ebene) von E", P,¢ H. Wir wihlen ein
kartesisches Koordinatensystem mit Ursprung O und orthonormierten Achsenvektoren
{e,, ..., e, von E" so daB e, fir i=1,..., n—k zu H senkrecht steht. © sei die zu
H parallele k-Ebene durch 0, ' ihr orthogonales Komplement durch 0. Die senk-

rechte Projektion pr: E"— ' wird in den gegebenen Koordinaten durch

n—k
(1.1) pr(p) = __B‘U"O,' € e
beschrieben, wobei (,) die Metrik von E" angibt. Die quadratische Abstandsfunk-
tion zur k-Ebene H, eingeschrinkt auf M, nennen wir zylindriscihe Abstands-
funktion auf M mit Achse H, d,;: M—R. Sie ist nach (1.1) gegeben durch

n—k
(1.2) dylu)= i:—i (x()—po, e)*=| pr(x(u)—po)) |

Sie ist offenbar von der Klasse C= und enthdlt x—' (/) in der Menge ihre kritischen
Punkte. Ein Wechsel von p, in / dndert d,; nicht.

Bezeichne 7,M den Tangentialraum von M in u. Wie iblich wird 7,M mit x (T, M)
identifiziert und der Nullvektor p von 7,M mit 0. Analog betrachten wir den Normal-
raum N, M von x in u.

Behauptung 1: u ist kritischer Punkt von dy. <>pr(x(u)—po)€ N,M.

Beweis: Zu untersuchen ist, wann das totale Differential von d, verschwindet.
Seien uy, .. ., u, Koordinaten um u:

. ad d. ! )
(13) | =200 (x(@)—po)pr (g | 0 = 200 ()=o) 5,

Daraus folgt Behauptung 1 unmittelbar.
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20 B. Wegner

Zur Untersuchung, welchen Typ solch ein kritischer Punkt hat, wollen wir O. B.d. A
annehmen, da p, FuBpunkt des Lotes von x(u) auf A ist und x(u)¢ H gilt. Dann
haben wir

pr (x(u)—po) = x(u) —po+.
Sei A= |x(u)—p,| 3 (x(u)—p,)/A= :e ist im kritischen Fall nach Behauptung 1
Einheitsnormale von x in # und zu A senkrecht. Die Berechnung der lesse-
form von d,, ergibt dann nach (1.2) und (1.3)
12d 1 | , 0%x ‘ ox ox

(1.4) 'b:zf,:?u/.uﬂ ,", =2((x()—por _0;,_0117 ,l )+ (pr( Ou; ),!’ pr (7911; ),ll))

Bezeichnet pt die orthogonale Projektion von E” auf 7, ,M, a die zweite Fundamen-
talform von x in « in Richtung e, R die durch

BLX, ¥) = (pr(X), pr(¥))
definierte symmetrische Bilinearform auf 7,M, so lait sich (1.4) schreiben als

= 1 oxdy ox  Ox 0x  Ox
(1.3) 7 dulduj u’ o Au(du/ ’ du,- )+B( au, ’ ()ll/- ).

Sei A die Weingarten-Abbildung von x in « in Richtung e und fiir T¢R
(1.6) L.: =tA+B

mit B=propr. L, ist beziiglich (, ) selbstadjungiert. Ker A, Ker B bzw. Ker L. sind die
Nullriume von «, B bzw. der Hesseform der zylindrischen Abstandsfunktion mit der
Achse x(u)—te+ 3, womit die zu F/ parallele k2-Ebene durch x(z)—rte beschrieben wird.
Entsprechendes gilt fiir die negativen Eigenwerte dieser linearen Abbildungen und die
Indizes der jeweiligen Bilinearformen. Insbesondere wird der Index von dj in u
beschrieben durch den Index von Aa+f, also durch die Anzahl der negativen Eigen-
werte von La (gezihlt in ihrer Vielfachheit). Mit Mg) werde der Nullraum der
Bilinearform g bezeichnet.

Behauptung 2: Mp) = Ker B=9H N T,M.

Beweis: Die nichttriviale Inklusion erhalten wir folgendermaBen: X ¢ Ker B werde
zerlegt in X~ X+ Xy, X €D, Xo¢H'. B(X)=0 liefert 0=pt(pr (X)) = pt(Xy). =X,
ENM. = (X, X =00 = Xy[2. > X = X, €.

Behauptung 3: L. ist entweder fiir hochstens endlich wviele t¢R singuldr
oder es gilt Ker A1 9 = Na) N H+{0}.

Beweis: Die Determinante von /. ist ein Polynom in 1. Damit verschwindet
sie entweder an hochstens endlich vielen Stellen oder identisch. Es bleibt die zweite
Alternative zu diskutieren. Eine Richtung ist nach Behauptung 2 evident. Sei also
det L.=0 fiir alle € R, Beziiglich eines Orthonormalsystems von Eigenvektoren X, ..., X,
von A mit Eigenwerten £#,,..., %, ergibt sich fiir den hochsten Koeffizienten von

det L.
0= ( ﬁk,).‘,o.det(BIKerA)’
=1 !

also folgt, dafl p| Ker A nicht verschwindenden Nullraum besitzt, Da B positiv semi-
definit ist, gilt, daB dieser auch zum Nullraum von B gehort.
5
Behauptung 4: Sel Ker AN H={o}, W= X Ker L. fir ..., 1,¢R.
fumal t

Dann gilt Ker A} W={o}.
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Beweis: Sei X¢ W Ker A, YVeKer L’/" Dann gilt: 0=(X, LII.Y) =B(X, V) und

X=X a;Y, mit Y, ¢Ker L, und a;€R.
1

Das ergibt B(X, X)= i a, B(X,Y,) =0, also X¢Ker B. Aus Behauptung 2 folgt dann
=1
X=op. ‘
Behauptung 5: Sei Ker A(1f = {o}, W= ¥ Ker L., fiar t,..., €R. Dann
i=1
gilt fir 1¢R, 1471, far alle i=1,..., s die Beziehung Ker L.\ W={o}.

Beweis: Sei X¢Ker L.\ W, YeKer L,I.. Dann gilt: 0=(X, L(iY)=(LrI,X, Y)
=(LX,Y) + (—0alX, YV = (=X, ¥V); 1. =X, V) =0=p(X, Y)=0. Aus
XeW folgt wie im Beweis von Behauptung 4 B(X, X')—=0 und daraus X=o.

Die Argumentationen in den Behauptungen 3,4 und 5 lassen sich zusammen-
fassen zu

Folgerung 1: Sei Ker AN® = {o}, 7}, ..., T, die Menge der nicht veFschwin-
denden Nullstellen von det L.. Dann ist die Summe

(1.7) Ker A+Ker B+ X Ker L,

i=1
direkt und fiir X und Y aus jeweils zwei verschiedenden Summanden gilt a(X, V)
=0=B(X, Y).

Behau%atung 6: Sei Ker A\ O ={o}. Die direkte Summe (1.7) ist genau dann
T.M, wenn A (Ker B)(\ (Ker B)! ={o} gilt. Dabei bezeichnet (Ker B)' das orthogonale
Komplement wvon Ker B in T,M.

Beweis: I: Sei T ,M=2X5_| Ker L‘i + Ker A + Ker B, X¢ A (Ker B) N (Ker B)-.

Dann gilt X=A(Y)mit Y¢eKer B und (A(Y), Z)=0 fir alle Z¢KerB. (A(Y), Z2)=0
fiir alle Z¢ Ker A und nach Folgerung 1 fiir alle Z¢ X5 Ker L. . Damit ist ¥ ¢ Ker A (] Ker B.
Nach Voraussetzung folgt daraus X-—=A(}")=o.
I1: Sei A(Ker B) (| (Ker B)L={o}, W: =A'((Ker B)'). Wegen dert Implikation X ¢ Ker B
U W=AX)ecA (Ker B)(| (Ker B)L ={o} ist X¢Ker A und damit voraussetzungsgemaf
Ker B W{o}. Aus Dimensionsgriinden haben wir die direkte Summe 7,M= W + Ker B.
Damit ist B/ W positiv definit. Es existiert also eine Basis Xj,.... X, von W und
reelle A, i=1,..., r, mit

B(Xs X)) =64 } .
(L j=hL..,r
—a(X; X)) =k

A,=0 hat zur Folge (X, X;)=q fir alle j=1,...,7 sowie «(X, Z)=0 fir alle
Z¢Ker B wegen X, ¢ W. Das ergibt X, ¢KerA. 2, -0 hat zur Folge (Lix (X)) X5
=1/ a (X, X)+B(X, A)=0 fir alle j=1,...,r sowie (Lip (X)), Z2)=0 fur alle
Z¢Ker B wegen a(X,, Z)=0=B(X, 2). Das erglbt dann X;¢KerL,, . Damit ist alles
gezeigt.

Bemerkung 1: DaB Ker AN H+{o} in Sonderfillen moglich ist, ist klar. Die
Moglichkeit, daB A (Ker B)( (Ker B)! ={o} ist, wird an einem Beispiel deutlich. Dazu
betrachte man einen hyperbolischen Punkt einer Fliche im £% so daB8 beide Haupt-
krilmmungen betragsmifig iibereinstimmen. Ist nun eindimensional und zeigt b in ecine
der Asymptotenrichtungen in diesem Punkt, so ist die in Behauptung 6 aufgestellte
Zerlegung nicht mehr moglich. Im Spezialfall des Hyperboloids Fu, v)=(u, v, u*—?)
und der eindimensionalen Achse H-={t.t, 1) t¢R} ist (0, 0) nichtdegencriert kritisch,
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der Index von dy, ergibt sich zu 1. Der einzige nichtverschwindende Raum in der
Summe (1.7) ist jedoch Ker B={t,¢,0) |t¢R}.

Satz 1: Sei x: M —~E" eine [mmersion mit dem kritischen Punkt u der
Abstandsfunktion d,, und den oben erklirten Grofien A, a,B B, L. und A.
Sei Ker AN Ker B = {0} und A(Ker B)(\(Ker B)' ={o}. Dann gilt: d ist in u genau
dann nichtdegeneriert, wenn det Ly--0. Der Index . wvon d, in u ergibt sich dann zu
(1.8) = X dimKer L, + J

T€(0, 4)

wobei L, der Index der Einschrinkung von « auf Ker B ist.

Beweis: Nach (1.5), (1.6) ist d,, in # genau dann nichtdegeneriert, wenn det La==0.
Der Index ». ergibt sich als Index von Aa+p. Aus Folgerung 1 und Behauptung 6
ergibt sich

Lr=Ind (Au+B) Ker A+Ind (Ac+P)|Ker B+ X Ind(Aa+P) | Ker L.,
i=1
wobei 1, die verschiedenen nicht verschwindenden Nullstellen von det L. durchliuft.
Es ist wegen {o}—~Ker A (| Ker B und der positiven Semidefinitheit von B
Ind (Ac +B) | Ker A=Ind p|Ker A=0.
Ind (Ac+B) | Ker B=Ind « | Ker B=2,,

Ind (Aa+B) | Ker L. =Ind (a+ < B) |Ker L,

dim Ker L. 7,€(0,A
=Ind (%_":T) Bier Ly :{ 0 ' Sofmt )

Bemerkung 2: Aus dem Beispiel in Bemerkung 1 ergibt sich, daB die Index
formel (1.8) im Fall A (Ker B)( (Ker B)' {0} nicht gilt. Eine in einigen Teilen kom-
pliziertere Beweisfithrung fithrt jedoch zu einem Korrekturglied %,, dessen Addition
auf der rechten Seite wieder eine giltige Indexformel ergibt. &, ist gerade die Nullitat
der Einschrankung von a auf Ker B. Auf die Voraussetzung Ker A Ker B={0}
kann jedoch nicht verzichtet werden.

2. Existenz von nichtdegenerierten zylindrischen Abstandsfunktionen. Daf fur
Untermannigfaltigkeiten von euklidischen Riumen die meisten Abstandsfunktionen zu
Punkten nichtdegeneriert sind, wird durch Betrachtung der Endpunktabbildung auf
dem Normalenbiindel der Immersion x: M—E" bewiesen [5]. Im allgemeineren Fall
von zylindrischen Abstandsfunktionen treten zwei Schwierigkeiten auf: 1) Das Null-
Niveau kann fiir einen offenen Bereich von Achsen aus degenerierten kritischen Punkten
bestehen. 2) Die Endpunktabbildung liefert hierfiir zu wenig Informationen. Hinsicht-
lich der Anwendbarkeit von Morse-Theorie 148t sich die erste Schwierigkeit durch
eine Transversalititsannahme beseitigen. Das zweite Problem 18t sich durch die Be-
trachtung einer geeignet verallgemeinerten Endpunktabbildung losen.

Definition 1: Die zylindrische Abstandsfunktion d,: M—R heifit wesent-
lichnichtdegeneriert, wenn d, auferhalb des Null-Niveaus nichtdegeneriert
ist und Hx(M) transversal schneidet.

Fiir den Definitionsbereich der verallgemeinerten Endpunktabbildung bieten sich
nach Behauptung 1 die k-Ebenen an, die zu Normalen von x(M) senkrecht stehen und
diese auch treffen. Unter Beibehaltung der Terminologie vom ersten Abschnitt lassen
sie sich zu einem Biindel iiber M zusammenfassen, dessen Totalraum durch

(2.1) Ey: A N, p)| ueM, Ne NMNJo} b ist k-Ebene durch 0,
die zu N senkrecht steht.}
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gegeben ist und das in offensichtlicher Weise eine kanonische differenzierbare Struktur
trigt. Fiir k=0 erhalt man das Normalenbiindel ohne den Nullschnitt. Sei nun (%, n)
die (offene) Grassmann-Mannigfaltigkeit der k-dimensionalen affinen Unterrdume des £”".
Die verallgemeinerte Endpunktabbildung wird dann definiert durch

(22) ®,: E,— H(k, n),
D (u, N, D) = x(u)+N+9H.

@, ist von der Klasse C>, E, und H(k, n) haben dieselbe Dimension. Damit ist der Satz
von Sard auf diese Situation anwendbar. Bevor das geschieht, sollen die Singulari-
titen von @, interpretiert werden.

Satz 2: Sei x: M— E" eine C=-Immersion. Mit den Bezeichnungen (2.1) und
(2.2) gilt fiir eine k-Ebene H in E": Die Abstandsfunktion d, zu H ist in u¢M
degeneriert kritisch. <> H ist singulidrer Wert von ®,, wobei die entsprechende sin-
gulire Stelle & von ®, in E, die Projektion u in M besitzt. Genauer gesagt gilt,
daf der Korang des Differentials von ®, in & gleich der Nullitat der Hesseform
von dy in u ist.

Beweis: Sei H=®,u, N, ), no=N/||N|. Seien u,,..., u, lokale Koordinaten
von M, die fiir u simtlich verschwinden. Seien e, ..., e,—, orthonormierte Normal-
vektorfelder von x in einer Umgebung von uz, so da e, m(0)=n, gilt und alle e,
beziiglich des Zusammenhangs i Normalenbiindel an der Stelle o, die ja « entspricht,
parallel sind, d. h., es gilt

a
(2.3) (u—a‘ ej) (0)6 TuM
fiir alle i=1,...,m,j=1,..., n—m. Dann erhdlt man mit
24) MWy Uy Wy, Wnem)= El Weilyy -+ e tig)+| N|| nom(tty - - -, ).

Koordinaten im Normalenbiindel von x um (u, N), die fiir (z, N) verschwinden. Sei
ES, ..., E%_, orthonormierte Vektoren im E”, die zu Nsenkrecht stehen, so da £7, ..., £7

aufspannen. Dann ist das System

(2.5) Eftty, - -« Wa—m)=E9—(E% m) —“?7 L s W
j=1,...,n—1, zu n(u,,..., W._m) senkrecht und in einer Umgebung von o linear
unabhingig. Fiir (z, N, ) in einer Umgebung von (z, N. §) in E, gibt es daher ein-
deutig bestimmte Koordinaten «,(i=1,..., &k [=1,...,n—1—k), so daf§ H von dem
System

n—1—k
(2.6) a‘-: a,/Ek+|+E[1 i: l) sy kv

=1

aufgespannt wird.” Die in (2.4) und (2.6) definierten Koordinaten liefern insgesamt ein
Koordinatensystem u,, ..., Upy Wy oo, Waemy gy - -y Ugn—1—x VON Epum (2, N, h)=E
das in diesem Punkt verschwindet.
Analog werden in einer Umgebung von o durch

n—k—1

(2.7) 5 WEY, + Ynowg+x(@)+ N+ &((By,)),

k
. o

wobei (8((B;,)) die von den k& Vektoren



24 B. Wegner

E
|

1
D/IE(,; i1 + Bjn—rtto+ Ey

n—

(2.8)

T e

aufgespannte £-Ebene durch 0 ist, gerade lokale Koordinaten von H(k, n) um /1 = x(u)+ N+ $
definiert, in denen /7 und p sich entsprechen. Es soll also in diesen Koordinaten die
Funktionalmatrix von ®, in p bestimmt werden.
Fir die ersten n—#% Komponenten dieser Koordinatendarstellung folgt aus (2.7) und
(2.6) die Beziehung

n—rk—1 I‘ n—k--1

k
(2.9 '\1:1 VB A Ynwng+x(@)+N=2X A( X ayErx+E)+x(v)+n,

n i=1 1=1

wobei A, ..., %, geeignete Funktionen in der Umgebung von p sind. Die %; sind durch
(2.9) eindeutig bestimmt und deshalb von der Klasse C=. Ferner gilt 2, (p)=0 fir alle
i=1,..., k Differentiation und Auswertung bei p liefert

(2.10) "_‘:,t;il dy“ (0)Esn+- )‘;" “ (o= é] (o)E°+ (o)+ (o)
Aus (2.3) und (2.4) folgt
(o)~i|N|~A—f‘—(o) —|INHZ(§,:-(0)),

wenn A wie frither die Weingarten-Abbildung von x in « in Richtung n, ist. Mit dieser
Beziehung ergibt (2.10) nach Koeffizientenvergleich

(211) e ©=Cgu @I IN[ACG O Efyy

- Oyn k

fir p=1,..., n—k&—1 und ~ou; (0)=0, wobei {=1,.

Analog liefert (2.9)
n—k—1 k

(212) S EL e (= S e )N+ e (0)
n=1 o i=1

zusammen mit ,‘;“w, (0) = e5(v) fiir o=1,..., n—m

(2.13) dy“ (0) = (eo(0), Epsa) titr p=1,..., n—k—1 und

dyn—-k

ow, (0) = (€q(0), 7o)

Fiir die letzten Ableitungen folgt sofort
(2.14) s (0) =

fiir alle p=1,...,n—k o=1,..., k.c.:l,...,n—k—l. R

Die Abhingigkeit der f;, von den betrachteten Koordinaten von £, erhdlt man daraus,
daB die Basen der k-Ebene in der Faser und der damit tiber @, identifizierten £-Ebene
in £7 verglichen werden. Wiederum gibt ¢s eindeutig bestimmte und von den Koor-

dinaten in £, differenzierbar abhingige Koeffizienten 2, mit
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n—k— k n—k—1
(2.15) 121 Bu Vix T Bin—atto EY= ;5-1 Aru( El Uy Ers1 + Ep).
Differentiation nach u: ergibt nach Einsetzen von o

=V B 0 r—k Sy o, OEj
(2.16) 131 ’5[1’;[ (0)Ei+x + dlu = (o= kil 0’"1:\ (0)Ex+ 7&5 (0).

Mit (2.4), (2.5) folgt wie oben

?)fl (L))——-—‘(EQ» (0» [ \' ] =(4 ( (D)) Epna

und daraus mit (2.16) fir j=1,..., k,g:l,... , i
(2.17) %ij_ (0) =0 fur [=1,..., n—k—1,

Tt () = (A O ED-

Ferner erhilt man

k .
2.18) z O o)+ Tt (o= S Sl @ER+ o)
und daraus wegen
dEk ( 0) = (Eov (D)) _TW = (E‘}, es(o)) -.——:;0—-
(2.19) """ (0) =0 fiar [=1,..., n—k—1,

aﬁ’”' (0) = —(E}. €o(0) 7

fiir alle j=1,..., &k o=1,..., n—m. SchlieBlich erglbt dasselbe Verfahren
(’ 5
(2.20) b—f;}’

fir alle §, j=1,..., kl=1,..., n—k =1, —k—1. Nach (220), (2.19), (2.17),
(2.14), (2.13) und (’ 11) hat dle Funktnonalmatnx \on ®, in £ in den gegebenen Ko-
ordinaten die Gestalt
(o )
0 E

wobei £ eine Einheitsmatrix, 0 Nullmatrix und F die Funktionalmalmatrix der y,,...,

-=35.0c

Ynks Bin s - - Pen—s in den Variablen uy, ..., Uy @y -o ) Waem bei p ist. F ist qua-
dratisch und hat die Koefhzlenten
u, (O Euve)— L (eolo) Eden)

[ N| (A( 0 (0)) Eu+k)

0 (es(0), ng) —n—~Rk

dx D,
(A( d (0))' E‘l)) \eﬂ(o)' E‘/> ||;V||
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wobei die Bereiche der Indizes offensichtlich sind. Ohne den Korang von F zu dndern,

konnen wir die letzten k& Zeilen mit — || V|| multiplizieren. Dann sehen wir, da8 die
ersten m Spalten gerade die Komponenten der Vektoren
5, 0 a
—| NI A (5 (o) + pr(5, ()
beziiglich der Basis £},..., E2_, n, sind; die letzten n—m Spalten enthalten die Kom-
ponenten von €,(0), - .., €x-m(0), welche gerade N,M aufspannen. Durch Spaltenope-

rationen konnen wir die ersten m Spalten deshalb auf ihren Anteil in 7, M reduzieren.
Damit sieht man, daB der Korang der Funktionalmatrix von ®, in & gleich dem Ko-
rang der linearen Abbildung

—|[NI|A + ptopr

(Bezeichnungen wie in Abschnitt 1) ist. Mit den restlichen Vereinbarungen von Ab-

schnitt 1 gilt jedoch —A = A, womit Satz 2 nach (1.5) und (1.6) bewiesen ist.

Behauptung 7: Sei M kompakt, ®, wie in (2.2); a) Ist x(M) in keiner
k-Ebene enthalten, so ist ®, surjektiv.

b) /st x(M) in einer k-Ebene enthalten, so umfaft das Bild von @, H(k, n)\G(k, n),
wobei G(k, n) die Menge der k-Ebenen durch einen festen Punkt von x(M) ist.

Beweis: a) Zu jeder k-Ebene / existiert ein #¢M, in dem d,, sein Maximum
annimmt. Wegen x(M)¢ H gilt d,(u)>0, also x(u)¢ H. Ist p, der Fuipunkt vom Lot
von x(u) auf H, so gilt H=®(u, po—x(u), ), wobei § zu H parallel ist und durch O
geht. b) Existiert eine k-Ebene H, mit x(M)c H,, so sei G(k, n) die Menge aller
k-Ebenen durch ein festes ¢o€ x(M). Fiir die k-Ebenen aus H(, n)\ G(k, n) kann man
dann wie in Teil a argumentieren.

Satz 3: Sei x: M — E" wie oben, M kompakt. Dann gibt es eine dichte of-
fene Menge D—H(k, n), so daf fir H¢D d, wesentlich nichtdegeneriert ist.

Beweis: Die k-Lbenen in £7, die x(M) transversal schneiden, bilden eine Teil-
menge von H(k, n), die offen und dicht ist (vgl. [3]). Der Satz von Sard liefert dann
zusammen mit der Behauptung 7 und Satz 2 den Beweis von Satz 3.

Bemerkung 3: Es 148t sich fir kompaktes M leicht zeigen, daB die Transver-
salitat von H zu x(M) zur Folge hat, daB fir ein geeignetes £>0 das Null-Niveau
von d,, (=x'(x(M)n H)) Deformationsretrakt des 3-Subniveaus von d,; fiir alle 3¢(0, €)
ist. Wenn d,, wesentlich nichtdegeneriert ist, lassen sich also analog zu [5] Morse-
Ungleichungen relativ zum Null-Niveau aufstellen und Zerlegungen von M angeben.
Die Existenz hinreichend vieler wesentlich nichtdegenerierter zylindrischer Abstands-
funktionen ergibt eine Variante des in [6] und [9] bewiesenen Lemmas von Nomizu-
Rodrigues und fithrt zu speziellen Ergebnissen bei Flachencharakterisierungen. Ferner
besteht im Gegensatz zu [1] doch die Moglichkeit, den Begriff “k-zylindrisch taut” in
Analogie zu den klassischen Formulierungen von “taut” und “tight” einzufithren, ohne
an Tragfahigkeit zu verlieren.

Bemerkung 4: Die verallgemeinerte Endpunktabbildung ®,: E,—H(k, n) einer
Immersion x: M—FE" fithrt zur folgenden Verallgemeinerung der Fokalpunkte: ¢ H(k, n)
heit Fokal-kFEbene von x in « von der Vielfachheit {, wenn //=®(u, N, )
und @, in (g, N, D) singulir vom Korang { ist. Aus Satz | und Satz 2 ergibt sich in
allgemeiner Lage (£ enthalt keine Richtung zur Hauptkriimmung 0 und nicht “zu viele”
Asymptotenrichtungen) folgende Variantec des Morseschen Indexsatzes fiir den
vorliegenden Fall:

Der Index A des nichtdegenerierten kritischen Punktes u von d,, ergibt sich zu

A=A, + 0O,
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wobei 2, der Index der zweiten Fundamentalform von x in « in Richtung (x(u)
—po) || x()—p, | | (po=LotfuBpunkt von H bzgl. (x(u)) eingeschrankt auf § 7,M(f
parallel zu A durch 0) ist und o die Anzahl der Fokal-k-Ebenen (gezéhlt in ihrer
Vielfachheit) angibt, die zu H parallel sind und die Strecke zwischen p, und x(x)
tretfen.
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