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LOI LIMITE DU REGRESSOGRAMME POUR UN
PROCESSUS PONCTUEL

GALAYE DIA

L’étude est la suite de notre article [1]. On montre que la loi limite de I'estimateur de J. W. Tukey
[4] sur un processus ponctuel est une loi de Gumbel.

1. Notations et définitions. Soit f; un processus ponctuel défini sur (Q, 9, P) a
valeurs dans R, <R. On suppose que le support de f, est R.XR. Pour tout borélien
B de R, xR, on désigne par N(f;, B) l'effectif aléatoire de f; sur B. On suppose
e:N(fb, R, X R)< + <o presque shrement.

Considérons n processus indépendants f; i=1, ..., n, définis sur (Q, 4, P) et de
méme loi que f,. Désignons par f; ,=i=0, 1,..., n la projection de f; sur R,.

Posons fi, =27\ fu fi =201 /100 m=21_, N(f,, ReXR),

Pour tout x ¢ Ry posons p(x)=E(Mf,, [0, x[)) et |[u|=E(N(/, R)). Onsuppose
que |[p|<+20 et que la fonction u(x)est absolument continue de densité f continue.

Lorsque e=1, désignons par (X), ¥)),...,(X,, ¥,) les points de f; ordonnés sui-
vant l'ordre lexicographique. Si e=0, on pose (X, Y;)=(0, 0).

Pour m =1 on note (X, Y{"),... (X!, Y{") les variables de la superposition
i, Si m=0, on pose (X{", Y{")=(0, 0).

On fait I'hypothese suivante:
H,— Pour tout e=ey(e, 1) et pour tout entier j=1

a) E(Y/ . X e,):E()”/X,') pour i=1,..., ¢

b) £(Y/, ) est indépendante de i et de e, pour i=1,..., €.

L'étude de l'estimation de la fonction Y(x)=E(Yyx,=x) x¢A=[0, 1[ a été faite
dans [1]. Rappelons les résultats obtenus.

2. Résultats préliminaires. Soit K un entier supérieur ou égal a 2 et dépendant
de n. Partionnons A en K intervalles de longueur 1/K qu'on désignera par Ag, A(r=1,
2,...,K)

Si i -1, désignons par v,, le nombre d'indices /=1 tels que X(" appartient a Ax,,
et (., I'ensemble aléatoire de tels indices. Posons

S :
vl ¥ osiov, 21

| -1
| W 34
“ " {€8n,r

)’n,r:

0 si v,,=0.
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L'estimateur v, , de y par la méthode du régressogramme & pas fixe est défini
par (yr€{l, 2..., K}, (VX €Ax,) Voxlx)=Y,, et on pose d(V, ¥, )= sup«alv(x)
‘—Wn.K(x)‘l' ~

Pour étudier v, , on utilise un estimateur auxiliaire noté v, ., défini de la mani-
ére suivante: si MV(f; » Ag,)=1,s0it (X;, Y;) la plus grande valeur du i‘™ nuage pro-
jeté suivant l'ordre naturel dans R,. Désignons pour IV,,,, la v.a. définie par TV,,,
=Card{i, i=1,..., n, N(f, » Ax,)=1} on pose

. n-} “": Yi si /Vn.rg 1
IV (eg
Yn,r . i ~

0 si N,,=0

ol §~,,', est l'ensemble aléatoire des indices i tels que N(f,, Akl

On définit V. par (vr€{l, 2..., K} (yx€Ax,) Vax(¥) =Y,

On aura besoin des hypotheses i, ii, iii, iv suivantes:

i E(Y;) existe pour tout j=0

i y(-) est uniformément continue sur A

iii il existe un nombre p>0 tel que pour tout intervalle m inclus dans A on ait
u[x]=p|n|* ot on a posé |- * comme étant la mesure de Labesgue et p[.]

=EN(fi 0 )
iv_ Pour tout intervalle m inclus dons A de mesure de Labesgue tendant vers 0,

on a:

u[m) = (1 +e(| = *)PN(f,,» 1)>0) olt &(|n*) tend vers 0 avec |m[*

Lemme 1.2. [I] Soit p un nombre positif satisfaisant a la condition iii et soit

p"€]0, p/2[:

Posons: H,= X

r=l

N,,=nK-'p'}. Si K satisfait a la condition K=o(n/Logn) alors
. g

+ 00 =
2 P(H,)< + oo
=l

Considérons les hypothéses suivantes:
H;) N(f;, [0, 1]) admet des moments de tous les ordres,
H}) (3B>0), (vC ¢ #(0, 1]), (vk=2),

|E(Mf, o ©)—C)V |5 B2 k! Var(M( £ ©))
H;) (3A>0) (vCe#(0, 1)), Var(N(f;, O)<A[C]*
#([0, 1[) désignant I'ensemble des boréliens de [0, 1{.

a) (vx € [0, 1) (R ENDEWY S, _)|<+eo,
b) (3V=0) (vx€[0, 1[) Var(Yyx..)<V,
¢) (IM=0), (wxe[0, 1[) (vk=2)

| E(Y,—E(V X = 0/ X = x) | = %5 M= Var(¥)/ X = x),
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Le théoréme suivant s’établit exactement de la méme maniére que dans [1], théo-
réemes 1.V et 2.V.

Théoreme 1.2. Supposons que les hypothéses i, ii, iii, iv, H, soient satisfaites
ainsi que les conditions H;, H}, Hj, a, b, c. Si en outre

d) |Y\W|=<A, pour tout m=m, et tout n ou A, est une constante positive,

e) vy est dérivable de derivée bornée,

f) Pour tout r p[Ag,]— Pk ,=0(K™2),
alors, en posant y(n)=Min((n/K)"? K/)Logn)® on a pour tout 6, 6>1/2, la relation
K=o(n/Log n) implique

(1) P(limasse x(n)  d(v, Vox)=0)=1,

() Plimnss= 2(n) d(y, Vo0=0)=1.

3. Loi limite. Posons o(x)=E{(Y,—E(Y/X,=x))? X,=x}.

Théoréme 1.3. On se place dans les conditions du théoreme 1.2.

(0) Supposons que f(x), v(x) soient différentiables et a dérivée bornée sur [0, 1]
et qu'il existe ¢>0 vérifiant f(x)>c, v(x)>c pour tout x, 0=<x=<1. Si de plus

(1) 11 existe £,>0 et m,>0 tels que pour tout e=e, |LogE(exp (¢Y,)/X,=x|<m,
i=1,..., e|t|=t, x €A alors les conditions (i) K(Log K)*=o(n), (ii) n=0(K?®) impli-
quent pour tout 6>1/2 'existence d’une suite a,, a,—0 p. s, telle que

vYER P {xs(uf (@) H(n/K) [ ()72 (Wai(x)—w(x))<(2Log K—Log Log K +y)'?

+a,(Logn)® — exp (e—772[2r'7?)
lorsque n — + <o.
Remarque. Les conditions (i) et (ii) sont satisfaites lorsqu’on choisit K tel que
nt<K<nb, 1/3<a<P<l, voir [2], théoréme 1.
Pour établir ce théoréme nous allons démontrer le
Théoreme 23. Sous les conditions 0), 1), (i), (ii) du théoréme 1.3, 0n a:

(vy €R), /’{Sl‘lg('l’(X))“”((n/K ) (X)W 4(x) —W(x)) <(2 Log K—Log Log K+y)'?}

— exp(e—7?/2n') lorsque n— + .

Lemme 1.3. Soit e, une suite d’entiers tendant vers + o lorsque n— + o et
Cats -+ » Ene, une suite de v.a. indépendantes pour tout n ¢ N* centrées telles qu’il exi-

ste des constantes positives t, et c, vérifiant

(2) Log E(e"i)|<c, avec |t|<t, meN®, j=1,....n
3) Lim inf B,/e,>0 oi B,= % EE2).
A=+ 0 J=1

Alors P(Efn Epy> X, VB, ~ 1 —9(x,) pour x,=o0(*e,) lorsque n—+ .
La preuve de ce lemme se déduit sans difficulté de théoréme de V. Petrov [3].

lLemme 2.3. Sous les hypothéses iii) et iv) on a P(lim.ﬁ..(l\?,',',,/np,(,); 1)=1.
Preuve: D'aprés I'inégalité de Bernstein on a

(‘l) P( ‘Vu:r_"pk,r |) ~\"("Px.4x,r)m$ 2‘"”‘- qK.r= 1 —’,K.n
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sous la condition

) 0<t<3(np.,qx.)'"
Ecrivons pour tout £€>0
(6) P( | ( /Vn."’/”pl\’.r)— 1 i>8) = P(INn,r_npK,r >8”pK,r)'

t:Q(Log n3)V? satisfait a (5) dés que n est assez grand; montrons alors que &enpg,,
~Hnpyqx,)? ou encore e(npy,) 2>t Or e(npi,) *~e(nnAx,)*>e(n/R)p)" et
e((n/K)p)"¥(3Log n)~'?— +co lorsque n—+ oo.

(4) implique alors P(|(N,,/pk,) !> g)=2¢lee=2p~% d’oi le résultat annonce.

Lemme 3.3. Sous les hypothéses H; (i=0, 1,2) on a P(limuo, s oo (Vo ,/n(Ag /)
=1)=1

Preuve: On utilise I'inégalité de Bernstein

(7) P(|v,,—nmwAg )| >(c /o) +a, Var(v,,,)<2e=‘r
avec ¢,>0 quelconque et a, tel que 0< Ba,=1/2. Soit £>0; écrivons
(8) P(|(Vy, nn(Ag Y > €)= P | Vy ,— 1A, ) [> 1A ))-
On choisit ¢, et a, vérifiant:
c,=a? Var(v,,) et (c/a)+a, Var (v,,)<ep'n/K;
Cest-a-dire a, —€£p’/2A et ¢,=(ep’)>n/4AK. Comme ep'(n/K)<enu(Ag,) (7) implique
9) P(| (v, /ni(Ax )t [ >£) <2 exp (—(ep"Pr/4AK).

La série dont le terme général est le second membre de (9) est convergente.
Preuve du Théoréeme 2.3. Soit (x,l),ﬁ“r=1, ..., K une réalisation compa-

tible avec A, Notons par ) i(f,,,, /\7,,‘, v.a. définies par
(vr€flio.., K)), (vi €3n,) (xn€Ax,)
(10) P(¥<y)= PV <y/%p).

Comme les variables statistiques (X, Y)),, %, sont indépendantes, on a

(11) PC S (Vi<olx ey, )=PCE V<)
i€, ' i€ Sn,r

et de plus, par hypothése sur la régression et H, pour j=1, on a

(12) EF )iz )= Nak £ wix) st N,,>1=0 si N,,=0

i€ Cnr
On écrira par la suite (x,), pour (x,), > . Posons 7;,-“—?,(" v(x,) o}, = X, Var
(?;1) pour i€ C,, r=1,..., K. Daprés la continuité de v, on a
(13) (Wredl o KD @t Ag,). 03, = Naelta)
d’oit limy 4w inf(c? /N, ,)>c>0 et (3) est vérifice.

(1) est ¢videmment satisfaite.
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Le lemme 1.3 implique alors
(14) P(o,} = Y,i>z)=(1—0(z,) (1+0(1)) pour z,=0o(N)f) et r=1,..., K

Ecrivons
(15) (v € A Vakl0) =W(X) = Vo il )= E(Vuris, p, (0 F) + E (Voo , 1 F)—w().

Par la continuité de v on a d'aprés (12) (an €Ag,) E(Parie,, N Ap)=v(n).
Comme |y(n)—vw(x)|<D/K oit D=sup.¢p, 1 ¥ (x) (15) devient
(16) (VX €Ak Vak(X)—V(x) = Yo, —E(Vnricn, N H)+0(1/K).

D’apreés la relation (11) on a
(T (v x €A, (vY €R). PV, —E(Y,, (x0 N A)<yl(x) 0 H)=P(NL 2 ¥, <),

Posons s,=)~’,,,,—E()7,,,,/(x,,»), N FI,,). On a la relation
~ K o~
(18) P(sl <Vieees SK<yI\’/{(xri)i n Hm r=1,..., K} ) = 'Illp(sr<yr/(xrl)f n Hn)'

On déduit de (17)
(19) P(o,' SV, <y)=Plo;'N,,—s,<y,/(x,); N H,).

L’égalité (18) implique

On peut écrire d'aprés le lemme 2.
N =1+ 0,(0)npy ~(1 + 0 (1)(Ay. ).
rIK v, . G
H(Ag,) =r;ful(f(t)dt=K_lf( £, €Ak
Développons f(&)= fix) + (E—x) f’(x+9(§~—x)). 0<0<l, x €Ag,; doit uA,) =
K='f(x)+O(K?); par suite
(21) N, ~(1 o (A[K~ f(x)+ O(K-2)).
De méme o(t,,)=v(x)+(f, —x)0'(x+0,(t, — X)) x €A, 0<0'<1; doit (¢,)=0(x)
(14+0(K1)).
De (13) on déduit que
(22) o2, = K=nf(x) . o(x) (1+0,1)) (1 + O(K)).
L'égatitée (18) devient en tenant compte de (16)
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(23)  P{59p [ Waxx)—¥(0)+ O] (L)~ A KFC'™ (14 O(K™)

-~ K ~
<zfl/{(xri)l n Hn’ r=1..., K}} = Ellp(i( y;i/onr)<z)-

Le premier membre de (23) s'écrit
(249 Pf up (@) (/K f (2 )2 (Wil X)— V(%) < (20 + O(K'(r/ K)'?) (1+OK=Y)/

()N Ay r=1,..., K}}.
Prenons
[+ O(K=Y(n/K)'®)] (1 + O(K—)) = (2 Log K—Log Log K +¥)'""];
ou encore
z,=(1+O0(K™) (2Log K—Log Log K +y)"*+ O(K~*(n/K)"?).
Si K(Log K)?=o(n) et n =0o(K?), alors z= o(N's ~ o((n/K)'"). Par le lemme 1.3 et la relation

(1)y2rx)e—*"2~1—@(x) lorsque x—+co on a

(25) P02 7, <2 = [1= (LNZeK)e (1 +o( D)

lorsque n— + co.

Des égalités (23) et (24) et (25) on a, pour n— + =0,

(26) Plsup o)~ (1 K<) AV x()—¥() <(2 Log K—Log Log K+ 1) Fi(xr) M Fn,

r=1,..., K}}=[1—(1/2yxK)e="(1 + ().

Intégrons les deux membres de l’égglité (26), sur H, on obtient : N
(27) P(S“(g A x)=12 ((n/K) f(x))"2 (W il %) — (X)) <(2 Log K—Log Log K+ )2, H,)

= [1=(1/2 VaK)e= (1 +0(1)) [P(H,).
En faisant tendre n vers + co, on obtient le résultat désireé.
Preuve du théoréeme 1.3. Ecrivons:
(28) (V xe AK.,V) wn.,K(X)—\V(x) = V;"‘, b - Y}") + ((/Vn,rlvn,r - l)‘]}(x)
i€, — ¢,
+ (Nn,rlvu,r ) ( “;'u.K(x)—' W(X))‘

D’aprés les lemmes 2 et 3.1l ona liMpas s oo (N, V) =1 p.s. Comme yre{l,..
K} (N, /va)=1, il en résulte que

lim  sup (N,,/v,,)=1 p. s. Légalite (28) s'¢crit:
A

na4oo reml,...,
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(‘29) (VX € AK.’) w,,,,((x)—w(x)=(v;'1 z - Y'(.n) + (ﬁn.rlvn,r)— I)W(x)

i €8n,r—Cn,r

+0,(1) (W k) —W(X)) + (¥ i) — W(X)).
Le théoréeme 1.2 nous permet d’écrite:

(30) sup sup [vo X Y + (N sV, )= 1DW(x)
r=1,..., K xtAg, Q€8 — Tn.r

+o4( 1 X‘;n K(x)— W(x))l = 0:(1(’1)_1)'
Comme K,<f(x)/v(x)=<K, sur [0, 1], K; et K, étant des constantes positives, on peut
donc écrire:

up. (P00 (1K) F()) )= W(x)) = 0s((Log P Min (n]K)'%, K)
(1K) sup (@)~ H(3/ K))) () —V(6))-

L’hypotheése (3) entraine que Min ((n/K)"?, K)=(n/K)"* dés que n est suffisamment grand-
D’oit le résultat désiré d’aprés le théoréme 2.3.
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