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PROBLEMES UNIVERSELS RELATIFS AUX CLASSES
POLAIRES DES RELATIONS

DEKO V. DEKOV

Nous étudions des projections et des structures quotient des classes polaires des relations. Nous
utilisons la terminologie et les notations introduites par Ch. Ehresmann (1965).

1. Soient .#, un univers et .# la catégorie des applications associée a ./, [8].
Soit A, la catégorie des homomorphismes entre classes polaires associée a ./ [1]—[7],

Soit n un entier, n > 1. Soit A7 la catégorie produit A"y X ... X A7, (n fois) et
soit 4" la sous-catégorie pleine de .4'; ayant pour unités les n-uplets C' = (C )i <a
oit C¢.#, Nous désignons par (#{"), la sous-classe des unités de V7o

Supposois C = (C)izat (H"),. Soit 7 une relation d’équivalence sur C. On dira
que la relation 7 est bicompatible sur C' si r est bicompatible sur C "t pour tout i<n

Soit 7 une relation sur C et soit 7 la relation-intersection des tous #/, r'¢R olt R est.
la classe des relations d’équivalence bicompatibles sur C' et contenant r. On dira

que r est une relation d’équivalence bicompatible sur C' engendrée par la relation 7,
Soit A i"’ la sous-catégorie pleine de .#'" formée par les homomorphismes entre
n-uplets C! = (C'i)z, vérifiants la condition (L’axiome de permutabilit¢ [9]): Si les
composés ki(k(g, &), k(f f) et k(kAg. f') kAg f)) sont définis, on a kAk(g' &)
k(S f)) = kikAZ, f) ki f)) ot i<n, j<n, isjet ol k estla loi de compo-
sition de C'4, i < n. La sous-classe des unités de .4“&"} est notée (AN {:} )
Supposons CL = (C1)<a€ (), et C1i = (C, ky By, @), i< n. Soit r(C') la re-

lation (C, A, C)oii Aest laclasse des couples (k[k(g, &), k([ ) ki(kA&", [') kA& )
ot i<n, j<netisFj Soit r(C') la relation d'équivalence bicompatible sur C' en-

gendrée par la relation r(C'). Soit pg',) le foncteur canonique de .4°{" vers ..
4 14
Théoréeme 1. Sila pg',) -structure quotient CLr(C') de C' par r(C) est
&
une unité de A", alors C'[r(C") est une (N'V, A'W)-projection de C'.
Démonstration, Soit 7= (C'/r(C')7, C') le p(ff)-épimorphisme canonique.
AV |

Montrons que 7 -est un (./Vi"}, & ®)-projecteur. Supposons 8 = (€ )an Cli=(C R,
B)v (;,')G(JVE{"})O et y= (&i' ¥, CL)en ", La relation (k(k(g" &) RS\ /) k(kAZ, [),
kig f))€A entraine
wkdkAg, &), kLS 1)) =k, (w(kAg's &), vkLS )
= Bk, @) L) v (1) = RAEAw(g), ¥/ kI8 (1)
= k(v(kAZ . "), kA 1)) = wkARAL, '} kA& N))
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Problémes universels relatifs aux classes polaires 15

Il en résulte que r(C') = r, d’olt ?(C'—)c rv; ry est la relation d’équivalence associée
a y. Alors il existe un et un seul homomorphisme y’ de C'/r(C) vers CL tel que
v'.r = y. Ceci montre que 7 est un (4{", 4 ")-projecteur.

Remarque. La pﬁ') -structure quotient C‘»/Ar(Cl) peut ne pas étre une unité de

g
A" dans un cas geénéral.

Soit 4 1a sous-catégorie pleine de .4”5"} formée par les homomorphismes entre
n-uplets C' = (C*#)i=n, C'i = (C, ki, B, @), i=n tels que a; et B, sont des foncteurs
de C'J vers C'/ pour tout i <n et j<n, i+ j. [9]. Soit F™ (resp. F\", Fnl) Ia
sous-catégorie pleine de A" (resp. de 4", A7) formée par les homomorphismes

entre n-uplets C! = (Ci),<, tels que Ci soit une catégorie pour tout i <n. On a un
diagramme d’inclusions comme sous-catégories pleines suivant:

F(n) Fin o Fln)
1 i Il
4L P/ (] P——— 7

I'4 g £

Soit m un entier, m > 1. Soit B une classe et soit B la classe produit BX --- XB
(m fois). Alors (B")'i =(B™,k, B, u,) est une catégorie, en définissant %((b,, Fw o
(by...,b,)=(by..., bms by _ip1r---»b,) si, et seulement si, bn_sy; = b, j=i
biyy= b, j=m—2i, 0<i-=<[m/2]. Les applications de source et de but sont dé-

finis par: oy, ..., 00) = (01 ..!s Omt, Oyueou B) €t BAO oo B,) = (Bm—tsry oo
bp bigy, ..., b,). De plus, on montre que Bl —= (B™gdiepy O n=[(m+2)2) est

un n-uplet vérifiant I'axiome de permutabilit¢ et par consequent Bieff,"}. En particu-
lier, si m =2 et i=1, (B X B) est la catégorie des couples associce a B ([8], chap. I,
n® 1, C). Si B=.#,=.#4\Q, nous désignons 5" = () Yozizn et (H5)
= (M3, ky Bra) Ol O<i<n—1, n=[m+2)2]

2. Soit m un entier, m > 1. Soit #,, la classe des relations m-aires associée a M,
Nous désignons une m-relation R = (A; (C,; i < m)) aussi sous la forme R — (O(R), S(R))
oit O(R) = A est l'objet de la m-relation R et oi S(R) = (C;; i =m) est le support
de la m-relation R. Dans le texte qui suit, nous supposons, sans modifier la notation,
Que la classe #, ne renferme que les m-relations pour lesquelles les éléments du sup-

Port sont differents de la classe vide. Soit .#; le n-uplet des catégories construits
au-dessus.

~ Soit #,,; la classe multiplicative (#,, kn,:) ol la loi de composition %, ; est dé-
finie par:

km, ARy Ry) = (A; k(S(R), S(R)) si, et seulement si,
(S(Ra), S(R\))E (M T)" i s (MT) i

olt 'on a posé
A={@a,....al_, a2 ,......a%):3(a..., ak)eo(R,),

< 1 = a2 i< { 1 i 8 -
k=2 a,_,.,=0, j=si a\ ,=a},, jsm—2i)
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Cas particuliers: 1° Soit C¢.#,. On dira qu'une m-relation R = (A; (C;; i = m))
est homogéne sur C, si C; = C pour tout i< m. Soit Z¢ la sous-classe des m-rela-
tions homogeénes sur C. Soit S , = (%S, kS, ) la sous-classe multiplicative de %m, i
définie par la sous-classe #¢. La loi de composition £ ; est introduite et étudiée

dans [11]. e
20 Sim=2et i=1, on obtient la loi de composition clasique ([8], chap. I, n°

2, B, [10], [12]).
On peut munir la classe #, des structures de graphes orientés (#,, p/, o), 0=i

< [m/2}, j=4 comme suit:
S@{R) = a(SR)),  SBAR) =BASR)), j=4,
O0(X(R) ={(ay, ...\ Gm—i, @y, ..., @): a;€Cj, j=m—i},
OBUR)) = {(@m—itts - +vs Br Aisty ooy @)t @16Cy, i < j< m},

O(0YR)) = {(@1 - -+ s @p): (@y, .. @) €0(@((R)). (ay ..., a)
€O0(Pry, ..., (R))}.
OBYR)) = {(@y - - .+ @) (@n, .. -, @) E0(BYR)) (@ - .., @)
€0Pr ..., n (R}
0(@X(R)) = {(@r, .. -1 @p): @y .. -, Bu)€0(0XR)), (Gix1, .- ) Gm—i)
€0(Prisa, ..., m—i (R))}.
OBXR)) = {(@y -+ -+ p): (@ . -, ) €OBYUR)), (@it o Am—i)

€0(Pris,..., m—i (R))}-

0(0}(R)) = {(ar .- -+ @) (ay, ..., an) €O)(R)), (@y, ..., Am—i)
€O0(Pn,..., m—i(R))}.

OBYR) = (@1 -+ + @) (@ -+ ) COBYR). (@ .+ )

€0Pri,.... m(R))}

Soit .170 un univers tel que JI,,(.I?O. Si % est une des catégories associées a .#,
définis au-dessus, % désigne la catégorie correspondante associ¢e a .#, En particulier,
Ay est la catégorie des homomorphismes entre classes polaires associée a .#, Nous

désignons par 4", la sous-catégorie pleine de .#'; ayant pour unités les précatégories (6]
Nous utilisons la définition d’une base de précatégorie conformement [6].

On montre que @, , = (R km, 1, By a))€(H ")y ot j=4 et 0=<i=[m/2]. Soit
#,, la sous-classe de #, formée par les m-relations R telles que 0(R)=+(. Soit 2/ |
la’ sous-classe polaire de #/ , définie par la sous-classe %, j= 4.
e lSolt p :’application de ®, vers .#, définie par: p(R) = S(R). Soit n = [(m+2)/2],

sisn—1.

Théoréme 2. # ,¢F" et p=(#, p, Ami) est un (F", Fm).projecteur.

Démonstration. Montrons que p est un (#{", #®)-projecteur. Soit r(C')
la relation définie dans le théoréme 1. Désignons r= 7(91}.., /). Soient R=(A; (C,, Cy,
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 Co) €[Zm ]y et Ro = (@ ; S(R)). Montrons que R ~ R (mod 7). Supposons que
la classe O(Pr,(R)) contient au moins deux éléments. Alors, il existe une bijection
f: C,-=C, telle que f(a)+ a pour tout a¢C,. Soient R, et R, deux m-relations
définis comme suit :

S(Rx) = S(Ry) = S(R),
ORy) = ({8 By +4 <+ Gty R)): - (@p - o v B) €N Prs;. ., m(R))}
O(Ry) ={(fan) (ag. ..., ap): (@p ..., @) €0(Pry,, .. w(R))}.
On obtient
km, o(Bm (R, R), km,1 (R R)) =R,
Ry (Bm, 0(Roy R) Rm, o(Ry, R)) = Ra.

Il en résulte que R ~ R, (mod’}.) D’une maniére analogue on montre que (R~Rq)(mod r)
si la clgsse O0(Pry(R)) contient un seul ¢lément.
Soit R = (A; (C;; i = m))¢R,, et soit Re = (@; S(R)). On obtient

kn ABiR), R)=R et kn((D; SBIR)) R) = Re

et par consequent R~ R (mod?). Il en résulte que R~ R’ (mod r) si, et seulement si,
S(R) = S(R'). Ceci montre qu'il existe un isomorphisme de %, ;/r vers .# et, d’aprés
le théoreéme 1, p est un (f‘”}, ﬁ‘"’)—projecteur.

Soit (1\7, \"\) un foncteur (f', ﬁg)-proiection naturalisé [6]. Soit i < [(m — 2)/2].

Théoréme 3. £, est une base de catégorie et R, ; est une catégorie quo-
tient strict de N(Z), ). :

La démonstration de ce théoréme est analogue a celle du théoreme 3, [5].

Théoréme 4. #,, ; est une précatégorie, 1\7(973,., /) est une catégorie quotient
Strict de Ry, ; et (Rn. ) est un (F» N p)projecteur strict. L, ; est une précatégorie
et N(ZLm, i) est une catégorie quotient strict de A7(.?’:,.. /). De plus, /\7(%1.. i) est une
catégorie quotient strict de /\7(3",',,, 0)-

La démonstration de ce théoreme est analogue a celle du théoréme 4 et du théo-
réme 5, [5).

Théoréme 5. 9?,2,,,[ est une précatégorie, N(é?f,,, /) est une catégorie quotient
s{ricg de R, et W(R2.,) est un (F, A )yprojecteur strict. #,, , est une précatégorie,
N(Rn, i) est une catégorie quotient strict de Ry, et V(Ry, ) est un (#, N )projec-
teur strict. ;([?"" est une base de précatégorie et 1\7(9!,2,, i) est une catégorie quotient
Strict de N(.Z’?,,' ). De plus, .2’?,,,[ est une base de précatégorie et IV(Q,‘,,‘ i) est une
catégorie quotient strict de ﬁ(.’a?",,,, i)

La démonstration de ce théoreme est analogue a celles des théorémes précédents.

Alors, il existe un cube commutatif (Fig. 1) ayant pour sommets les classes po-

laites Ry, ;, N(#n,i), 1 <j<4, N(Lhi). j=4 et tel que pour toute fleche f de ce
cube B(f) soit une catégorie quotient strict de a(f) pour tout i < [(m — 2)/2].

2 Cepamka, xn. 1
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NIL) NiL2)
N(Ls,) N(Ly)
N(R,,) N(R?)
R . N(R,,)
Fig. 1
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