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DIFFERENTIABLE GROUPS AND WHITNEY SPACES
K. SPALLEK

Differentiable groups G, i. e. groups in the category of differentiable spaces are, for example, Lie
groups or formal groups over R or C. In general they are some “mixture” of these special cases: in
some sense families of formal groups differentiably ~parametrized along Lie groups. Here we go one
step in this direction and show, that a differentiable group, which is a standard space, is a Whitney
space (main result, Satz 3.7). For more geaeral results, one has in addition to apply [5)—(8]. In more
detail :

A N-differentiable space X=(X, /) is a ringed space, with structure sheaf ¢/ on a top. space X,

which is locally of the form (D, 2%/ f). Here: DCK" is an arbitrary subset (in general). gV is
the sheaf of K-valued C'-function germs on K", K=R if N=I,... 0, 0 (~ real analytic), K=C
if N=o* (~ complex analytic) and ¢ =@~ D is some ideal sheaf of function germs vanishing on D.

X is called locally compact, iff X is locally compact; X is closed, iff of is topologically closed,
i. e iff in each local form (D, @N/j) of X the ideal ¢ is closed under limits of sequences of func-
tions of ¢ in the usual topologies. X is a standard space, iff X is locally compact and closed ([4]).
X is reduced, iff in each local form the ideal # is he ideal of all function germs vanishing on D.

Special standard spaces are: differentiable manifolds, complex spaces (reduced or not), reduced
locally compact N-differentiable spaces, locally compact Whitney spaces.

X is a Whitrey space, iff in each local form (D, @V ¢) of X the sheaf J=agN D is the ideal
of all function germs, which are flat on D, i. e. which vanish with all their derivatives on D. Accor-
ding to Whitney's main theorem in [10], each section in @/ ¢ corresponds exactly to one Whitney-
differentiable function on D (in modern terminology): i. e. to a family Djx— P, of formal power
series P,=ZXa,(y — x)°, which are “differentiably connected along D”. Here D is supposed to be lo-
cally compact.

The proof of our main results 3.7 works with vector fields on noa-reduced spaces. Also for use in
subsequent papers we first discuss different notions of “vector fields”, i. e. of differentiaal operators
of first order on X, as well as of operators of higher order: From a more algebraic point of view we
introduce k-derivations (following [2]), then also, what is new, weak k-derivalions; in addition in
case N=co one has the sheaf homos of —.of (as R-moduli), especially also those which can be lifted
locally from §N/ ¢ — GN) ¢ to @N’D..QN;’D. In classical situations all these give the same
“differential operators”. For spaces this is only true under additional assumptions on X (mostly: stan-
dard space) (see §1) § 2 establishes for standard spaces the equivalence of k-derivations to the defi-
nition of operators as sections in the so called tangent space of k-th order of X.
~In some sense 3.7 can be extended to non-standard spaces by using results from (5}, (7], [8]:
First a natural smoothing functor F, brings any space X, esp. G, into a closed space Fy(X) exp. FyG),
which again is a differentiable group ([3], [7]). Then by |7), Fy(G) can uniquely be embedded into a
diffbl. group G which is a standard space and contains G as a “dense” subgroup. Finally one shows,
that the reductionred G of U is a Lie group ([7], [8]).

3.5 was proved years ago. Since that time, many additional results and applications of the theory
of differentiable spaces were established (as those in [7],[8],[12], mentioned above, see also the additional
literature at the end) completing the basis of the theory. This paper now is part of this series.

1. Schwache und starke Derivationen. A sei eine kommutative, assoziative
R-Algebra mit 1¢A, R ein Korper, R +1-R—A injektiv, RY1 ~1¢A M:={m m
—Amax. ldeal, fiir welches R—+A -+A/m bijektiv ist}. M3Im bezeichne zugleich die
sog. “Auswertung” m: A—=A/m>R. D: A -+ A sei weiterhin stets als R-linear gegeben,
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Differentiable groups and Whitney spaces 167

Difinition 1.1 ([5]): D heift (starke) k-Derivation, wenn vy x,¢A gilt:
]

D(x;)=0 im Falle k=0; D(xy--x;--x,)= L (=1L x Xj oo Xy D(xg e Xxy)
s=1

ug/‘( e J=k
im Falle k=1.

Bemerkung 1.2 ((3]): D k-Deriv. <>D(x, -+ )—x, D(--)—(--) D(x,}k—1)-Deriv.
VX €A=DR)=0; D(I***)=Fyl=A ldeal, s¢N; falls k=1: D(f)=v-f"" D(f)
v/EA yoeN. Sei weiter fest gegeben: N=M, /= A ldeal, N/[: ={m/l m¢N, m>ol}.

Definition 1.3: D: A— A lin. heifit schwache k-Derivation bzgl. N, wenn
gilt: D(R)=0, D(m***)=m’ym¢N, seN. x-k-Deriv. stehe fiir k-Deriv. bzw. fiir
schwache k-Deriv.

Bemerkung 1.4:a) D k-Deriv.=D schwache k-Deriv. b) D s-k-Deriv., D(/)=I=D
induziert =-k-Deriv. (resp. bzgl. N'I) D'[: A/l —A/l. ¢) D,: A—A seien =k-Deriv.,

a,c A=D: = x a,D, «(k+1t)-Deriv. yt¢N ({0}, d) D(rep. D)y: A-—~A seien =k
=1

(resp. =-e)-Deriv. = DD ist =(k+e) Deriv, D+D ist =-Max (k, e)-Deriv.
Liftungsproblem: D: A//~ A/l k-Deriv. =3k-Deriv. D: A— A mitD(/)
=), D= D/I—D schwache k-Deriv. = D k’-Deriv.
Definition 1.5 B: =A oder A/l. a) y*B:=B-Modul der k-Deriv. B—B.
vB: = ;;J v*B B-Algebra der Deriv., mit Komposition als Produkt. b) yT<B: B-T

sei der wvon T erzeugte B-Modul, yT sei die won T in yB erzeugte B-Algebra.
¢) Im Falle T—A sei T/I: ={D¢y(Ady 3DeT mit XI)=I und D=D/1}. d) AXA/I):
=(A/I)-Modul der bzgl. N/I schwachen k-Deriv. A/l-A/l, yv(A/l): =(A/l)-Algebra
aller schwachen Deriv. (Komposition als Produkt).

Definition 1.7: A/l heifit t-abgeschlossen — t ¢N 1) oo —, falls gilt: 3 N—M mit:
o) /= m(gvm. By I= MQN(m’J,«—I) falls teN; [=S(F;N m];]v(m‘ﬁ-l). falls t= .

Satz 1.8: (Liftungssatz fiir starke Deriv.) Annahmen: a) A/l ---abgeschlos-
sen. b) 3x; €A mit R-{x;,—mlxy), ... x,—m(x,)}+mi=m yme¢N, N wie in 117.
¢) 3D, v'A mit D,(x)) =38, vi,j =1,.,. n. Behauptung:

i) vMA/N=A{D": =Dj1o---oDin/1<|v <k}/l

iiy D;oDyj=DjoD; wi, j=1,...n, falls 1 N m =0 ist.
SCN meM
Beweis: i) Zu zeigen ist “=". D~: A/ — A/l sei k-Derivation, ~: A —

~

A/l, 3b,€A mit b =D~ (x%) fiir x* :f?c’,'l...x:", 1< p <k Wegen Vor. c) ist
!
D"x":m“——vﬁ—x“"” vO0<wv=p, =0 sonst. Jetzt bestimme man sukzessive a,¢A
mit b, = OZ a,Dxv, setze D: = L D= D (¥*) = by=D(x*)~ y 1= p|=<k. 11
<v=R I<s|vjsk -~
mit Induktion itber || liefert fiir Dey*(A/I), Dev*(A): D) =D(x*)~ y 1=<|u|, also
D(P(x))”=D(P(x))~ yP(x) “Polynom” iiber R. Sei f¢ A.', m¢N, seN. Nach Vor.
b) folgt: 375 f “Polynom” in x mit f—7% fems*=D(f)—D(f)"=D(F—T5 f~)
—D(f—T= ) €(m/Iy (1.4a)=D(f)—D(f) ¢ (2 N (m/Iy’=0 (-c-abgeschlossen).
N ,

s m¢N
iiy D;oD;(f)=D;>D,(f) yf=x" (vor. ¢)), dann yf=Polynom, dann y/f¢A (Beweis
wie eben) q. e. d.

Satz 19: (Liftungssatz fiir schwache Derivationen). Annahmen: a) A/l t-ab-
geschlossen, t¢N fest. b), ¢) gelte wie unter 1.8.

Behauptung: y*(A/)=A{D*|1<|v|<k': =k+t—1}/], also y(A/l)=v(A/I).
11 Cepanka, KH. 2
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Beweis: Sei D: Ali— A/l schwache k-Deriv., ~: A—A/l, b,cA mit b,

=D(G")  ylprl=k. 36,6A mit b, = L4 Dxyls|p=k Seize D:
1=lv|=k’ -
= = a,-D? D(x¥)= b7 =D(x*)" y1=|p|=k". Also: D(P(x)") = D(P(x))” v
slvj=k’
“Polynom” P(x) vom Grade =k'. Ferner: ym¢N, (n|=k+s, s=1,...,t—1 folgt:
(m/1y* 3y D((x—m(x))*)=D((x—m(x))}")~ = h ay D¥(x—m(x)")"= L a;-c,
1<!v|=k’ 0<v<n

-(;—m(x))"—”-i—a:-c,,, wobei ¢, ¢ R\ {0} ist. Mit Induktion iiber |v| erhdlt man: a
emel-kyk<|v|=k'. Seinun f¢A, meN=3T%f “Polynom” vom Grade =&', mit

f=T* fem +'= D(f)—D(f)y"=D(f—TH [)—D(f—T% )~ € (m* +1)/1 =D(H— D)~
€ 1’1 V(m’+l)/1=0 q.e.d. :

Bemerkung 1.10: o) Der Beweis zu 1.9 hat von D nur verwendet: D((m/1)k+)
—(m/ly y s<t. B) A/l ist 1-abgeschlossen genau dann, wenn A// reduziert ist. v) Ana-
lytische Algebren sind lokal (fiir diese ist V=M einelementig) und cc-abgeschlossen
(: m — adisch abgeschlossen). Die Voraussetzungen b), c) sind fiir diese ebenfalls er-
fiillt (“Koordinaten”). 1.9 enthalt also den bekannten analytischen Liftungssatz. 5) Je-
der Punkt eines komplexen Raumes (X, ¢) hat einc Umgebung U derart, daB die Al-
gebra der Schnitte H°(U, 0) t-abgeschlossen ist ‘fiir ein endliches €N, wobei N die
Menge der zu U gehdrenden maximalen Ideale ist ([8]). Auf komplexen Ridumen sind
also schwache Deriv. ebenfalls liftbar und stimmen dann mit den starken iiberein. Man
beachte aber:

Beispiel 1.11: 1.9 liftet &-Deriv. zu (k+£—1)-Deriv. Diese Graderhohung ist i. a.
unvermeidbar: A=0=Ring der hol. Fu. -keime in 0¢C, m—0 max. Ideal., /=m3.= A/l
ist lokal, also N={m}=M, [cm, [= ﬂN(nz’+1) mit £=3. D: A/[-A/l, def. durch

m ¢
az?+bz+c—b, ist schwache 1-Deriv.: D(m2)=0=m2~', D(m)—m®=m'~'. D l4fit sich
nach 1.9 zu einer (1+3—1)-Deriv. A—A liften. Eine solche findet man nach Konstruk-
tion zu 1.9: Fz—~z£;+ :lz 22523?' Es gibt aber keine Liftung der Gestalt f(%ﬁ—g;—zz,
wie man durch Testen an z, 2% 2% priift (vgl. auch [4]).

Bemerkung 1.12. Man modifiziere 1.2 wie folgt: D k-Deriv.: <> g—D(f-g)
—f-D(g) (k—1)-Deriv. yf€¢A und: D 0-Deriv.:<>3a¢Amit D(f)=a-f yf€A. Man
verzichte in 1.3 auf die Forderung D(R)=0. Deriv. A//— A/l in diesem Sinne lassen

k

sich dann genau zu den Deriv. 12 a,D?: A-—Amit D([)<I liften, die zusitzlich
|v]=0 '

den ableitungsfreien Term a, enthalten konnen (und umgekehrt), wenn man unter 1.8,

¢) und 1.9 noch D;(R)=0 verlangt.

Bemerkung 1.13. Firr Cw=-differenzierbare lokalkompakte Riume X=(X, o)
ist o topologisch abgeschlossen (X also ein Standardraum), genau dann, wenn die
R-Algebra A: =H(X, /) der globalen “Funktionen” auf X co-abgeschlossen ist bzgl,
der Menge N seiner maximalen Ideale (Whitneys Spektralsatz). Es gelten also in dem
Fall der Liftungssatz 1.8 (wenigstens “lokal”) und entsprechend 1.9 (falls X sogar
t-abgeschlossen bzgl. N ist fiir ein endliches #¢N). Mit 1.9 leitet man fir entsprechende
Riume X (speziell fiir reduzierte) ab, daB Derivationen auf X <“lokal” gerade die
R-Garbenhomos &/ — o/ sind (verallgemeinerter Satz von Peetre, vgl. [ ]).

2. Differentialoperatoren und Tangentialriume k-ter Ordnung zu differenzier-
baren Riumen. Im folgenden gehen wir nur von differanzierbaren Riumen aus, die in
einem R” eingebettet sind. Die Ubertragung auf beliebige abstrakte Riume liegt auf
der Hand. AuBerdem beschrinken wir uns der Einfachheit halber auf die Differenzier-
barkeitsklassen C=, C® (reellanalytisch), C®* (komplexanalytisch). Funktionen in » Va-
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riablen fassen wir, wo notig, identisch als Funktionen in mehreren Variablen auf, R"
ist im Falle C»* als C* zu lesen.
L(n, B =("F*)—1 ist die Anzahl der n-Multiindices v=(v,, . .., v,) mit v, €N U {0},

1-=|v =k. Wir verwenden diese Indices daher auch zur Kennzeichnung der Komponen™
ten von y ¢RI,
Sei X=(X, X)=(D, 2"/ 5)= R7={x|x=(xy ..., X,), x;€R} ein fester N-differen-

zierbarer Raum, N= o, o, 0% und 2: X—Y=(D", 9“V//.)CR’” differenzierbar ([4])-
Sei FM: =D¥Fwit D;: :8%.’ Dv: =Dyw---oD'n
Definition und Bemerkung 21: (Tangentialrdume)
3
a) TRX: ={(x, )| x€X, yeRI™H, lz,,ﬂv)(x)'}’v=0 vfes.)
| Tk A
o k
T = (6 ) €Y, Y ERIOW, B ) =0 v fESL)
T - IB=
T (x, ) =(x', ¥): =(H), dHE)(p) fir (x, )€ THX.

Hier ist [ ein Reprisentant von h in x¢R" und d*H ist durch folgende Glei-
chung definiert:
k

k k
) I @eHOW Y= T g0 PHE) (D= T g0()y,

vi=1
v g€ 2%, x"=H(x).
b) T*X: =kgN/k 7 kgN st hier die zugehdrige Strukturgarbe auf R"XR'%H und

I3
s o=( ™) Ly | kN
i =G+ E fmfesyan

gentialraum) von X. TEX: ={(x, ¥)|(x, ¥)€T*X} (={y|(x, )€ T*X} nach Bedarf)

d) Die Reprasentanten (H, d*H) induzieren eine nur von h abhdngende differen-
zierbare Abbildung

Tkh: TFX —T*Y, T°h: =h.

¢) Die Zuordnung T*: X - T*X, h---T*h der Kategorie der eingebetteten
N-differenzierbaren Riume in sich ist funktoriell. T* laft sich daher auf die Kate-
gorie aller N-differenzierbaren Rdume zu einem Funktor ausdehnen.

f) THR=RXR* (die Strukturgarbe schreiben wir nicht mit).

g) Die Einbettung 0%,: R RIH — RT RIS O R X RIE) fiir k<K' induziert
eine Einbettung

0%: TAXCTH X

mit 0: =0%: X=T*X als “Nullschnitteinbettung'.
h) Die Projektion m: =mf: R"XRIH  RWCOR"XRY™X) induziert eine Pro-
iektion

n: TAX — X mit mo0=id.
i) Das folgende Diagramm mit mo 0% 00=id ist kommutativ :
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0 0% . n
X—TX_LTVX L X
Rl T Te
0%, n
y Loy X ey Loy
Insbesondere sind damit OF., n fiir beliebige Riume X definierbar. ~
Definition und Bemerkung 2.2 (Differentialoperatoren).
a) ELine differenzierbare Abbildung D: X —T*X wmit noD=id heifit Differen-
tialoperator der Ordnung <k (k-Differentialoperator) auf X. Die AVullschmttcmbet-
tung 0 aus 2.1, g) rrzbt den 0-Differentialoperator.

={D | D ist k-Differentialoperator auf X}.

Die Ele/nente von v‘ X heifit auch (Tangential-) Vektorfelder oder auch infini-
tesimale Transformationen auf X ([1]).
b) Da 0f,: TAX—=TX¥ X eine Einbettung mit n=no0;. ist, liefert die Zuordnung

D =0k D eine Einbettung v*X—vy* Xy hk<=k'. Das kleinste k mit De¢v*X heift
die Ordnung von D. Sei yX: = | y*X.
A

¢) Sei my: T'R=R<XR—R die Projektion auf die Zweite Komponente, n*: T*R=R
<RE—» T'IR=RxR die Projektion auf die ersten beiden Komponenten. .Iea’e differen-

zierbare Funktion HYX, X)) f: X—R induziert eine differenzierbare Funktion
d*f: =myonto T*f: T*X — T*R — TR —R.
Entsprechend sei d*f fiir f¢ X definiert. Jeder Operator D¢v*X induziert eine R-line-
are Garbenabbildung D: X — X vermoge D(f): =d*f-D, die halmweise eine k-Deri-
vation ist. Die damit gegebene Zuordnung
vX -~ Home (X, X)

bildet v.X injektiv ab in die H°(X, X y-Algebra der R-linearen Garbenabbildungen
X—X. Das Bild ist selbst wieder eine H(X, X)Algebra. Wir identifizieren yX mit

diesem Bild und der zugehorigen Algebrastruktur, deren Produkt wir als > schrei-
ben.
Beweis: ¢) Mit P: TAXR™"<RImH . RIE erhalten wir eine injektive Abbildung

v*X3D P D¢ H(X, X)'mb,

wenn wir die Elemente von /°(X, X)'™* als differenzierbare Abbildungen X — Ri(n.®

auffassen.
Ist feX,. FeZ?Y ein lokaler Reprisentant von f, F(° eX die Restklasse von F®,

so hingt nach Definition von D

S (PoD)fO:= I (PoD) F9¢X,

v]e=1 [v]=1

nur von d, nicht von der Wahl des Reprisentanten F ab, Setzt man in 2.1.%) etwa
=id, so erkennt man:
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k
D(f)= ]Xl(Po D). f),
woraus nun die Behauptungen folgen. ~
Wir wollen noch einige andere Beschreibungen von y.X angeben. X=(X, X)

=(D, 2% 7)=R", Homg (...,... ) sei die Menge der R-linearen Abbildungen.
Satz 2.3. Man hat die folgenden natiirlichen Bijektionen : a) viX? {o|oe H(X

k
X)) und ist ¢ ¢(ZY) 0 ein lokaler Reprdsentant wvon ¢, so wird L ¢ fV¢f,
= ’ Jv|=1
VIES o x€A} D(f)=2 j(D) [ WD eV*X, feX.
k
b) VkX-?—{(P q,eHU(D. _(/"\')l(n.k)‘ ‘ Zl (pvf“‘)éjvfé /};"[10(0, j)“""‘):“—,HO(D, Q‘V)

DY 1= v <k} H"(D, #)-gemaf 1.5) —, falls N=co.
¢) V' X={D ' D¢Homg (H° (X, X), HYX, X)) ist eine k-Derivation}, falls N=co

und X ein Standardraum ist.

d) v*X={D D¢Homs (X, X), und D ist halmweise eine k-Derivation D:
X, X,}, falls N=¢ o oder falls N=<o und X ein Standardraum ist.

e) v*.X={D D¢Homs (X, X), D(R)=0, D, (mi+*)=m, v x€ X, m,= X, maximales

Ideal}, falls X reduziert ist.
f) v*X ist ein H°(X, X)-Modul, vX eine H"(X, X)-Algebra, v'X ist eine Lie-

Algebra mit [D, D] : =DoD'—D’+D als Produkt. 7]
Beweis: a) Die oben angegebene Abbildung j: v*X — HO(X, X)'»% liefert die

Bijektion. h) Die erste Bijektion = gilt wegen a) und der Isomorphie
Ho(D, 2= )% =H°(D, 2=)"")/Ho (D, #)\nh,

Zum Beweis der zweiten Isomorphie sei A: =H%D, 2=), I: =Hy(D, #). Man hat’
Al =~ A{D¥ | 1< v <k} und

D(h=l=D(f)=FfyD=2a, D" A{D"| 1= |v <k},

weil die Einschrankung /- #, surjektiv ist (Partition der 1). Man hat also eine durch
obige Isomorphie gegebene Abbildung

{0 @e Ah, o fVefyfef}—A{D|1=|v <}/,
die surjektiv ist. Thr Kern ist /'"#, da
(X a, DY) (x*) €] yu<>ya, €[ (Beweis zu 1.8)=q.e.d.
¢) Es ist H'(D, 2= #)=A/l und"‘{n‘j‘(N(nz;-}—l):I. wobei m,—A das zu x¢D

gehorende maximale Ideal ist. (Satz von Whitney iiber abgeschlossene Ideale, [10]).
Also wird :
VX = ADY 1= v|=k}/I (nach 2.3, b))
~{D|D: A/l — A|l ist k Derivation} (Satz 1.8).
d) Wir haben die natiirliche Injektion (2.2, c))

v"X:l {D| D ¢Homg (i\" X) ist halmweise k-Derivation}.
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Sei nun D*¢{--+}, ~: 2V -2V F=3! ave H' (X, X) mit

k
D (x*)=: b,= X a,(D"x")" y 1= p|sk (1.8, Beweis).
v|=1
Wegen N (m+H(U, f))- H (U, 7)yUcoifen X folgt:
(U sEN : -

v

k
Da( f~) _— avf(\')"' vfe HO° (U‘ QAV),
lvi=1
insbesondere: 0=Xa, "y f¢HO(U, #), also (...,a....)Ej(v*X), also i(vEX)y D’
q. e. d. )

e) folgt entsprechend unter Benutzung von 1.9.

f) Die ersten Behauptungen sind schon in 2.2, c) enthalten, die letzte folgt mit
§l.qed 7

Lokalisiert man die bisher nur global eingefithrten Begriffe Derivation uud Diffe-
rentialoperator, so erhdlt man

1. die X-Garbe y*X der Keime von Differentialoperatoren auf X der Ordnung<=#k;

2. die I;\;AAlgebra:Garbe vX der Keime von Differentialoperatoren auf X;
3. die Lie-Algebra-Garbe y'X der Keime von Vektorfeldern auf X
3. Vektorfelder auf differenzierbaren Gruppen. Wir beginnen mit einigen Vor-

bemerkungen. X, Y seien N-differenzierbare Radume in Zahlenriumen wie in §2; A:

X-—X, k: YV seien differenzierbare Abbildungen, N= <o,
Bemerkung 3.1: a) T'XXT'Y=TYXXY), b) T'(hxk)=T"hx<T'k, wenn wir
die [somorphie unter a) als Identitat schreiben. '

Beweis: a) TH(X<Y)={(x, < v y)|xe X €Y, T T en 2,
YN=0yfe(f + 59TV ={(x, 3, x",¥") x€X, X €V, X [, vi=0, L g, v;=0vfeS,
geF ) = TIXX TV = THX X Y)=(T' XX T'Y, 9¥/4) mit ¥ als Garbe auf dem R"xR"
X R%R"® und mit

F=(S+ 5 +Ef il [€ I (TR, ) 8¢ £} T, THXXY) =T XXTY.

b) ist damit auch Kklar.
Bemerkung 3.2: Man hat in natiirlicher Weise Lie-Unteralgebren:

VX, v Yoy (X< Y)o(viX+y!Y) mit [v'X, yv'Y]=0.

Beweis: Sei v'’X3D: X— T'X, 0: Y—T'Y der Nullschnitt. Dx0: XXV
S TIXXTYY =TIXxY gibt DX0¢y(XxY). Durch D ---Dx0 erhalten wir einen
injektiven Lie-Algebra-Homomorphismus y'X<—y'(XXY) (man verwende etwa 2.3, a)).
Der Rest ist klar.

Bemerkung 3.3: Jeder Diffeomorphismus f: X — Y induzierteinen Lie-Algebra
[somorphismus f*: y'X—y'Y vermoge

f'(D): =T'feDof 'y Dev'A.
Beweis: y'V3T foDof': Y — X T'X—T'Y ist klar.
[/ (D), f{(D)N=[T'foDof ', Tifo D' o f}|=T'fo[D, D|of'=f (D, D)

gilt 1. fiir den klassischen Fall X=R"; 2. fiir den Fall Xc<R" Einbdim «X=n in der
Nihe von x, wie man mit 1. folgern kann, dann auch 3. allgemein.
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Definition und Bemerkung 3.4. Sei f: X — X ein Diifeomorphismus. D¢ y'X heifit
f invariant, falls f*(D)=D. Die f-invarianten Elemente D ¢y'X bilden eine Lie-Unteral-
gebra, ebenso die beziiglich aller f einer Familie von Diffcomorphismen invarianten D.
Beweis: f(D)=D, ["(D")=D"=f" (D, D')=[f"(D), f*(D)]=[D, D] g.e.d.
Im weiteren sei (G, p, e, 1) eine feste N-differenzierbare Gruppe, N= -2, o« mit p:
GxG-—G als Produkt, e¢G als Einselement, 1: G -G als Inversion. yp¢G haben

wir Diffeomorphismen:
Bt G—GXp=GX G—G (Rechtsmultiplikation)
p*: G »pXG=GxG——G (Linksmultiplikation).

Definition 35. De¢y'G heift  linksinvariant, falls Dop=T'uc(0xD) gilt,
rechtsinvariant, falls Dop=T'nwo(DXO0 gilt), wobei 0: G —T'G der Nullschnitt ist.
Sei v1(G): ={D|D¢vy" G ist linksinvariant}.

Satz 3.6: a) vIG=v!G ist eine Lie-Unteralgebra. b) Der durch ,p induzierte
Lie-Algebra-Isomorphismus 1 : v'G—v'G lipt v} G fest. ¢c) Der Einsetzungshomo-
morphismus (beziiglich der Vektorraumstrukturen) p: v,G— #p ,G mit p(D): =D(p)
ist bijektiv yp¢G. Wir wversehen Jp ,G mit der durch digsen Isomorphismus wvon
V! G induzierten Lie-Algebra-Struktur. (3. gilt entsprechend fiir rechtsinvariante Vek-

torfelder.) .
Beweis: a) Mit n: G<G-— G als Projektion auf die erste Komponente ist m>(p:

G¥G-—~GxG, wie man zeigt, ein Diffeomorphismus. Es gilt: DEWG@Dop—_-Tlp
o (0 D)y
(0><D)o(rr>~<u)=7’1(1t>~<p)o(0><D).

Also: D ist linksinvariant <0 XD ist (rr2<p)-invariant. Die Menge der letzteren Ele
mente bildet aber eine Lie-Algebra mit [,] als Produkt. Wegen

[0xD, 0xD"|=0x[D, D]y D, D"¢v'G
ist daher auch y!G eine Lie-Algebra. b) Wegen Dep=T"'uo(0XD) sind folgende Mor-
phismen einander gleich:

G — pXG—GX GG =~ TG

G — pXG—GXGZE TG TG~ TG
G2 T'G—pXT'G— T'GX TG > TG
G -2 16 T TG,

also Do u=T" MoD q.oe.d. c) 0. E. sei p=e. e ist injektiv: Sei D¢yl G, D(e)=0.
Folgende Morphismen sind einander gleich: G— 7'q,

G—Gxe—GXGZE TG TG TG,
G—GXe—GXG—> G—2 TG,

G- T1G. q.e.d.
e ist surjektiv: Fiir v¢ g,G sei
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n,: G—vcg,GaT'G,
bzw. GXG—v=TgG=T'G

UXny

D: =v': GZE TG T'G—> TG,

Oifenbar ist D¢y'G und D{e)=v. D ist linksinvariant, da die folgenden Morphis-
men jeweils einander gleich sind:

T

GG G2DTIG TG g

(Ox0)x v ! )
GXG = (TG T\GXT'G "% TIGx TG T'G
0% (0x ) '

GX Gy TIGH(TIGX T'G) 2 TIGX TG~ TG
GXGO—D‘ T\Gx T'G I g qed.

Satz 37: G sei eine N-differenzierbare Gruppe, N=, o, ', n=Einbdim G.
Dann ist in einer Umgebung Ule)

G Ule)=(D, 2% 4)=R",

und fiir jede solche Darstellung gilt:

l. #, enthilt wpeD nur platte Funktionen.

2. #=0, falls N=o, o"

3. Falls N=co und G als differenzierbarer Raum A, erfilllt, ist G ein Whitney-
Raum.

Beweis 2: folgt sofort aus 1.; 3. folgt aus 1. und Whitneys Charakterisierung
abgeschlossener Ideale.

1.: Es gibt stets eine Darstellung G| U(e)=(D, 2"/ #)=R" mit n=Einbdim,G. Sei
e=0¢R" Nach 3. gibt es zu jedem v¢7Tg,G=TgR"=R" ein V¢y!G mit V(e)=v.
Wir denken uns V als Abbildung V: U(e) —R” realisiert. Dann gilt fiir die Abbildung
in Richtung von V:

V()=ZV,fy €IS
VoL (f):=v(Vei(fesf vies, neN,
also: VO (f(0)=0yneN, fe £, VeyiG=TgG.

Daraus folgt leicht: f ist platt in 0 q. e.d. Der folgende Satz ist Spezialfall eines Satzes
iiber Transformationsgruppen. Wir geben daher hier keinen Beweis:

Satz 38: h: G—G' sei ein Homomorphismus N-differenzierbarer Gruppen,
N= ¢, 40 = Das Differential dh(e): TgG — Tg.G. ist ein Lie-Homomorphismus.
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