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REGULARITE DU PROBLEME DE COMMANDE OPTIMALE
A CONTRAINTES SOUS FORME INTEGRALE

I. M. CONTE

Le présent travail est consacré a I'étude du probléeme de commande optimale d contraintes sous
forme intégrale, pour lequel nous démontrons une condition nécessaire et suffisante de régularité par
rapport a la fonctionnelle. Certaines propriétés Lipschilziennes de la solution du probléme convexe de la
commande optimale i contraintes sous forme intégrale sont également obtenues.

1. Introduction. Le présent travail est consacré a I’é¢tude du probleme de com-
mande optimale a contraintes sous forme intégrale. Dans le paragraphe 2 nous formu-
lons le probléme originel relaxé (selon Bogolyubov) [1]; nous démontrons que ce
probléme est régulier par rapport a la fonctionelle si et seulement si les valeurs opti-
males des problémes originel et relaxé coincident. Ainsi, le résultat obtenu représente,
dans un certain sens, une geénéralisation des résultats d¢ Dontchev — Mordu-
khovic [4, Dontchev [3] et Zolezzi [8]. Le paragraphe 3 traite un probléme
convexe a contraintes sous forme intégrale. La, nous déterminons certaines propriétés
pour lesquelles la commande optimale, considérée comme fonction d’'un parametre,
vérifie la condition de Lipschitz (continuit¢ de Lipschitz). Des résultats analogues
pour des problémes & contraintes locales ont été obtenus par Dontchev [3 chapitre 2].
Remarquons que dans [2], Gi¢ev a démontré la continuité de la commande optimale
sous des hypothéses beaucoup plus faibles.

2. Régularité par rapport a la fonctionnelle. Dans ce paragraphe nous désigne-
rons par F: X=Y une fonction multivalente de I'espace X dans I'espace Y.

Soit X, une suite d’ensembles nous désignerons par

lim sup X,={x| tout ensemble ouvert contenant x intersecte un nombre infini d’en-
sembles X3}
Définition 2.1. Soient U et U* deux espaces wvectoriels mis en dualité
séparante par une forme bilinéaire notée (.,.).
Si F: U—R, on appele fonction polaire de F et on note F* la fonction de U*—R

définie par
FYu*)= sup {(u, u*)—Fu)}
utU

En réitérant le processus, on aboutit ainsi a la bipolaire F**, qui est maintenant
une fonction de U dans R:

F**(u)= ‘s(uB. {(u, u*y—F*u*)}.

On considére le probléme de commande optimale dépendant du parametre p

(L) @(x(T))->min

g &:

(1) x€D(t, x(t), p)+B(t, x, pyu(t), x(0)=x°
%) u(t)e Vv,
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Regularité du probléme de comande optimale 231

pour presque tout Z¢[0, 7],

(3) x(t) € H(p),
pour tout £€[0, 7],
(4 Of q(t, x(¢), u(t))dt=0,

ot x(-)e W0, 7), u(-)€Ly(0, T)
X€R% ueR”, 0<T< +20, D: [0, T]XR"XP=R"
B: [0, T]XR*<X P—R", x° est fix¢, V=Rm™, H.:P3ZR"
g: [0, TIXR*XR™+(—co, +c0], 91 Rie(—c0, + o],

W20, T) étant I'espace des fonctions absolument continues dont la premiére dérivée
est dans Le0, 7). Le paramétre p appartient a I'espace métrique P et 0¢P est
I’élément fixe.

Si pour p=0 nous avons le probléme initial (originel) alors pour p=0 le probléme
est perturbé.

Dénotons par @(p) la valeur optimale (minimale) de la fonction objectif.

Définition 22. On dit que le probléeme originel (L,) est régulier par rapport
@ la fonctionnelle dans le sens de la relaxation (selon Hadamard) si on a v(p)—v(0)
lorsque p—O0. .

Ceci étant, notre but est d’obtenir une condition nécessaire et suffisante pour la
régularité du probléme (L,) dans le sens da la relaxation. On introduit tout d’abord le
probléme relaxé correspondant a p=0

Ry) o(x(T))—min
(5) xeclco D(t, x(t), p)+B(t, x, pu(t), x(0)=x°,
©) wt) € clco V,

@ (£ ¢ H(p)

®) ofr g** (¢, x(t), u(t))dt <0,

olt ¢g*¥(t, x, u) est la bipolaire de la fonction ¢(f, x, ) par rapport a uz et selon Young-
Fenchelﬁ[S], cleco signifie I'enveloppe convexe formée. R
Soit v la valeur minimale du probléeme relaxé (R,). Il est clair que v<v(0).
Supposons que les hypothéses suivantes soient vérifiées:
1°) —— la fonctionnelle ¢ est semicontinue inférieurement (s. c. i) dans R"
2°) — Pour chaque p¢ P, il existe u(-)€ Ly([0, 7)) satisfaisant (2) telle qu'au moins une
solution x(-) du systéme (1) vérifie avec u(-) les contraintes (3) et (4).
3°) — la fonction multivalente (£ x)=D(f, x, p) posséde des images compactes; elle
est mesurable par rapport a ¢ pour tout x¢R" et p¢ P, semicontinue supérieure-
ment (s. c. s.) par rapport a x pour presque tout £€[0, 7]. Pour tout £>0 et
pour tout compact L—R” il existe >0 tel que pour chaque p: dist (p, 0)<38
et pour tout x, y€C°([0, 7)), || x—y|lc<8,ona | B(: x(-), p)—B(-, ), 0)||,,<e
En outre, il existe a,¢/,(0, T) telle que, pour chaque x¢/(p)NL et presque pour
tout £¢[0, 7], on a

) D(t, x, p) = D(t, x, 0) +a,(t)B,
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(10) brr a,(t)dt<e,

oit B est la boule unité fermée de R”.

Il existe B,(-) € Loo(0, T)telle que |B(¢, x, p)|=By(f) pour tout x¢L et pour tout
p€P et presque pour tout £¢[0, T].

Il existe des fonctions A, A,€Ly0, T) telles que

|w[=Ay8)| x|+ As)
pour presque tout £¢[0, 7] et tout x¢R” lorsque
weD(t, x, p), peP.
4°) — pour tout p,—0, lim sup H(p,)= H(0).
5°) — la fonction ¢ est continue par rapport a (x, u) pour presque tout £¢[0, 7]

mesurable par rapport a £ pour tout (x, #)€R"XR™ II existe une constante a >0
et une fonction intégrable a, telles que

q(t, x, w)y=a|u2+ay(f) pour tout x€¢R”, u¢R™
et pour presque tout £¢[0, 7.
6°) — lim sup7(p) < 7.
p=-0

Théoreme 2.1. Si les hypothéses 1°)—6°) sont satisfaites, alors les condi-
ions suivantes sont équivalentes:

(i) v=20),
tii) lim o( p)=v(0).
P

Démonstration. Soient p,¢P, p,#0 et g,—0. Alors, selon la 2¢me hypothese
il existe u,€L,, u,(t)c¢V telle que la solution x de

(12) x€D(t, x, pp)+ Bt x, pJut), x(0)=x°

vérifie (3), (4) et en plus
o(x(T)=v(p,) +¢&, pour tout .

De I'hypothése 5°), il suit

T T
0= [ glt o u)dt=a [ |n e+ [ oo,

T 1 T
doit [ |u,(t)Pdt= —— [ a(t)dt.

Par conséquent, u, posséde un point d’adhérence u, dans la topologie faible de L,(0, 7).
Il est clair que, u,()€ clco V pour presque tout £¢[0, 7).
Considérons une suite de solutions x, de (12). Alors selon I'hypothese (3°), on a

5512+ [ 1AE) 50| +Amd+ [ BE ol

Du fait que u, soit bornée dans L, et en utilisant le lemme de Gronwall, on obtiendra
que x, est uniformément bornée. Ainsi pour tout £, 4, €[0, 7]
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) — )| = [ Ads +8, 1 [ |uoe
= [ A+ B [ luo) B

=k, \/t2—tl»

olt A; est une fonction intégrable, tandis que k,, k, sont des constantes convenables.
Par conséquent x, est équicontinue. Alors, selon le théoréme d’Arzela-Ascoli, x, posséde
une sous-suite uniformément.convergente. Sans perte de généralité, prenons x,—x,

uniformément. Selon la forme de (12) et d'aprés I'hypothése 3°) il s’en suit que x, pos-
t

séde une sous-suite faiblement convergente x,—y. Ainsi on a X,(f)=x,+ [ x,(r)dt, doit
0

t o
pour tout £, x,(f)=x, + o( y(t)dr, Cest-a-dire y(£) =x,(t) pour presque tout £¢[0, 7]

Notons par S le support de la fonction D, c’est-a-dire
S(¢, x, pd)=sup [D(¢, x, 0), d], deR™
De (12), I'hypothése (3°), pour tout d¢R” et pour presque tout £¢[0, 7] on a

S(t, xA(8),0, d)—d'x,()—d'B(t, x,(B), put)=—|d|a, (V).

Comme D(-, x, 0) est mesurable alors S(-, x,(-), 0, d) l'est également.
Choisissons € >0. Alors, pour n suffisamment grand et tout £¢[0, 7],

Of (ST, %(5), 0, d] — dx(0)+d' B, x,(¥) poYin(D}dr=—]|d|e.

De la semicontinuité de la D(¢, -, 0) on a celle de S(¢, -, 0, d) pour presque tout ¢ et
¢ .
tout d¢R™ Alors—|d |e<limsup ([ {S[t,5,(7),0,d]—d'x, (t) + d’' B(t, x, (), py)u,(t)dr

4 .
= g’ {S[¢, x4(1), 0, d]— ' xo(v) +d’' B(t, x(7), 0)uto(z) + €|d|sup|/u,/|;, ce qui signifie que

(13) xo(t) € clco D(t, xt), 0)+ B(t, x(£), 0)u(#).

Puisque d’aprés I'nypothése 5°) ¢** est la plus grande minorante convexe de ¢ par
raport a u, alors a|u|?+a,(¢) est également une minorante convexe et donc ¢**(¢, x, u)
=a|u|?+a,(f). Mais la fonctionelle intégrale

() U= [ gt X0, u(epat

est semicontinue inférieurement dans (C°([0, 7] X L, — faible) (voir Lee-Markus [7]).
Par conséquent

ofr q*(t, xo(t), uy(t))dt=<0.

Selon I'hypothése 4°), il est évident que xo(¢)€ F(0). Ainsi (xo, #,) est un point admis-
sible du probléeme (R,). Donc v=<¢(x,) et ainsi

v<lim sup @(x,(7)=limsupv(p,).
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Enfin, grace a I'hypothése 6°), on a limz(p,)=7v ce qui signifie que les conditions (i)
et (ii) sont équivalentes.

Corollaire 2.1. Sie,—0 et (x, u,)estune solution e,— suboptimale du pro-
bléme originel (L,), alors elle posséde un point d’adhérence dans C,X L,— faible qui
est une solution du probléeme relaxé (R,). En partiqulier, Uensemble des solutions
(x, u) du probléme originel (L,) est semicontinu supérieurement pour p=0 dans la
topologie (C°X Ly-faible).

L’hypothése 6°) est “presque” une condition nécessaire dans le sens suivant:

Corollaire 22. Si deux des conditons 6°), (i) ou (ii)y sont wérifiées, la
troisiéme l'est également.

Exemple. On considére le probleme suivant: @(x(1))—min

. 1

x=u+p, x(0)=0, [ wX(t)dt<]1,
0

u=0, x=0.

Il est ¢vident que ce probléme originel coincide avec son relaxé. En plus, I'hypothése 6°)
n'est pas satisfaite puisque o(p)=+co pour p>0 et v(0)=v=0. Ainsi la régularité par
rapport a la fonctionnelle n’est pas vérifiée. Cependant, si la contrainte d’état est de la
forme x(f)<p, alors la solution est #=0, x=17p pour £¢[0, 1] et v(p)=p—0 lorsque
p—0.

Remarque. Il est clair qu'a la place de la fonction objectif du drobléme originel,
on peut considérer la fonction f(x, #) oit f: Ly(0, T)XC0, T)—(—co, + o] est une
fonctionnelle semicontinue inférieurement dans C°([0, 7]) X L,-faible.

3. Propriétés lipschitziennes de la solution. Dans ce paragraphe nous étudions
les propriétés de la continuité de Lipschitz de la solution du probléme de commande
optimale suivant dépendant du parameétre p au voisinage de p=0

(T,) Jox, )= J_r f(t, x(t), u(t), p)dt—min
S. a.

(14) x(t)=A(t, p)x(t)+ B(t, pu(t), x(0)=x°
(15) u() € Ly(R™, [0, T)),

(16) x(-) € WH(R™, [0, T)),

(7 [ att. x(o), o). a0,

oit p est de I'espace linéaire normé P, 0< 7< + 0.
Dénotons par (x, #,) la solution du probléme (I';). Supposons que les hypothéses

suivantes soient vérifiées:

7°) Les éléments des matrices A(¢, p) et B(f, p) avec les dimensions convenables sont
bornées dans [0, 7)< P; B(-, p)¢L, et A(-, p)€L, pour tout p et vérifient la
condition de Lipschitz par rapport a p et p=0, c’est-a-dire

| ACy p)— A, 0)|Ly=c| plls | BC, P)=B(, O)|le,=c|lp ||

8°) Les fonctions f(¢, x, u, p) et g(t, x, u, p) sont convexes et deux fois différen-
tiables au point (x, «) de [0, T]<R"XR™x P pour tout £¢[0, 7] et pour tout
p€P. En plus, ellessmémes et leurs dérivées sont continues par rapport a tous
leurs arguments dans [0, 7]<R*XR"x P. Les dérivées vérifient la condition de
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Lipschitz, c'est-a-dire:
| sy %o e P) = s o oo Oy 1
| 5y 9+ For T P) =0y 9+ %or n O) Iy <1
sup (|| g f» v Bop)[12) < 42, 50p (]| I 4 %o o) |IL)< + <o
En outre, supposons qu’il existe une constante « >0 telle que pour tout »&R”, #¢R™, ona
(5) st x w 0 3)=elul
9°). Il existe une commande continue z¢L, et B<0 telle que

{’ g/t % &, 0)dt<P,

oit j=1,..., N; x est la trajectoire correspondante a la commande &.
10°) La matrice

MO)= [ -5 qlt, RlO), (6 0)-55 (6, (o). o). O)t

est définie positive.
Introduisons la fonctionnelle de Lagrange du probleme (T)):

18) Loe, 1, b e )+ [ vOHO—A p)x(O

—B(¢, p)u(t))dt + 07 dfr q(t.x(t), u(t), p)dt,
5 7(-) € Lo(R%, [0, T]).A€R¥, A =0.

Lemme 3.1. /I existe un voisinage de zéro N, tel que pour tout p¢ N il existe
une solution unique (xp, u,) du probléme (I',) et les multiplicateurs de Lagrange
Yp A, SoOnt tels que
(19) Jo(Xp U,) = min{L,(x, u; ¥y Ap p) X(-)€W'AR", [0, T]), x(0)

=x°, u(-)¢ LyR™, [0, T))}.

En outre, les relations suivantes sont vérifiées

20) S fit, XA, Bh), ) =BTt pYY, (6) + 55 476 X0, @, (£), )iy =0
@) 7O)=—AT(t PIVLE) + e [t %0, (0. P)+ 5 478 Xy(0), Uyl

PYisi ¥AT)=0.
(22) 5 f gt X, (®), u,(¢), p)dt=0.
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Démonstration. L’existence de la solution unique du probleme (I',) résulte du
fait que la fonctionnelle J,(&)=/,(x,, #) est fortement convexe (hypothése 8°). Pour le
reste de la démonstration, nous utiliserons le schéma universel basé sur le théoréme de
séparation des ensembles convexes (par exemple le théoréme de Hahn-Banach) comme
cela a éte fait dans l'article de Hager et Mitter [6]. Ainsi nous obtiendrons I'existence
des multiplicateurs de Lagrange

T ELAO, TI), Tp RV, %, = 0 tels que L,(Xp 15 Apy p)=Jp(xp 2,)
et
~r T - ~
Ao [ 4t X (8), uy(8), p)dt=0.

De 1a, en combinant ce résultat avec le théoréme de la faible dualité, nous déduirons
la relation (19). En ce qui concerne (20) et (21), on les obtient en calculant la diffé-
rentielle de la fonctionnelle de Lagrange (18) par raport a x et u.

Soit p un élément fixé. En définissant la fonction d’'Hamilton du probléme (I',)on aura

(23) H,(t, u, p) = — fit, X,(t), u, )+ (OB, pla—qT(t, X,(0), u, p)hy

Nous constatons qu'elle est fortement convexe par raport a u, uniformément en £ dans
lintervalle [0, 7). En exprimant la condition d'optimalité (20) en fonction de (23)
on aura

a =0
T H(t, u,(t), p 0, 7
ou p( p( ) ) pour presque tout te[ s ]'

La convexité forte de H,(Z, -, p) uniformément en t nous conduit a: a/Ep(t)—E(t)/
g/%Hp(t, u(f), p)/. Ainsi, de la continuité de , il suit que #,€ L(0, T) pour tout p¢N.

Pour la suite, nous dénotons par c toutes les constantes indépendantes de p
et 7, pouvant étre différentes dans différents cas.
Lemme 32. |x,—xX, |c=c(lu, —u,ll,+pl)

Démonstration. Dénotons par x,(f) et x(¢) les solutions du systeme d’état
(14) pour p et I'élément fixe p=0. Alors, selon la formule de Cauchy, on a

5B =0( 0. )+ [ Ot 5, PB(s. pis)ds,
xo()= (¢, 0, 0)x" + J‘ o(t, s, 0)B(s. O)ag(s)ds,

ot ®(f, p) est la solution fondamentale du systeme d’état (14). Ainsi
x,(8)—x(t) =(®(t 0, p) — ¥(t, 0, 0))x°

t -~ —~
+ 0[ (@ (4 s, p)B(s, pluy(s)—® (¢, s, 0)B(s, 0)uc(s))ds.
D’ici, en utilisant ’hypothése (7°) nous obtenons
’ Lo - ]
xpt)=xdO) =k pll+ [ ky | u,(s)—uo(s)ds

ot k&, et k, sont des constantes convenables.
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Ainsi en appliquant le lemme de Gronwall nous aurons le résultat désiré.

Lemme 33. limsup(|2,ll, + |[Yolle + |’5~., )< 4 oo.
P o
Démonstration. Soit p—0. De linégalité J, )?,,, Ep)sL,(Z 4, Ypr Ay p) ON a.

~ o~ — T _ —
Tolxps ) —Jp (x, W)L J q(¢, x(?), u(t), p)dt. De I'hypothése (9°) nous obtenons

Jp(Xp 1) —J (X, u)<B /g AT j<0,
d’olt R
sup ( [Ap )< + oo.
D’autre part, de (21), on a
TO= — [ OT, 5. PXE 6 7)) D)+ e 47(5: T, Ty (5), P,
En appliquant le lemme de Gronwall, on obtient:

sup ( 1 7p lle)< + .

On sajt aussi que Fau_H’(t’ u,(t), p)=0 pour presque tout £¢[0, 7]. La convéxité forte
de la fonction d’Hamilton H(f, -, p) uniformément en ¢ et p nous conduit a I'inégalité

o |4,(t) —ult)|< | SH,t, u(t), pl.

Par conséquent 2
oup (e, llz )< + oo

Lemme 3.4.
|2, —u ||, =e(l| p[[*%)

Démonstration. Du théoréme de dualite, on sait gu’iL existe des multiplica-
teurs de Lagrange Ypr Ao hp=0, tels que l'unique solution (x,, #,) du probléeme (T,)
Soit caractérisée par le point selle de la fonctionnelle de Lagrange, c’est-a-dire

(24) Lyt ¥, A PYS Ly (X gy Yy Mg P)SLo(s 18, Ypy Xp p)
Pour tout u€ Ly x€ W30, T), x(0)=x° et pour tout y€Lg AERY, A=0.

Ainii grace a la convexité de L, et en utilisant le développement en série de Taylor
en z, nous aurons

(25) IX,p, ) = (X o)+ < Yo (At, p)—A(t, 0))xo+(B(E, p)
— B(t, 0))ag > +1] dfr (9(t, X°t), uy(t), p)—q(t, Xo(8), uo(2). 0))dt
+ < FC0 %o (), 8ol PY=BTC, P +35d7Co Fo( D el Phos

-~

By =ty >+ < e [ %o () Bo(-)y PI=ATC, P )+ 5 47C, %ol
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o (-)y Php Xp— X0> + < Yo Xp—Xo>+a #y— ity Iz
2
D’autre part, on a

(26) T, W)= Ty (Xor M)+ <Yy (Alt, P)—A(t, O))xo+(BE, p)

—B(t, 0)u,> + AL f (4(t, Xolt), Uo(t), P)—qlt, Xo(t), (), 0))at.

De la, en combinant (25) et (26) aprés avoir integré par partie le terme (y,, X,— ; )
dans (25) et en tenant compte de la condition d’optimalité, nous aurons noe °

@27) 2y — 0 |1} {1l P (| @y =0 lle, + || %p—%ollc+ | Yo—70 I} }
F0I-29) [ (9t %0, 0), )~ ate, ZolD). Te), o) at

En appliquant les lemmes 3.2 et 3.3 a (27) nous aboutissons au résultat désiré.
Lemme 3.5

(28) | K= K| = (| mp=tto ||z, +[| P |)-
Démonstration.Dénotons par Au= E,—Eo, Ax = ;,,— Xoo AY = 7,—7, AA,:A;
=~ ) 0 S 9 PP 0 ~ ~
—Hor A f= 5 X100 ) =5, D). %o(8), U ). 00 A 52 g =51 4 (), X, (t), 8), P)
a —~ ~
— 5 4t Xo(8), (1), O).
Des conditions d’optimalité pour les problemes (I',) et (I';) nous obtenons
) ~ 9 - ~
(29 A, f+B(t, p)AY+(B7(t p)— B'(, O))ve + 5, ¢7(8 Xo(£), uo(t), 0)
o ~
AL +A S q"2,=0.

Multiplions I'expression (29) par —‘;—}q(t, Eo(t), ffo (¢), 0) et intégrons sur [lintervalle
[0, 7]. En utilisant les hypothéses 7°)—10°) et les lemmes 3.2 et 3.3 on trouve

(30) | A |=e(| A, +|| A i+ 2 1)
D’une maniére similaire, de (21), nous obtenons
@31 [ AY esc(l|Au| L, +{p])-

Par conséquent, en remplagant (31) dans (30) nous obtenons le résultat désiré.
Lemme 3.6. IAM"?'L!_:AY||c+||AchSC|IP”-
Demonstration. En remplagant (28) et (31) dans (27) et en utilisant I'hypo-
theése 8°), le lemme 3.2 nous obtiendrons

(32) ||y —to ||z, 21l

Alors grice aux lemmes 3.2 et 3.5 nous avons
[AA |+ || Ay [le+ ]| Axllc=cllp ]
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Théoreme 3.1. Si les hypothéses 7°)—10°) sont satisfaites alors, on a
[|Aujlc<c|pl.
Démonstration. De la convexité forte de la fonction d’Hamilton on a
~ ~ " a -~ a ~
alu(t) —uo(t) | < | 5o HAL, uylt), p)— 57 H,(t u,lt), 0)|.

D'apres le lemme 3.6, le second membre de Iinégalité s’évalue avec c| p| ce qui
termine la démonstration.

1
Exemple. [ u(t)dt—min
0

(33) x()=A(t, p)x(t)+B(t, pyu(t), x(0)=x,
(34) x(1)=0, ueLg0, 1),

ol A(., p) et B(-, p) vérifient 'hypothése 7°). Il est aussi évident que la fonctionnelle
(fonction objectif) satisfait I'hypothése 8°) tandis que la contrainte d'état peut s'écrire
comme

o1, 0, po + [ BL, 4, p) B, plalt)at=0.

Quant a ’hypothése 9°), elle nous conduit a l'existence de la commande ucly telle
que x [1, #]>0. Pour terminer, 'hypothése 10°) a la forme suivante: La matrice
1

MO)= [ BT, 0®7(1, £, 0)(, ¢, 0B(t, 0)dt

doit étre inversible. Mais cette hypothese est équivalente a la controlabilité du systéme
(33). Au cas oil les matrices A et B ne dépendent pas du temps, I'hypothése de con-
trolabilité est équivalente a la condition algébrique suivante :

rang [B(0), A(0)B(0),..., A" Y0)B(0)]=n,
Ce qui signifie que I’hypothése 10°) est naturelle dans le cadre du probléme considéré.
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