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UBER DIE KONVERGENZORDNUNGEN EINIGER KLASSEN VON
ITERATIONSVERFAHREN

N. KJURKCHIEV

Es wird eine Reihe von Interationsverfahren beschrieben und auf ihre R-Ordnung hin untersucht.

1. Einleitung. Fiir die einzige positive Nullstelle o{? ~des Polynoms

n—1
(1) Prp d)=5"=(p+1) T g's™71, p=0, g0, n=2
sind die Abschitzungen [1,2]
) i (PG ED<OD, <p g+l (n>q/(p+1)),
PIPRPIPRL V.5 2T ST PR N __(pAhe"
(3) [’ ! q+l (p+q+l)n (l+ n ) <cp.q<p+q+l (p+q+l)n

bekannt. Die Abschitzung (3) wurde fiir p=0, g—1 von Traub [3] bewiesen.
Wir betrachten die Folgen {x®}, {y®} (0=x®, y®, £=0) mit

x(k“)ga('\"**‘)ﬂl, k=-—1, p¢N,
YD < B x( ) k=0, geN.
Fiir die R-Ordnung der Folge {x(*} ist die Abschatzung [1]

(4)

O(0, {x®})>p+q+1

bekannt.
Satz 1. Unter der Voraussetzung y© <1/uf fiir die R-Ordnung gilt
n1
5 O(0, x(M) = glr+1) 1— (P+|)£ .
(5) &0, {x®}) >ol+D > ptg+ e

Beweis. Offensichtlich ist lim x® = lim y®=0. Fir {x®} und {y®} gilt [1]
k=00 k=00
y<*+’>:;[ia(y("))p+q+l, woraus dann rekursiv folgt, dap
x("+”$’y(n)ﬁ (x(k—x))qi(ll«o-l)' ﬂSk, n;:]
i=0

mit einer von & unabhingigen Konstanten y(n).
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Aus [4] folgt Ox(0, {x<k)})>c(p'jfl‘), wobei c;,'jjr]‘) die einzige positive Nullstelle des Po-
lynoms

st (p+1 .Eo gis"—i=0
ist. Es gilt dann Abschitzung (5).
Wir betrachten weiter die Folgen {x®}, {y*0,. ., {y* 9], s=0 mit
Oé—y(kﬂ. 0):\4 a‘o)(x<"))3,

0,;},(1«4,1.1>§a(ny(k+1.i~x)x<k), 1<<i<=s (sgN)‘
ng(*“)ga(‘“)y(k“-s) x(k), (1(‘7> 0’ 0§i§5+ 1.

Fiir die R-Ordnung der Folge {y* 9} ist die Abschitzung [5]

Ox(0,{y* H})=s+3, 0=i=s

(6)

bekannt.
Satz 2. Unter der Voraussetzung

s+1
Oix(0)<1/ I av

v=0

gilt fir die R-Ordnung
) (i42) (s—i41)t+1
(& DY) o e ——————
(N Or(0, {,V }) -$+3 (s+3)n+1 e.

Beweis. Offensichtlich gilt
lim x®»=0, lim y* -0, 0=i-=s.

k=0 k=00

Fir {x®} und {y*+" 9} haben wir [5]

s+1 .
0= xk+D) = |;[+‘ ) k1 D () =L,
-

dann folgt rekursiv
Ogy(*“» ”S‘Y(s, i, n) ﬁ (y(k-—j_ 1)) (i+2) (:—i+l)i’ Ojf,i;,;s
j=0
mit einer von & unabhingigen Konstanten y(s, i, n).
Aus [4] Tolgt Og(0, {y* })=1(", wobei t"+) die einfache und positive Wurzel

des Polynoms

£+ —(i+2) £ (s—i+ 1) /=0
‘=0

ist. Es gilt dann die Abschitzung (7).
Wir betrachten noch die Folge {x,} mit

5 5 s
0<x,,,~all x™i mx" +...4+8 I x%i , lim x,=0,
Sxpp=a L% +B TUxY +ootd 1 X .

n-—yoo

a>0, B>’O|---, 6>0, m/ ’0, n/?‘.O,.... P/‘;O, i=0|'°' ’ sl
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s S s
T m>1, T on>1,.00., T op>1
k=0 k=0 k=0

Unter der Voraussetzung 1<o, ..., 1<o fiir die R-Ordnung gilt [4] Og(0,{¢,})>1>1,
wobei 1, 0,..., o die positiven Nullstellen der Gleichungen

vtH=m v+ +mT+m,,

o’Ml=pn,6°+--+n,_,0+n,

(")s+1:p0ms+”'+ps—lw+ps
sind.
Es sei noch erwihnt, ohne auf Einzelheiten einzugehen, da wir aus (3) verhiltnis-
mifig leicht neue prizise Abschitzung fiir die R-Ordnung bekommen.
2. Klassen von Iterationsvorschriften. Es sei A eine nichtsingulire m < m — Matrix
und X eine mxn Intervallmatrix, so dal A—1¢X©® gilt. In [6] wird mit Hilfe der
Intervallrechnung folgendes Iterationsverfahren betrachtet

8) XEHD = (m( X®) + X B — Am(X®)} 0 XW .

Dabei bedeutet m(X):m((X,~,))=((x,‘.j+x,?j)/2)) die Mittelpunktsmatrix der Intervall-
matrix X. Fiir die R-Ordnung von (8) gilt Og((8), A—1)=2.

Wir betrachten eine Modifikation eines Verfahrens aus [6] (s. also [7,8]) zur ite-
rativen Verbesserung der EinschlieBung fiir die Inverse einer Matrix

YO - X0,
9) YR+ {m(Y®) + X —m(Y®))} 1 X,
X®HD) = {m( YD) 4 YED(— Am(Y D)} YERD | =0,

Unter der Voraussetzung A—1¢ X gelten fir die Folge der Iterierten X© >X®
... die Aussagen (Herzberger [8]):

A7 e X%, k=0
p(l/—AX|)<1 fur alle X¢ XO= lim X®=4"",

k—oo

n
n+1°

Ox((9), A™)=3

Bemerkung I. Fiir die Abschitzung der Konvergenzordnung von (9) ist nach [6]
nun die, nach der Descartesschen Vorzeichenregel eindeutig existierende, einfache und
positive Nullstelle  des Polynoms

P(s)=s"t1—-2 é si=0
i=0

maBgeblich. Es gilt dann dafiir die Abschitzung Og((9), A=) =c™, n=1. Aus (3) folgt
aber die Ungleichung

(10) Op((9) A—)=3— 2 e.

Wir betrachten die Modifikation [6, Ch. 18]
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YO =XO,

(11) Yk (Y "fio (I— Am(Y®)) + X® ([— Am(Y*)) '} X®,

XE+1) = {m( YR +1) :gz (I—Am(Y*+D)y + Y(k"")([——Am(}"“‘)))"’} N Y&+,
Fiir die R-Ordnung des Verfahrens (11) gilt [1]
Op((11), A=) =20 2r—1),
Bemerkung 2. Unter der Voraussetzung A~'¢X® und n>(r—1)/r fir die
R-Ordnung gilt (siehe (3))

_rr—p"™!

—1 .
(12) Op((11), A)22r—1—Fr= e

Wir betrachten noch die Modifikation [6, Ch, 18]
YD = m(X®)+ XB(/— Am(XW)),
(13) Yt oy XR) Y kL D ([ Am(X W), 1 <i<s,
XN =y XB) Y E+1L9([— Am( X®))).
Fiir die R-Ordnung des Verfahrens (13) gilt [5]

OpA™ (XY= 115 (s+3).

n+2

Op(A~, (Yih M= T80 (s+3).

Bemerkung 3. Aus (3) folgt

G+ -1+

=1 (Y DY) =
(14) Op(A~1, {Y* D)=s5+3 13

Weitere Untersuchungen zur Frage der Konvergenz des Iterationsverfahrens sind
von Herzberger [9-20] durchgefithrt worden. Es sei erwihnt, daB man aus (3) verhilt-
nismaBig leicht neue prizise Abschitzungen fiir die R-Ordnung des [terationverfahrens

erhilt.
Betrachtet sei hier noch die Problemstellung

f(8)=0,

wobei ein Ausgangsintervall X© - [x{0, x(?])& gegeben sei. Zur Berechnung einer
monoton fallenden Folge {X®}* =~ von verbesserten EinschlieBungsintervallen kann man
nun das intervallmiBige Newton-Verfahren

(k1) (k) _M m k=0
X {m(X™) 7(X®) } X, k=

mit m(X®)=(x{"+x{P)/2 benutzen (s. [6]). Die R-Ordnung der Folge {d(X®)}- = der
Durchmesser ist groBer gleich 2.
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Wir betrachten auch ein etwas modifiziertes Verfahren [7]

YO = XO,
k)
(15) Y+1) — {m( X)) — l(?;g;),)»_ 30 X,
{k+1)
Xk+1) - {m()v(k+l))_%%)__ } N Y(k»H),

fiir welcher [7]
Ox((15). B=0m >~

n-41
gilt.
Bemerkung 4. Aus (3) folgt wieder
2
(16) 0x((15), §)>3~—?,ﬁe.

% This work has been partially supported by the Minisiry of Science and Higher Education —
National Fund Science Researches under contract Ne 91 010 MM.
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