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ABSTRACT. In this paper, we give a necessary and sufficient condition for
having
|B —cp(A*B)A + \A|* = ing |B — pA|?* + Hir\\lf | Az||?|\)?,
He z||=1

where A is a complex number, A, B € B(H), the algebra of bounded linear
operators on a complex Hilbert space H and c¢p(A*B) is the center of mass
relatively to B. We generalize and improve some inequalities established
by Chraibi [3], Dragomir [4, 5, 6, 7] and Albadawi-Shebrawi [1] linking the
norm and the numerical radius of a bounded linear operator.

1. Introduction. Soient B(H ) l’algebre des opérateurs linéaires bornés
sur un espace de Hilbert complexe H et H; la sphere unité de H. Pour A, B €
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masse, et distance aux scalaires.
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B(H), on définit respectivement le domaine numérique W(B) de B, le rayon
numérique w(B) de B, le domaine numérique maximal Wy(B) de B, le domaine
numérique maximal Wp(A*B) de A*B relativement B, et la distance d(B,CA)
de B wvect(A) par:

W(B) = {(Bm,m) RS Hl},

w(B)= swp ||,
zeW (B)

Wo(B) = {X =tim(Ban, ) : (2n)n € Hy, lim | Bl = B },

Wg(A*B) = {/\ = 1 (A" Bay, @) : (22)0 C H, lim || Bay|| =| BH},

n

et

d(B,CA) = inf |[B — M|
(S

Le domaine numérique maximal Wp(A*B) de A*B relativement B a été défini
en 1993 par Magajna [10]. Lorsque A = I, I'élément unité de B(H ), on retrouve
le domaine numérique maximal Wy(B) de B défini en 1970 par Stampfli [12].
En 2012, Barraa et Boumazgour [2, Theorem 2.1] ont montré ’équivalence des
trois assertions suivantes:

(1) 0 Wg(A*B),
(7@) ||B|l < ||B + AA]|, pour tout A\ € C,

(iii) ||B||* + [\*m2(A4) < ||B + A||?, pour tout A € C, avec m(A) =
inf e, || Az|.

Dans le cas ou m(A4) > 0, ils ont établi [2, Corollary 2.2] 'existence et 1'unicité
d’un scalaire cg(A*B) vérifiant

(1.1) ||[B—cp(A*B)A|*+m?*(A)|\* < ||[B—cp(A*B)A+AA|%, pour tout A € C.

Le scalaire cg(A*B) est appelé le centre de masse de A*B relativement B. De
I'inégalité (1.1), on déduit que

(1.2) |IB —cp(A*B)A| < ||B — AAJ|, pour tout A € C.
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Le scalaire cg(A*B) est donc 'unique scalaire vérifiant

(13) |B = ca(4"B)A| = inf | B~ M| = d(B,CA).

Lorsque A = I, ¢g(A*B) concide avec cp le centre de masse de B défini par
Stampfli [12].

Ce papier est organisé comme suit. Dans la deuxieme section, on donne une
condition nécessaire et suffisante pour que l'inégalité (1.1) soit une égalité pour
un scalaire A donné, i.e.,

d2(B,CA) + m*(A)A? = | B — cp(A*B)A + A

Dans la troisieme section, on donne des généralisations et améliorations de cer-
taines inégalités obtenues par Chraibi [3] , Dragomir [4, 5, 6, 7] et Albadawi-
Shebrawi [1].

2. Centre de masse. Dans cette section, A et B sont dans B(H) avec
m(A) > 0. Les deux lemmes suivants sont utiles pour la proposition qui suit.

Lemme 2.1. I existe une suite (o), d’éléments de Hy telle que

2 o 2 ‘(BamAOénHQ
(2.1) d“(B,CA) = h}ln{HBOénH - HAO‘—nW}
et
. . (Bap, Aay,)
(2.2) cg(A*B) = lim ——————"~.
n |lAan|

Démonstration. Par Barraa-Boumazguour [2, Theorem 3.2]

\(Bx,Aa:>|2}

d*(B,CA) = Bz|? —
(B,C4) = sup {]|Bal* ~ P

reHy

Il existe donc une suite (o), d’éléments de H; telle que

‘(BamAanHZ}

d?(B,CA) = lim { || Bay|* —
n { [ A |?

Nous avons

d*(B,CA) > ||(B — cp(A"B) A)ay|?
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— | Ban|* + lep(A" B | Aan | — 2Re (cp(A" B)(Bay, Aay))

[(Bau, Aay)|? 5 . (Ba, Aay) |2
= || Bag|? = B0 || Aan | (CB(A B) — Ban. Acn)
A [Aan]?
Soit
B nyA n 2 B n’A n 2
(29) d(B.C4) 2 [Bon P =GR o et 3) -
Par passage la limite, nous obtenons
2
(B,CA) > d(B,CA) + lim || Aan|2|cp(4*B) — B0 Adn)
| Acv, |2

L’égalité (2.2) est obtenue du fait que lim, ||Aay,|| # 0 puisque m(A4) >0. O

Remarques 2.2. (i) Lemme 2.1 fournit une autre preuve de 'unicité du
centre cg(A*B) que celle de Barraa-Boumazgour [2]. En effet, quitte faire une
translation on peut supposer que cg(A*B) = 0 et soit Ao # 0 un autre centre.
Donc

(2.4) Bl = [|1B = XoAll.
Par Lemme 2.1, il existe une suite (x,), d’éléments de H; vérifiant

Ao = lim (D7 A7)

|<Ba:n,Axn>|2}
no | An? '

ot ||B—)\0A\|2:li£n{\|anH2— Y

On en déduit que
1B = 2oA|2 = tim { | Baa|[? = Mo | Az}
Comme |Ao|limy, [[Az,|| # 0, alors
1B = AoA|l? < lim B, |?
< |IB*.
Ce qui contredit 1’égalité (2.4).
(ii) Dans [12], Stampfli a signalé qu’il n” y a pas de méthode générale pour

déterminer le centre cp d’'un opérateur B. La suite (ay,), du lemme 2.1 peut
donner d’autres informations sur le centre de masse.
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Lemme 2.3. On suppose que cg(A*B) # 0. Les deux assertions suiv-
antes sont équivalentes :

(i) d*(B,CA)+m?*(A)les(A*B)|> = || B,

(73) lim, [|[Bay|| = ||B]] et lim, |Aay| = m(A), avec (an)n est la
suite du Lemme 2.1.
Démonstration. Supposons que (i) est vérifiée, alors
IB||* = d*(B,CA) +m*(A)lcp(A*B)[?
2
— @(B,CA) + m?(4)lim 1B0n- A0n)
no | Aaal
Bay, Aay)|?
< d*(B,CA) +lim|<’—
no [[Aan|?

= lim || Bay,||?.
n

La derniere inégalité est obtenue du fait que m(A) < lim, ||Aa,|. D’ou
limy, || Ba|| = |[B].
D’autre part

\(Ban,AanH?}
[ Acwn |12
= ||B|* - |CB(A*B)\2H}ZH | Ao, |1

1B = m*(A)|ep(A"B)® = d*(B,CA) = lim {IIBOénII2 -

Puisque c¢g(A*B) # 0, alors lim,, ||Aay,|| = m(A).

Réciproquement, si lim,, ||Bay,|| = ||B]| et lim, ||Aay,|| = m(A), nous avons
. Bay, Aay)|?
d*(B,CA) =1 {B 2—“”’—”}
( ) 171111 || OénH HAan||2
= || B> = m*(A)|es(A"B)*. O

Proposition 2.4. Les deux assertions suivantes sont équivalentes :
(i) m?(A)cg(A*B) € Wg(A*B),
(it) d*(B,CA) +m?(A)lep(A*B)]” = || B|>.

Démonstration. Notons que la proposition est vraie si cg(A*B) = 0.
Supposons que cp(A*B) # 0.
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(i) = (ii). Si m?(A)ep(A*B) € Wp(A*B), alors il existe une suite (y,)n
d’éléments de H; telle que

m?(A)cg(A*B) = lim(A* By, z,) et lim|By,| = |B|.
n n

Nous avons par (2.3)

BynyAynH?

Bay,, Ayn) |2
#(B,cA) + | (Ban, Ayn)
e T e

n
> || Bynll*.
Par passage la limite, nous obtenons

m*(A)|cp(A*B)|?

2
d“(B,CA) + Timy, [ Aol

> [|1BJ.

Comme lim, ||Ayy| > m(A), alors

d*(B,CA) +m?*(A)|cp(A*B)]> > ||B||*.
Dans 'inégalité (1.1), prenons A = cp(A*B), nous obtenons

d*(B,CA) +m?*(4)|cp(A*B)]> < ||B||*.
Ce qui entraine que

d?(B,CA) + m?(A)|cg(A*B)|* = || B|*.

(i) = (7). Sid*(B,CA)+m?(A)lcg(A*B)|*> = ||B|)?, alors par Lemme 2.1

. . (Bap, Aay,)
cg(A*B) = lim ——————~,
B =B o,

et par Lemme 2.3

lim [ Ba | = [|B]| et lim | Aay || = m(A).

On en déduit que m?(A)cg(A*B) € Wg(A*B). O
Lorsque A = I, on obtient le corollaire suivant :

Corollaire 2.5. Les deuz assertions suivantes sont équivalentes :
(1) c € Wo(B),
(i) d*(B,CI) +|ep|* = || BI*.
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Théoréme 2.6. Soit A un scalaire, alors Les deux assertions suivantes
sont équivalentes :

(i) m*(A)A € Wp_cya-Byaaa(A*(B — cp(A*B)A + \A)),

(ii) d*(B,CA) +m2(A)|\? = ||B — c(A*B)A + \A|]?.

Démonstration. Posons L = B — ¢g(A*B)A + AA, nous avons
c,(A*L) = X et d(L,CA) = d(B,CA). Il suffit d’écrire Proposition 2.4 en rem-
placant B par L. O

Dans la proposition suivante, si on remplace I'opérateur B par l'identité,
on retrouve 1’égalité Min-max trouvée par K. Paul et G. Das [11] et démontrée
d’une facon plus longue que la notre.

Proposition 2.7. Nous avons

(2.5) inf sup [|[(B — A\A)z|* = sup mf (B — M)z
AeC gy

Démonstration. Nous allons montré que les deux membres de 1’égalité
(2.5) sont égaux d?(B,CA).

d*(B,CA) = inf ||B - M|* = inf sup (B — M)z
€

xE 1
Pour tous A€ Cet x € H,
|(Bx, Ax)[? o[\ (Ba, Ax)p?
I(B = M)z |]? = | Bx|> - S22 4 Ag)?|A - 2
= aE T2
Donc
) Bz, Az)|?
fI(B = A)zl? = I|IB 2_‘<’7
in ol = Bl - 5
D’ou
(B, Ax)\
sup mf B — MA)z||? = sup { ||Bz||* - ==L = d3(B, CA). O
sup g [[(8 = Ad)el? = sup {||Ba]f — B b = ¥ (B,C4)

3. Nouvelles inégalités sur la norme et le rayon numérique.
Soient A et B dans B(H ), posons

wh(B) :inf{\z| L ze WO(B)}} ot wly(A*B) :inf{\z| e WB(A*B)}.
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Comme

Wo(B) CW(B) et Wp(A*B) C W(A*B),
LOUS avons
wy(B) < w(B) et wi(A*B) < w(A*B).

Ces inégalités peuvent tre strictes. En effet, soit B € B(H) tel que B # Al pour
tout A € C. Soit cp le centre de B et posons C = B —cgl. L'opérateur C' a donc
pour centre 0. On en déduit que 0 € Wy(C) et par suite w((C) = 0. Comme
C # 0, alors w(C) > 0. Soit A un opérateur autoadjoint d’image numérique le
segment [1,2] et prenons B = 1. On a wz(A*B) =1 et w(A*B) = 2.

Dans la suite de ce papier, nous supposons que m(A) > 0. Nous donnons
une généralisation et amélioration de chacun des quatre théoremes suivants .

Théoréme 3.1 ([3, 5]). Soit B € B(H), alors
(3.1) |B||* < d*(B,CI) + w?(B).

Théoréme 3.2 ([4]). Si A€ C— {0}, r >0 et B € B(H) sont tels que

|B — M| <, alors
1 r?
Bl| <w(B)+ -—5.
1] < w(B) + 55

Théoréme 3.3 ([6]). Si A est inversible, r > 0 et B € B(H) sont tels
que ||B — A| <, alors

1 1 1
A|||IB|| < w(A*B) + =r? + =(J|A||? — ———).
IANIBI < w(A"B) + 57 + 3041 = =)

Théoréeme 3.4. [5] Soit B un élément de B(H), alors

1
(3.2) w?(B) < 5 (w(B*) + || BIY).
Théoréme 3.5. Soit B € B(H), alors
(33)  BJ? < d3(B,CA) + 2u}s(A* B)|en(A* B)| — m2(4) ep (A" B)[

En particulier,

(3.4) IB||2 < d*(B,CI) + 2w|cp| — |cp|*.
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Démonstration. Par compacité, il existe o € Wp(A*B) tel que |a| =
wz(A*B). 1l existe donc une suite (x,,), d’éléments de H; telle que

a = lm(A*Bx,,z,) et lim|Bz,| = ||B].
n

n

d*(B,CA) = | B — cp(A"B)A|? 2 ||(B — cp(A*B)A)zy|*
= | Bl + len (A" B)P || Az, |* ~ 2Re (e (A B)(A* Bay, v,))
> ||Bay|® + m*(A)|ep(A*B)® = 2|ep(A*B)|[(A* By, 24))|.
Par passage la limite, nous avons
IB||* < d*(B,CA) + 2wp(A*B)|cp(A*B)| — m*(A)|ep(A*B)P.
Pour obtenir I'inégalité (3.4), il suffit de prendre A = I dans l'inégalité (3.3). O

Remarque 3.6. Les inégalités (3.3) et (3.4) s’écrivent respectivement

(3.5) [|BII* < d*(B,CA) + (wp(A*B))* — (wp(A"B)
= les(A*B)))* + |ep(A*B)P (1 — m*(A)),

(3.6) IB||* < d*(B,CI) + (wy(B))? — (wy(B) — |en])*.
Nous avons par l'inégalité (3.5) une généralisation et par 'inégalité (3.6) une

amélioration de 'inégalité (3.1) trouvée par Chraibi [3] en 2004 et d’une fagon
différente par Dragomir [5] en 2007.

Exemple 3.7. Exemple ou w((B) # |cg|: Considérons l'opérateur nor-

0 0
5= %)

son spectre est o(B) = {0,1}. Le centre de B est le centre du plus petit disque

mal

contenant o(B), donc c¢p = 3 On vérifie que wjy(B) = 1. Nous avons donc

l'inégalité stricte

1B < d*(B,CI) + (wy(B))*.
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Remarque 3.8. Dans 'inégalité (1.1), prenons A = cg(A*B), et combi-
nons l'inégalité ainsi trouvée avec l'inégalité (3.3), nous obtenons

m?(A)|cp(A*B)| < wz(A*B).
En particulier,
(3.7) leg| < wy(B).

L’inégalité (3.7) est une amélioration de l'inégalité |cp| < w(B) obtenue du fait
que cg € W(B).

En terme géométrique, Wp(A*B) est en dehors du disque ouvert centré l’origine
et de rayon |cp(A*B)A|lm?(A) et Wy(B) est en dehors du disque ouvert centré
Porigine et de rayon |cp|.

Théoréeme 3.9. SiA € C,r > 0 et B € B(H) sont tels que || B—AA| < r,

alors

i 1, 1
IAINIB < [Awp(A"B) + 57“2 + 5(HA||2 — [APm?(4)).

Démonstration. Soit & € Wg(A*B) tel que |a| = wiz(A*B). Soit
(z7,)n une suite d’éléments de H; telle que

o= li7rln(A*mexn> et liTrlnHanH = ||B]|.
Comme ||B — AA|| < r, alors ||(B — AA)x,||* < r?. Nous avons
| Bzn||? + [A?[|Azy]|? < 12+ 2Re(NA* By, x,)).
Et par suite
IBn||* + [APPm?(A) < 12 + 2|X[[(A* Bay, x)|.
Par passage la limite

IBI1? + [APm%(A) <72+ 2|\|Jw](A*B)|.
A2 + || B]? < r? + 2[A|[w(A*B) + (| AlI* — [A*m*(A)).
Soit

1 . 1
[AIB] < 57“2 + [Awp(A*B) + §(HAII2 — [APm?(4)). m
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Remarques 3.10. (i) SiA=1, A#0et |B—AI| < r avec r > 0. Alors

172

Bl < wh(B) + = —.
I1BIl < wh(B) + 575

Théoreme 3.9 est donc une généralisation et amélioration du Théoréme 3.2.
(ii) Théoreme 3.9 généralise et améliore Théoreme 3.3. En effet, Si A =1
et 7 > 0 tel que || B — A| < r, alors

1 . 1
[AlIB] < 5?“2 +wp(A*B) + §(HAII2 —m?(A)).
Si A est inversible, soit x € Hy, alors
1= |lz| = A7 Az| < [A7H]| Az].

Et par suite

1

—— < ||A7Y| pour tout x € Hy.

| Az|
Ce qui entraine que

1
2
m°(A) > ——— > 0.
| A~H]?
Donc
1
0< ||AH2 - mQ(A) < HA||2 - [A-T|2’

et il est cité au début de cette section que wz(A*B) < w(A*B).
Le théoreéme suivant est une généralisation du Théoréme 3.4.

Théoréme 3.11. Soit B un élément de B(H), alors pour tout naturel
n > 2

p=n—1

I
wBY+ 2 e BIEIE.
p:

(3.8) w"(B) < gy

Démonstration. Soit x € Hy, montrons par récurrence que pour tout
naturel n > 2

p=n—1

1 1
(B"z.z)|+ 3 o5 |(Br, )P BPx|| B

1

(3.9) |(Bx,x)|" < 5=l

p=1
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Supposons qu’elle est vraie pour n et montrons qu’elle est vraie pour (n + 1).
Posons a = B™x et b = B*x. Nous utilisons l'inégalité suivante établie par
Dragomir [§]

(3.10) lalllloll + [(a, )] = 2[{a, z)(x, b)|.
Nous avons

1B ||| B x| + [(B"x,2)| > 2|(B"2, z)(Bz,z)].
Par I’hypothese de récurrence, nous obtenons

1B || B* || + [(B"*x, z)|

p=n—1
> 2"|(B ", z)["t — Y 2" P|(Ba,2)|" 7P| BPa||| B x|
p=1
p=n
(B"a,2)| = 2"|(B e, @) = 2" P|(Bx, 2)" || BV || Bx].
p=1
1 b=n 4
Bz, @)™ < (B e,z + Z o5 (Ba. ) [P\ Bl | B
p:

Dans l'inégalité (3.10), prenons cette fois a = Bx et b = B*z, on vérifie que
linégalité (3.9) est vraie pour n = 2 (c’est I'inégalité (3.2)), donc elle est vraie
pour tout n > 2. Dans (3.9) prenons le supermum sur tous les z € Hj, nous
avons

p=n—1
1 o
BN+ 2 e BIEIE. 0
p:

wn(B) = on—1

Nous terminons ce papier par un théoreme qui généralise et améliore le
théoreme suivant démontré par Albadawi et Shebrawi [1] en 2009.

Théoréme 3.12. Soient f et g deuz fonctions non négatives, continues
sur RY vérifiant

ft)g(t) =t, pour tout t € RT.
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Alors pour tous A;, B;, X; € B(H), (i=1,...,n)

(3.11) X B;
nril — * 2 * N
< (| wax) (1x0B) | ).
=1 1

pour tout v > 1. Ou |A| est lopérateur valeur absolue de A défini par |A| =
(A*A)1/2,

Les deux inégalités et les deux lemmes suivants sont utiles pour le théoreme
qui suit.
Pour tous a;,b; >0, (i=1,...,n)etr>1

.12) (o) < (Sa) S,
1=1 1=1 1=1
(3.13) (ia) <n"! iia{,
i=1 i=1

Lemme 3.13 ([9]). Soient P un opérateur positif dans B(H) (i.e.,
(Px,x) >0 pour tout x € H ) et x € Hy , alors

(3.14) (Px,x)" < (P"z,z), pour tout r > 1.

Lemme 3.14 ([9]). Soit A un opérateur dans B(H). Soient f et g deux
fonctions vérifiant les conditions du Théoreme 3.12. Alors

(3.15) ‘(Aa:,y}‘ < Hf(\ADxHHg(\A*\)yH, pour tous z,y € H.

Dans ce qui suit, f et g sont deux fonctions vérifiant les hypotheses du
Théoreme 3.12, n est un entier naturel tel que n > 1 et r, s sont deux réels tels
que r,s > 1.

Théoréme 3.15. Soient A;,B;, X; € B(H), (i=1,...,n). Alors

(3.16) i XiDB;
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1/7| i=n 1/s

> (BifA(1Xi)B)°

i=1

i=n

> (ArP (X7 ) A"

=1

<n?Ts

Démonstration. Soient z,y € Hj.

2 2

= < % X,;B;x, Aiy>

i=1

'<(’§A;Xi3i)$,y>

=1

< ZHf\X\Bw

)

‘g (1 X7 Asy

Z FUXDBia, (X Bia) (01 X7 ) s, 01X ) Aiw) /2)

1=n

< (S (D)) (T (X D B )
=1

=1

(X
(
(
_ (ZZ AL D sy ) VB2 £ B, ) )
(
(

. 1r i—n 1/s
_ (ZA* 21X DAy, y >>r> <(Z<Bff2(|XiDBm,l‘>>s>

i=1
< (nr 12 A2 (X)) Asy, y >) T<ns1§<Bff2(|Xi\)Bix,x>s>l/s
i=1

=n =n

1/r 1/s
<<n’"1<Z(A;-*92<\X;‘\>Ai)ry,y>) <n81<Z(B:f2<\xi|>3i)sx,x>> .

i=1 =1

L’inégalité (3.16) s’obtient en prenant le supermum sur tous les x,y € H;. O

Remarques 3.16. (i) En prenant X; =1 (i =1,...,n) dans (3.16), nous
obtenons

1/r =1 ok 1/s
> i1 (B]Bi)*

n

(3.17)

n

sz T AIB;

. H S (A A

n
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L’inégalité (3.17) généralise I'inégalité suivante trouvée par Dragomir [7]

2 1/ 1/
AiB+ 438, ||| (414" + (340)" ||| (BiBY® + (B3 |
2 - 2 2
(ii) Dans l'inégalité (3.16), prenons s = r, nous obtenons
i=n r i=n 1/2)| j=n 1/2
YATXBi|| <MY (ATGP(IXT A > (BIA(Xi)B:)
i=1 i=1 i=1
TLTil i=n ) i=n )
< || @I DA || + || (B (XD B |-
i=1 i=1

L’inégalité (3.16) est donc une généralisation et amélioration de I'inégalité (3.11).
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