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Moulay Taieb Loumi

Communicated by I. G. Todorov

Abstract. In this paper, we give a necessary and sufficient condition for
having

‖B − cB(A
∗B)A+ λA‖2 = inf

µ∈C

‖B − µA‖2 + inf
‖x‖=1

‖Ax‖2|λ|2,

where λ is a complex number, A,B ∈ B(H ), the algebra of bounded linear
operators on a complex Hilbert space H and cB(A

∗B) is the center of mass
relatively to B. We generalize and improve some inequalities established
by Chräıbi [3], Dragomir [4, 5, 6, 7] and Albadawi-Shebrawi [1] linking the
norm and the numerical radius of a bounded linear operator.

1. Introduction. Soient B(H ) l’algèbre des opérateurs linéaires bornés
sur un espace de Hilbert complexe H et H1 la sphère unité de H . Pour A,B ∈
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B(H ), on définit respectivement le domaine numérique W (B) de B, le rayon
numérique w(B) de B, le domaine numérique maximal W0(B) de B, le domaine
numérique maximal WB(A

∗B) de A∗B relativement B, et la distance d(B,CA)
de B vect(A) par :

W (B) =
{

〈Bx, x〉 : x ∈ H1

}

,

w(B) = sup
z∈W (B)

|z|,

W0(B) =
{

λ = lim
n
〈Bxn, xn〉 : (xn)n ⊆ H1, lim

n
‖Bxn‖ = ‖B‖

}

,

WB(A
∗B) =

{

λ = lim
n
〈A∗Bxn, xn〉 : (xn)n ⊆ H1, lim

n
‖ Bxn‖ =‖ B‖

}

,

et

d(B,CA) = inf
λ∈C

‖B − λA‖.

Le domaine numérique maximal WB(A
∗B) de A∗B relativement B a été défini

en 1993 par Magajna [10]. Lorsque A = I, l’élément unité de B(H ), on retrouve
le domaine numérique maximal W0(B) de B défini en 1970 par Stampfli [12].
En 2012, Barraa et Boumazgour [2, Theorem 2.1] ont montré l’équivalence des
trois assertions suivantes :

(i) 0 ∈ WB(A
∗B),

(ii) ‖B‖ ≤ ‖B + λA‖, pour tout λ ∈ C,

(iii) ‖B‖2 + |λ|2m2(A) ≤ ‖B + λI‖2, pour tout λ ∈ C, avec m(A) =
infx∈H1

‖Ax‖.

Dans le cas où m(A) > 0, ils ont établi [2, Corollary 2.2] l’existence et l’unicité
d’un scalaire cB(A

∗B) vérifiant

(1.1) ‖B−cB(A
∗B)A‖2+m2(A)|λ|2 ≤ ‖B−cB(A

∗B)A+λA‖2, pour tout λ ∈ C.

Le scalaire cB(A
∗B) est appelé le centre de masse de A∗B relativement B. De

l’inégalité (1.1), on déduit que

(1.2) ‖B − cB(A
∗B)A‖ ≤ ‖B − λA‖, pour tout λ ∈ C.
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Le scalaire cB(A
∗B) est donc l’unique scalaire vérifiant

(1.3) ‖B − cB(A
∗B)A‖ = inf

λ∈C
‖B − λA‖ = d(B,CA).

Lorsque A = I, cB(A
∗B) concide avec cB le centre de masse de B défini par

Stampfli [12].

Ce papier est organisé comme suit. Dans la deuxième section, on donne une
condition nécessaire et suffisante pour que l’inégalité (1.1) soit une égalité pour
un scalaire λ donné, i.e.,

d2(B,CA) +m2(A)|λ|2 = ‖B − cB(A
∗B)A+ λA‖2.

Dans la troisième section, on donne des généralisations et améliorations de cer-
taines inégalités obtenues par Chräıbi [3] , Dragomir [4, 5, 6, 7] et Albadawi-
Shebrawi [1].

2. Centre de masse. Dans cette section, A et B sont dans B(H ) avec
m(A) > 0. Les deux lemmes suivants sont utiles pour la proposition qui suit.

Lemme 2.1. Il existe une suite (αn)n d’éléments de H1 telle que

(2.1) d2(B,CA) = lim
n

{

‖Bαn‖
2 −

|〈Bαn, Aαn〉|
2

‖Aαn‖2

}

et

(2.2) cB(A
∗B) = lim

n

〈Bαn, Aαn〉

‖Aαn‖2
.

D émo n s t r a t i o n. Par Barraa-Boumazguour [2, Theorem 3.2]

d2(B,CA) = sup
x∈H1

{

‖Bx‖2 −
|〈Bx,Ax〉|2

‖Ax‖2

}

.

Il existe donc une suite (αn)n d’éléments de H1 telle que

d2(B,CA) = lim
n

{

‖Bαn‖
2 −

|〈Bαn, Aαn〉|
2

‖Aαn‖2

}

.

Nous avons

d2(B,CA) ≥ ‖(B − cB(A
∗B)A)αn‖

2
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= ‖Bαn‖
2 + |cB(A

∗B|2‖Aαn‖
2 − 2Re

(

cB(A∗B)〈Bxn, Aαn〉
)

= ‖Bαn‖
2 −

|〈Bαn, Aαn〉|
2

‖Aαn‖2
+ ‖Aαn‖

2
∣

∣

∣
cB(A

∗B)−
〈Bαn, Aαn〉

‖Aαn‖2

∣

∣

∣

2
.

Soit

(2.3) d2(B,CA) ≥ ‖Bαn‖
2−

|〈Bαn, Aαn〉|
2

‖Aαn‖2
+‖Aαn‖

2
∣

∣

∣
cB(A

∗B)−
〈Bαn, Aαn〉

‖Aαn‖2

∣

∣

∣

2
.

Par passage la limite, nous obtenons

d2(B,CA) ≥ d2(B,CA) + lim
n

‖Aαn‖
2
∣

∣

∣
cB(A

∗B)−
〈Bαn, Aαn〉

‖Aαn‖2

∣

∣

∣

2
.

L’égalité (2.2) est obtenue du fait que limn ‖Aαn‖ 6= 0 puisque m(A) > 0. ✷

Remarques 2.2. (i) Lemme 2.1 fournit une autre preuve de l’unicité du
centre cB(A

∗B) que celle de Barraa-Boumazgour [2]. En effet, quitte faire une
translation on peut supposer que cB(A

∗B) = 0 et soit λ0 6= 0 un autre centre.
Donc

(2.4) ‖B‖ = ‖B − λ0A‖.

Par Lemme 2.1, il existe une suite (xn)n d’éléments de H1 vérifiant

λ0 = lim
n

〈Bxn, Axn〉

‖An‖2
et ‖B − λ0A‖

2 = lim
n

{

‖Bxn‖
2 −

|〈Bxn, Axn〉|
2

‖Axn‖2

}

.

On en déduit que

‖B − λ0A‖
2 = lim

n

{

‖Bxn‖
2 − |λ0|

2‖Axn‖
2
}

.

Comme |λ0| limn ‖Axn‖ 6= 0, alors

‖B − λ0A‖
2 < lim

n
‖Bxn‖

2

≤ ‖B‖2.

Ce qui contredit l’égalité (2.4).
(ii) Dans [12], Stampfli a signalé qu’il n’ y a pas de méthode générale pour
déterminer le centre cB d’un opérateur B. La suite (αn)n du lemme 2.1 peut
donner d’autres informations sur le centre de masse.



Centre de masse et nouvelles inegalites 265

Lemme 2.3. On suppose que cB(A
∗B) 6= 0. Les deux assertions suiv-

antes sont équivalentes :

(i) d2(B,CA) +m2(A)|cB(A
∗B)|2 = ‖B‖2,

(ii) limn ‖Bαn‖ = ‖B‖ et limn ‖Aαn‖ = m(A), avec (αn)n est la
suite du Lemme 2.1.

D émo n s t r a t i o n. Supposons que (i) est vérifiée, alors

‖B‖2 = d2(B,CA) +m2(A)|cB(A
∗B)|2

= d2(B,CA) +m2(A) lim
n

|〈Bαn, Aαn〉|
2

‖Aαn‖4

≤ d2(B,CA) + lim
n

|〈Bαn, Aαn〉|
2

‖Aαn‖2

= lim
n

‖Bαn‖
2.

La dernière inégalité est obtenue du fait que m(A) ≤ limn ‖Aαn‖. D’où
limn ‖Bαn‖ = ‖B‖.
D’autre part

‖B‖2 −m2(A)|cB(A
∗B)|2 = d2(B,CA) = lim

n

{

‖Bαn‖
2 −

|〈Bαn, Aαn〉|
2

‖Aαn‖2

}

= ‖B‖2 − |cB(A
∗B)|2 lim

n
‖Aαn‖

2.

Puisque cB(A
∗B) 6= 0, alors limn ‖Aαn‖ = m(A).

Réciproquement, si limn ‖Bαn‖ = ‖B‖ et limn ‖Aαn‖ = m(A), nous avons

d2(B,CA) = lim
n

{

‖Bαn‖
2 −

|〈Bαn, Aαn〉|
2

‖Aαn‖2

}

= ‖B‖2 −m2(A)|cB(A
∗B)|2. ✷

Proposition 2.4. Les deux assertions suivantes sont équivalentes :
(i) m2(A)cB(A

∗B) ∈ WB(A
∗B),

(ii) d2(B,CA) +m2(A)|cB(A
∗B)|2 = ‖B‖2.

D émo n s t r a t i o n. Notons que la proposition est vraie si cB(A
∗B) = 0.

Supposons que cB(A
∗B) 6= 0.
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(i) ⇒ (ii). Si m2(A)cB(A
∗B) ∈ WB(A

∗B), alors il existe une suite (yn)n
d’éléments de H1 telle que

m2(A)cB(A
∗B) = lim

n
〈A∗Byn, xn〉 et lim

n
‖Byn‖ = ‖B‖.

Nous avons par (2.3)

d2(B,CA) +
|〈Byn, Ayn〉|

2

‖Ayn‖2
≥ ‖Byn‖

2 + ‖Ayn‖
2
∣

∣

∣
cB(A

∗B)−
〈Bαn, Ayn〉

‖Ayn‖2

∣

∣

∣

2

≥ ‖Byn‖
2.

Par passage la limite, nous obtenons

d2(B,CA) +
m4(A)|cB(A

∗B)|2

limn ‖Ayn‖2
≥ ‖B‖2.

Comme limn ‖Ayn‖ ≥ m(A), alors

d2(B,CA) +m2(A)|cB(A
∗B)|2 ≥ ‖B‖2.

Dans l’inégalité (1.1), prenons λ = cB(A
∗B), nous obtenons

d2(B,CA) +m2(A)|cB(A
∗B)|2 ≤ ‖B‖2.

Ce qui entraine que

d2(B,CA) +m2(A)|cB(A
∗B)|2 = ‖B‖2.

(ii) ⇒ (i). Si d2(B,CA)+m2(A)|cB(A
∗B)|2 = ‖B‖2, alors par Lemme 2.1

cB(A
∗B) = lim

n

〈Bαn, Aαn〉

‖Aαn‖2
,

et par Lemme 2.3

lim
n

‖Bαn‖ = ‖B‖ et lim
n

‖Aαn‖ = m(A).

On en déduit que m2(A)cB(A
∗B) ∈ WB(A

∗B). ✷

Lorsque A = I, on obtient le corollaire suivant :

Corollaire 2.5. Les deux assertions suivantes sont équivalentes :
(i) cB ∈ W0(B),
(ii) d2(B,CI) + |cB |

2 = ‖B‖2.
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Théorème 2.6. Soit λ un scalaire, alors Les deux assertions suivantes
sont équivalentes :

(i) m2(A)λ ∈ WB−cB(A∗B)A+λA(A
∗(B − cB(A

∗B)A+ λA)),

(ii) d2(B,CA) +m2(A)|λ|2 = ‖B − cB(A
∗B)A+ λA‖2.

D émo n s t r a t i o n. Posons L = B − cB(A
∗B)A + λA, nous avons

cL(A
∗L) = λ et d(L,CA) = d(B,CA). Il suffit d’écrire Proposition 2.4 en rem-

plaçant B par L. ✷

Dans la proposition suivante, si on remplace l’opérateur B par l’identité,
on retrouve l’égalité Min-max trouvée par K. Paul et G. Das [11] et démontrée
d’une façon plus longue que la notre.

Proposition 2.7. Nous avons

(2.5) inf
λ∈C

sup
x∈H1

‖(B − λA)x‖2 = sup
x∈H1

inf
λ∈C

‖(B − λA)x‖2.

D émo n s t r a t i o n. Nous allons montré que les deux membres de l’égalité
(2.5) sont égaux d2(B,CA).

d2(B,CA) = inf
λ∈C

‖B − λA‖2 = inf
λ∈C

sup
x∈H1

‖(B − λA)x‖2.

Pour tous λ ∈ C et x ∈ H ,

‖(B − λA)x‖2 = ‖Bx‖2 −
|〈Bx,Ax〉|2

‖Ax‖2
+ ‖Ax‖2

∣

∣

∣
λ−

〈Bx,Ax〉

‖Ax‖2

∣

∣

∣

2
.

Donc

inf
λ∈C

‖(B − λA)x‖2 = ‖Bx‖2 −
|〈Bx,Ax〉|2

‖Ax‖2
.

D’où

sup
x∈H1

inf
λ∈C

‖(B − λA)x‖2 = sup
x∈H1

{

‖Bx‖2 −
|〈Bx,Ax〉|2

‖Ax‖2

}

= d2(B,CA). ✷

3. Nouvelles inégalités sur la norme et le rayon numérique.

Soient A et B dans B(H ), posons

w′

0(B) = inf
{

|z| : z ∈ W0(B)}
}

et w′

B(A
∗B) = inf

{

|z| : z ∈ WB(A
∗B)

}

.
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Comme

W0(B) ⊆ W (B) et WB(A
∗B) ⊆ W (A∗B),

nous avons

w′

0(B) ≤ w(B) et w′

B(A
∗B) ≤ w(A∗B).

Ces inégalités peuvent tre strictes. En effet, soit B ∈ B(H ) tel que B 6= λI pour
tout λ ∈ C. Soit cB le centre de B et posons C = B− cBI. L’opérateur C a donc
pour centre 0. On en déduit que 0 ∈ W0(C) et par suite w′

0(C) = 0. Comme
C 6= 0, alors w(C) > 0. Soit A un opérateur autoadjoint d’image numérique le
segment [1, 2] et prenons B = I. On a w′

B(A
∗B) = 1 et w(A∗B) = 2.

Dans la suite de ce papier, nous supposons que m(A) > 0. Nous donnons
une généralisation et amélioration de chacun des quatre théorèmes suivants .

Théorème 3.1 ([3, 5]). Soit B ∈ B(H ), alors

(3.1) ‖B‖2 ≤ d2(B,CI) + w2(B).

Théorème 3.2 ([4]). Si λ ∈ C − {0}, r > 0 et B ∈ B(H ) sont tels que
‖B − λI‖ ≤ r, alors

‖B‖ ≤ w(B) +
1

2

r2

|λ|2
.

Théorème 3.3 ([6]). Si A est inversible, r > 0 et B ∈ B(H ) sont tels
que ‖B −A| ≤ r, alors

‖A‖‖B‖ ≤ w(A∗B) +
1

2
r2 +

1

2
(‖A‖2 −

1

‖A−1‖2
).

Théorème 3.4. [5] Soit B un élément de B(H ), alors

(3.2) w2(B) ≤
1

2
(w(B2) + ‖B‖2).

Théorème 3.5. Soit B ∈ B(H ), alors

(3.3) ‖B‖2 ≤ d2(B,CA) + 2w′

B(A
∗B)|cB(A

∗B)| −m2(A)|cB(A
∗B)|2.

En particulier,

(3.4) ‖B‖2 ≤ d2(B,CI) + 2w′

0|cB | − |cB |
2.
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D émo n s t r a t i o n. Par compacité, il existe α ∈ WB(A
∗B) tel que |α| =

w′

B(A
∗B). Il existe donc une suite (xn)n d’éléments de H1 telle que

α = lim
n
〈A∗Bxn, xn〉 et lim

n
‖Bxn‖ = ‖B‖.

d2(B,CA) = ‖B − cB(A
∗B)A‖2 ≥ ‖(B − cB(A

∗B)A)xn‖
2

= ‖Bxn‖
2 + |cB(A

∗B)|2‖Axn‖
2 − 2Re

(

cB(A∗B)〈A∗Bxn, xn〉
)

≥ ‖Bxn‖
2 +m2(A)|cB(A

∗B)|2 − 2|cB(A
∗B)||〈A∗Bxn, xn〉)|.

Par passage la limite, nous avons

‖B‖2 ≤ d2(B,CA) + 2w′

B(A
∗B)|cB(A

∗B)| −m2(A)|cB(A
∗B)|2.

Pour obtenir l’inégalité (3.4), il suffit de prendre A = I dans l’inégalité (3.3). ✷

Remarque 3.6. Les inégalités (3.3) et (3.4) s’écrivent respectivement

(3.5) ‖B‖2 ≤ d2(B,CA) + (w′

B(A
∗B))2 − (w′

B(A
∗B)

− |cB(A
∗B)|)2 + |cB(A

∗B)|2(1−m2(A)),

(3.6) ‖B‖2 ≤ d2(B,CI) + (w′

0(B))2 − (w′

0(B)− |cB |)
2.

Nous avons par l’inégalité (3.5) une généralisation et par l’inégalité (3.6) une
amélioration de l’inégalité (3.1) trouvée par Chräıbi [3] en 2004 et d’une façon
différente par Dragomir [5] en 2007.

Exemple 3.7. Exemple où w′

0(B) 6= |cB | : Considérons l’opérateur nor-
mal

B =

(

0 0
0 1

)

,

son spectre est σ(B) = {0, 1}. Le centre de B est le centre du plus petit disque

contenant σ(B), donc cB =
1

2
. On vérifie que w′

0(B) = 1. Nous avons donc

l’inégalité stricte

‖B‖2 < d2(B,CI) + (w′

0(B))2.
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Remarque 3.8. Dans l’inégalité (1.1), prenons λ = cB(A
∗B), et combi-

nons l’inégalité ainsi trouvée avec l’inégalité (3.3), nous obtenons

m2(A)|cB(A
∗B)| ≤ w′

B(A
∗B).

En particulier,

(3.7) |cB | ≤ w′

0(B).

L’inégalité (3.7) est une amélioration de l’inégalité |cB | ≤ w(B) obtenue du fait
que cB ∈ W (B).
En terme géométrique, WB(A

∗B) est en dehors du disque ouvert centré l’origine
et de rayon |cB(A

∗B)A|m2(A) et W0(B) est en dehors du disque ouvert centré
l’origine et de rayon |cB |.

Théorème 3.9. Si λ ∈ C, r > 0 et B ∈ B(H ) sont tels que ‖B−λA‖ ≤ r,
alors

‖A‖‖B‖ ≤ |λ|w′

B(A
∗B) +

1

2
r2 +

1

2
(‖A‖2 − |λ|2m2(A)).

D émo n s t r a t i o n. Soit α ∈ WB(A
∗B) tel que |α| = w′

B(A
∗B). Soit

(xn)n une suite d’éléments de H1 telle que

α = lim
n
〈A∗Bxn, xn〉 et lim

n
‖Bxn‖ = ‖B‖.

Comme ‖B − λA‖ ≤ r, alors ‖(B − λA)xn‖
2 ≤ r2. Nous avons

‖Bxn‖
2 + |λ|2‖Axn‖

2 ≤ r2 + 2Re(λ〈A∗Bxn, xn〉).

Et par suite

‖Bxn‖
2 + |λ|2m2(A) ≤ r2 + 2|λ||〈A∗Bxn, xn〉|.

Par passage la limite

‖B‖2 + |λ|2m2(A) ≤ r2 + 2|λ||w′

B(A
∗B)|.

‖A‖2 + ‖B‖2 ≤ r2 + 2|λ||w′

B(A
∗B) + (‖A‖2 − |λ|2m2(A)).

Soit

‖A‖‖B‖ ≤
1

2
r2 + |λ|w′

B(A
∗B) +

1

2
(‖A‖2 − |λ|2m2(A)). ✷
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Remarques 3.10. (i) Si A = I, λ 6= 0 et ‖B−λI‖ ≤ r avec r > 0. Alors

‖B‖ ≤ w′

0(B) +
1

2

r2

|λ|
.

Théorème 3.9 est donc une généralisation et amélioration du Théorème 3.2.
(ii) Théorème 3.9 généralise et améliore Théorème 3.3. En effet, Si λ = 1

et r > 0 tel que ‖B −A‖ ≤ r, alors

‖A‖‖B‖ ≤
1

2
r2 + w′

B(A
∗B) +

1

2
(‖A‖2 −m2(A)).

Si A est inversible, soit x ∈ H1, alors

1 = ‖x‖ = ‖A−1Ax‖ ≤ ‖A−1‖‖Ax‖.

Et par suite

1

‖Ax‖
≤ ‖A−1‖ pour tout x ∈ H1.

Ce qui entraine que

m2(A) ≥
1

‖A−1‖2
> 0.

Donc

0 ≤ ‖A‖2 −m2(A) ≤ ‖A‖2 −
1

‖A−1‖2
,

et il est cité au début de cette section que w′

B(A
∗B) ≤ w(A∗B).

Le théorème suivant est une généralisation du Théorème 3.4.

Théorème 3.11. Soit B un élément de B(H ), alors pour tout naturel
n ≥ 2

(3.8) wn(B) ≤
1

2n−1
w(Bn) +

p=n−1
∑

p=1

1

2p
wn−p−1(B)‖Bp‖‖B‖.

D émo n s t r a t i o n. Soit x ∈ H1, montrons par récurrence que pour tout
naturel n ≥ 2

(3.9) |〈Bx, x〉|n ≤
1

2n−1
|〈Bnx, x〉|+

p=n−1
∑

p=1

1

2p
|〈Bx, x〉|n−1−p‖Bpx‖‖B∗x‖.
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Supposons qu’elle est vraie pour n et montrons qu’elle est vraie pour (n + 1).
Posons a = Bnx et b = B∗x. Nous utilisons l’inégalité suivante établie par
Dragomir [8]

(3.10) ‖a‖‖b‖ + |〈a, b〉| ≥ 2|〈a, x〉〈x, b〉|.

Nous avons

‖Bnx‖‖B∗x‖+ |〈Bn+1x, x〉| ≥ 2|〈Bnx, x〉〈Bx, x〉|.

Par l’hypothèse de récurrence, nous obtenons

‖Bnx‖‖B∗x‖+ |〈Bn+1x, x〉|

≥ 2n|〈Bnx, x〉|n+1 −

p=n−1
∑

p=1

2n−p|〈Bx, x〉|n−p‖Bpx‖‖B∗x‖.

|〈Bn+1x, x〉| ≥ 2n|〈Bnx, x〉|n+1 −

p=n
∑

p=1

2n−p|〈Bx, x〉|n−p‖Bpx‖‖B∗x‖.

|〈Bnx, x〉|n+1 ≤
1

2n
|〈Bn+1x, x〉|+

p=n
∑

p=1

1

2p
|〈Bx, x〉|n−p‖Bpx‖‖B∗x‖.

Dans l’inégalité (3.10), prenons cette fois a = Bx et b = B∗x, on vérifie que
l’inégalité (3.9) est vraie pour n = 2 (c’est l’inégalité (3.2)), donc elle est vraie
pour tout n ≥ 2. Dans (3.9) prenons le supermum sur tous les x ∈ H1, nous
avons

wn(B) ≤
1

2n−1
w(Bn) +

p=n−1
∑

p=1

1

2p
wn−p−1(B)‖Bp‖‖B‖. ✷

Nous terminons ce papier par un théorème qui généralise et améliore le
théorème suivant démontré par Albadawi et Shebrawi [1] en 2009.

Théorème 3.12. Soient f et g deux fonctions non négatives, continues
sur R

+ vérifiant

f(t)g(t) = t, pour tout t ∈ R
+.



Centre de masse et nouvelles inegalites 273

Alors pour tous Ai, Bi,Xi ∈ B(H ), (i = 1, . . . , n)

(3.11)

∥

∥

∥

∥

∥

i=n
∑

i=1

A∗

iXiBi

∥

∥

∥

∥

∥

r

≤
nr−1

2

(
∥

∥

∥

∥

∥

i=n
∑

i=1

(A∗

i g
2(|X∗

i |)Ai)
r

∥

∥

∥

∥

∥

+

∥

∥

∥

∥

∥

i=n
∑

i=1

(B∗

i f
2(|Xi|)Bi)

r

∥

∥

∥

∥

∥

)

,

pour tout r ≥ 1. Où |A| est l’opérateur valeur absolue de A défini par |A| =
(A∗A)1/2.

Les deux inégalités et les deux lemmes suivants sont utiles pour le théorème
qui suit.

Pour tous ai, bi ≥ 0, (i = 1, . . . , n) et r ≥ 1

(3.12)
(

i=n
∑

i=1

aibi

)2
≤
(

i=n
∑

i=1

a2i

)

(

i=n
∑

i=1

b2i

)

.

(3.13)
(

i=n
∑

i=1

ai

)r
≤ nr−1

i=n
∑

i=1

ari ,

Lemme 3.13 ([9]). Soient P un opérateur positif dans B(H ) (i.e.,
〈Px, x〉 ≥ 0 pour tout x ∈ H ) et x ∈ H1 , alors

(3.14) 〈Px, x〉r ≤ 〈P rx, x〉, pour tout r ≥ 1.

Lemme 3.14 ([9]). Soit A un opérateur dans B(H ). Soient f et g deux
fonctions vérifiant les conditions du Théorème 3.12. Alors

(3.15)
∣

∣

∣
〈Ax, y〉

∣

∣

∣
≤
∥

∥

∥
f(|A|)x

∥

∥

∥

∥

∥

∥
g(|A∗|)y

∥

∥

∥
, pour tous x, y ∈ H .

Dans ce qui suit, f et g sont deux fonctions vérifiant les hypothèses du
Théorème 3.12, n est un entier naturel tel que n ≥ 1 et r, s sont deux réels tels
que r, s ≥ 1.

Théorème 3.15. Soient Ai, Bi,Xi ∈ B(H ), (i = 1, . . . , n). Alors

(3.16)

∥

∥

∥

∥

∥

i=n
∑

i=1

A∗

iXiBi

∥

∥

∥

∥

∥

2
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≤ n2− 1

r
−

1

s

∥

∥

∥

∥

∥

i=n
∑

i=1

(A∗

i g
2(|X∗

i |)Ai)
r

∥

∥

∥

∥

∥

1/r∥
∥

∥

∥

∥

i=n
∑

i=1

(B∗

i f
2(|Xi|)Bi)

s

∥

∥

∥

∥

∥

1/s

.

D émo n s t r a t i o n. Soient x, y ∈ H1.

∣

∣

∣

∣

∣

〈(

i=n
∑

i=1

A∗

iXiBi

)

x, y
〉

∣

∣

∣

∣

∣

2

=

∣

∣

∣

∣

∣

〈

i=n
∑

i=1

XiBix,Aiy
〉

∣

∣

∣

∣

∣

2

≤
(

i=n
∑

i=1

∣

∣

∣
〈XiBix,Aiy〉

∣

∣

∣

)2

≤
(

i=n
∑

i=1

∥

∥

∥
f(|Xi|)Bix

∥

∥

∥

∥

∥

∥
g(|X∗

i |)Aiy
∥

∥

∥

)2

=
(

i=n
∑

i=1

〈f(|Xi|)Bix, f(|Xi|)Bix〉
1/2〈g(|X∗

i |)Aiy, g(|X
∗

i |)Aiy〉
1/2
)2

=
(

i=n
∑

i=1

〈A∗

i g
2(|X∗

i |)Aiy, y〉
1/2〈B∗

i f
2(|Xi|)Bix, x〉

1/2
)2

≤
(

i=n
∑

i=1

〈A∗

i g
2(|X∗

i |)Aiy, y〉
)(

i=n
∑

i=1

〈B∗

i f
2(|Xi|)Bix, x〉

)

=

(

(

i=n
∑

i=1

〈A∗

i g
2(|X∗

i |)Aiy, y〉
)r
)1/r(

(

i=n
∑

i=1

〈B∗

i f
2(|Xi|)Bix, x〉

)s
)1/s

≤
(

nr−1
i=n
∑

i=1

〈A∗

i g
2(|X∗

i |)Aiy, y〉
r
)1/r(

ns−1
i=n
∑

i=1

〈B∗

i f
2(|Xi|)Bix, x〉

s
)1/s

≤

(

nr−1
〈

i=n
∑

i=1

(

A∗

i g
2(|X∗

i |)Ai

)r
y, y
〉

)1/r(

ns−1
〈

i=n
∑

i=1

(

B∗

i f
2(|Xi|)Bi

)s
x, x

〉

)1/s

.

L’inégalité (3.16) s’obtient en prenant le supermum sur tous les x, y ∈ H1. ✷

Remarques 3.16. (i) En prenant Xi = I (i = 1, . . . , n) dans (3.16), nous
obtenons

(3.17)

∥

∥

∥

∥

∥

∑i=n
i=1 A

∗

iBi

n

∥

∥

∥

∥

∥

2

≤

∥

∥

∥

∥

∥

∑i=n
i=1 (A

∗

iAi)
r

n

∥

∥

∥

∥

∥

1/r∥
∥

∥

∥

∥

∑i=n
i=1 (B

∗

i Bi)
s

n

∥

∥

∥

∥

∥

1/s

.
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L’inégalité (3.17) généralise l’inégalité suivante trouvée par Dragomir [7]

∥

∥

∥

∥

∥

A∗

1B1 +A∗

2B2

2

∥

∥

∥

∥

∥

2

≤

∥

∥

∥

∥

∥

(A∗

1A1)
r + (A∗

2A2)
r

2

∥

∥

∥

∥

∥

1/r∥
∥

∥

∥

∥

(B∗

1B1)
s + (B∗

2B2)
s

2

∥

∥

∥

∥

∥

1/s

.

(ii) Dans l’inégalité (3.16), prenons s = r, nous obtenons

∥

∥

∥

∥

∥

i=n
∑

i=1

A∗

iXiBi

∥

∥

∥

∥

∥

r

≤ nr−1

∥

∥

∥

∥

∥

i=n
∑

i=1

(A∗

i g
2(|X∗

i |)Ai)
r

∥

∥

∥

∥

∥

1/2∥
∥

∥

∥

∥

i=n
∑

i=1

(B∗

i f
2(|Xi|)Bi)

r

∥

∥

∥

∥

∥

1/2

≤
nr−1

2

(
∥

∥

∥

∥

∥

i=n
∑

i=1

(A∗

i g
2(|X∗

i |)Ai)
r

∥

∥

∥

∥

∥

+

∥

∥

∥

∥

∥

i=n
∑

i=1

(B∗

i f
2(|Xi|)Bi)

r

∥

∥

∥

∥

∥

)

.

L’inégalité (3.16) est donc une généralisation et amélioration de l’inégalité (3.11).
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