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Ïðèíîñèòå ñå äúëæàò íà ñúòðóäíè÷åñòâîòî ñúñ ñèëíè ìàòåìàòèöè è áåç-
êîðèñòíè êîëåãè, ñ êîèòî äîëóïîäïèñàíèÿò êàíäèäàò çà äîöåíò å èìàë
ùàñòèåòî äà ðàáîòè ïðåç ïîñëåäíèòå äåñåòèëåòèÿ. Îñíîâíèòå çàäà÷è ñå
îòíàñÿò äî ãëîáàëíîòî ñúùåñòâóâàíå è àñèìïòîòè÷íîòî ïîâåäåíèå íà ðå-
øåíèÿòà íà õèïåðáîëè÷íè ÷àñòíè äèôåðåíöèàëíè óðàâíåíèÿ îò âòîðè ðåä,
êîèòî ñà íàðè÷àíè çà êðàòêîñò âúëíîâè óðàâíåíèÿ. Ðàçäåëåíè ñà óñëîâíî
â òðè ãðóïè ñïîðåä âèäà íà óðàâíåíèeòî è ðàçãëåæäàíèÿ âúïðîñ:

(1) íèñêî-÷åñòîòíè ïðèáëèæåíèÿ íà ðåøåíèÿòà íà âúëíîâè óðàâíåíèÿ
ñ ëèíåéíî çàòèõâàíå è òåõíèòå ïðèëîæåíèÿ,

(2) àñèìïòîòè÷íî ïîâåäåíèå è ãëàäêîñò íà ðåøåíèÿòà íà âúëíîâè óðàâ-
íåíèÿ ñ íåëèíåéíî çàòèõâàíå,

(3) íåñúùåñòâóâàíå íà ãëîáàëíè ðåøåíèÿ íà âúëíîâè óðàâíåíèÿ ñúñ
ñòåïåííè íåëèíåéíîñòè.

Òóê ñà âêëþ÷åíè ñàìî òåìèòå íà äúëãîãîäèøíà ìàòåìàòè÷åñêà ðàáîòà,
êîÿòî å äàëà çàäîâîëèòåëíè êðàéíè ðåçóëòàòè.

1. Íèñêî-÷åñòîòíè ïðèáëèæåíèÿ íà ðåøåíèÿòà íà âúëíîâè

óðàâíåíèÿ ñ ëèíåéíî çàòèõâàíå è òåõíèòå ïðèëîæåíèÿ

Ðåçóëòàòèòå â òîâà íàïðàâëåíèå ñà ïîñòèãíàòè â ñúòðóäíè÷åñòâîòî ñ
Grozdena Todorova (Ãðîçäåíà Òîäîðîâà), Ryo Ikehata è Petronela Radu.
Ïîëó÷åíè ñà â ïåðèîäà 2005�2016 è ñà ïîñâåòåíè íà çàäà÷àòà íà Êîøè çà
âúëíîâè óðàâíåíèÿ ñúñ çàòèõâàíå îò âèäà

(1)

{
utt − div(b(x)∇u) + a(x)ut = f, (x, t) ∈ Rn × (0,∞),
u(x, 0) = u0(x), ut(x, 0) = u1(x), x ∈ Rn,

êúäåòî êîåôèöèåíòèòå a(x) è b(x) ñà ïîëîæèòåëíè è äîñòàòú÷íî ãëàäêè,
à äàííèòå (u0, u1) ∈ H1(Rn) × L2(Rn). Òóê f å èçâåñòíà ôóíêöèÿ. Â íÿ-
êîè ïðèëîæåíèÿ, f ìîæå äà çàâèñè îò u, êîåòî ùå íàïðàâè óðàâíåíèåòî
íåëèíåéíî. Èçïîëçâàìå ∇ çà äà îçíà÷èì ïðîñòðàíñòâåíèÿ ãðàäèåíò.
Êîãàòî ëèíåéíèÿ ñëó÷àé íà (1) ñå èçó÷àâà â L2-ïðîñòðàíñòâà, ïî-óäîáíî

å äà ñå ïðåôîðìóëèðà êàòî àáñòðàêòíà çàäà÷à íà Êîøè â Õèëáåðòîâî
ïðîñòðàíñòâî H. Çà öåëòà âúâåæäàìå äâà íåîòðèöàòåëíè ñàìîñïðåãíàòè
îïåðàòîðà B : D(B) → H è C : H → H. Âúïðîñúò ñåãà å äà ñå íàìåðè
ïîâåäåíèåòî ïðè ãîëåìè âðåìåíà íà u(t), êîåòî å ðåøåíèå íà

(2)

{
Cutt +Bu+ ut = g, t > 0,
u(0) = u0, ut(0) = u1.

Òóê (u0, u1) ∈ D(B1/2) × H è g ∈ C(R+, H) ñà èçâåñòíè. Ïðèáëèçèòåëíî,
âðúçêàòà ìåæäó (1) è (2) ñå îñúùåñòâÿâà îò C = a−1(x).
Çàäà÷èòå çà ñúùåñòâóâàíå è åäèíñòâåíîñò ñà ðåøåíè îòäâàíà, çàùîòî íå

ñà ìíîãî òðóäíè. Áåç îòãîâîð áÿõà îñòàíàëè íÿêîëêî èíòåðåñíè âúïðîñà
çà ïîâåäåíèåòî íà ðåøåíèÿòà ïðè ãîëåìè âðåìåíà. Åäèí îò òÿõ áåøå ñêî-
ðîñòòà íà íàìàëÿâàíå íà åíåðãèÿòà, êîãàòî f = 0 â óðàâíåíèå (1). Ëåñíî



ñå âèæäà, ÷å åíåðãèÿòà ìîíîòîííî íàìàëÿâà ïîðàäè

d

dt

∫ (
u2
t (x, t) + b(x)|∇u(x, t)|2

)
dx = −

∫
au2

t (x, t) dx.

Èíòåðåñíèÿò âúïðîñ å êîëêî áúðçî âñúùíîñò òåçè íîðìè êëîíÿò êúì íóëà.
Ïîíåæå íÿìà ôîðìóëà çà ðåøåíèÿòà, êîãàòî êîåôèöèåíòèòå ñà ôóíêöèè
íà x, îòãîâîðúò íå å ëåñåí. Âñúùíîñò, èìà ïðåäñòàâÿíèÿ íà ðåøåíèÿòà
äîðè çà óðàâíåíèå (2), íî òå âêëþ÷âàò êîíòóðåí èíòåãðàë îò ðåçîëâåíòà
ñ òðóäíî çà èçñëåäâàíå ïîâåäåíèå. Êîãàòî u0 = 0 è g = 0, íàïðèìåð,

u(t) =
1

2πi

∫
ℜλ=ε

eλt
(
λ2C +B + λI

)−1
Cu1 dλ, ε > 0.

Òàçè ôîðìóëà íÿìà ñìèñúë áåç äîïúëíèòåëíè ïðåäïîëîæåíèÿ, íî ÿñíî
ïîêàçâà, ÷å ïîâåäåíèåòî íà ðåçîëâåíòàòà (λ2C +B + λI)

−1 ïðè ìàëêè λ
å îïðåäåëÿùî çà àñèìïòîòè÷íîòî ïîâåäåíèå ïðè ãîëåìè t. Äîêîëêîòî å
âÿðíî, ÷å (B + λI)−1 å äîáðî ïðèáëèæåíèå, ìîæå äà ñå î÷àêâà ñðàâíèòåëíî
ïðîñòî àñèìïòîòè÷íî ïîâåäåíèå, êîåòî íàïîäîáÿâà òîâà íà àáñòðàêòíàòà
ïàðàáîëè÷íà çàäà÷à. Òàêà ñå äîñòèãà äî äâà èíòåðåñíè âúïðîñà.

(Â1) Êàêâî å ïîâåäåíèåòî íà ∥u(·, t)∥L2 îò (1), êîãàòî t → ∞?

(Â2) Êàêâî å àñèìïòîòè÷íîòî ïîâåäåíèå íà u(t) îò (2), êîãàòî t → ∞?

Ðàçáèðà ñå, âòîðèÿò âúïðîñ íå å çàäàäåí äîáðå áåç äà ñà îïèñàíè äîïó-
ñòèìèòå àñèìïòîòè÷íè ôîðìóëè. Òîâà å âàæíî óòî÷íåíèå, êîåòî ùå áúäå
äàäåíî ïî-êúñíî. Îòãîâîðúò íà (Â2) ùå áúäå è îòãîâîð íà (Â1). Öèòè-
ðàíèòå ïî-äîëó ïóáëèêàöèè äàâàò åäíè îò ïúðâèòå îòãîâîðè. Çà ãîëÿìî
ñúæàëåíèå, òðÿáâà äà áúäàò ïðîïóñíàòè ìíîãî ñúùåñòâåíè ïðèíîñè íà
ìàòåìàòèöè, ñ êîèòî àâòîðúò íà ñïðàâêàòà íå å ñúòðóäíè÷èë.
Âúïðîñ (Â1) å ðàçãëåäàí â [1a], [1b] çà õîìîãåííî ëèíåéíî óðàâíåíèå ñ

f = 0 è â [1c], [1d] çà íåëèíåéíî óðàâíåíèå ñ f(u) = ±|u|p−1u, êúäåòî p > 1
å òàêîâà, ÷å H1(Rn) ⊂ Lp+1(Rn). Íàé-âàæíèÿò îáù ðåçóëòàò å åäíà îöåíêà
çà õîìîãåííèÿ ëèíååí ñëó÷àé: ïðè âñÿêî δ > 0 ñúùåñòâóâà Cδ, çà êîåòî∫

e(m(a)−δ)
A(x)

t (u2
t + b(x)|∇u|2)dx ≤ Cδ(∥∇u0∥2L2 + ∥u1∥2L2)t−m(a)−1+δ.

Äàííèòå (u0, u1) òðÿáâà äà èìàò êîìïàêòåí íîñèòåë. Â îöåíêàòà ñå ïîÿâÿâà
ôóíêöèÿòà A(x), êîÿòî å ðåøåíèå íà óðàâíåíèåòî íà Poisson, è m(a) > 0,
êîÿòî å ñúîòâåòíàòà ãðàíèöà:

div(b(x)∇A(x)) = a(x) è m(a) = lim inf
x→∞

a(x)A(x)

b(x)|∇A(x)|2
.

Êîãàòî a(x) = 1 = b(x), ñêîðîñòòà íà íàìàëÿâàíå å ïðîñòî m(a) = n/2.
Ãîðíèÿò ðåçóëòàò å ïîëó÷åí ñ åëåìåíòàðíè íî òåæêè èç÷èñëåíèÿ îñíî-
âàíè íà òåãëîâè L2-îöåíêè. Òîâà îçíà÷àâà, ÷å óðàâíåíèåòî ñå óìíîæà-
âà ñ e(m(a)−δ)A(x)/tut è ïîäîáíè èçðàçè, ñëåä êîåòî ñå èíòåãðèðà ïî ÷àñòè.
Âúâåæäàíåòî íà Ãàóñîâè òåãëà èçãëåæäà î÷åâèäíî, çàùîòî âå÷å çíàåì îò-
ãîâîðà íà (Â2) çà ïàðàáîëè÷íîòî ïðèáëèæåíèå, íî áåøå íåîáè÷àéíî çà
õèïåðáîëè÷íèòå óðàâíåíèÿ ïðåäè 15 ãîäèíè. Ïî-êúñíî, òåãëîâèòå åíåðãå-
òè÷íè îöåíêè çà âúëíîâè óðàâíåíèÿ ñúñ çàòèõâàíå áÿõà ñúùåñòâåíî ðàç-
âèòè è ïðèëîæåíè êúì ïî-òðóäíè çàäà÷è îò äðóãè ìàòåìàòèöè. Íÿêîè
îáîáùåíèÿ, êàòî íàïðèìåð òîâà çà çàâèñåùè îò t êîåôèöèåíòè, ñà âñå îùå
ïðåäìåò íà àêòèâíî èñçëåäâàíå.



Âúïðîñ (Â2) èìà ñðàâíèòåëíî ëåñíè îòãîâîðè â íÿêîè ÷àñòíè ñëó÷àè.
Êîãàòî C = I è B = −∆, ìîæå äà ñå èçïîëçâà ôîðìóëàòà çà ðåøåíè-
åòî íà (2) ÷ðåç òðàíñôîðìàöèÿ íà Ôóðèå. Ïî òîçè íà÷èí áåøå îòêðèòî
òàêà íàðå÷åíîòî äèôóçèîííî ïðèáëèæåíèå íà u, êîåòî å âñúùíîñò ðåøå-
íèå íà ïàðàáîëè÷íîòî óðàâíåíèå −∆u + ut = 0 èëè çàìÿíà íà ïúëíàòà
ðåçîëâåíòà ñ (−∆+ λI)−1. Ìàëêî ïî-êúñíî, äèôóçèîííîòî ïðèáëèæåíèå
áåøå îáîáùåíî çà ïðîèçâîëåí ñàìîñïðåãíàò îïåðàòîð B, íî ãîëåìèíàòà
íà îñòàòúêà áåøå ñàìî O(t−1). Òàêúâ ðåçóëòàò íå îïèñâà äîáðå àñèìïòî-
òè÷íîòî ïîâåäåíèå íà âúëíîâè óðàâíåíèÿ ñúñ çàòèõâàíå, êúäåòî ãëàâíèÿò
÷ëåí ∥u(·, t)∥2L2 = O(t−n/2) ñå îêàçâà ïî-ìàëúê îò îñòàòúêà ïðè n ≥ 3.
Íàé-âàæíèÿò ïðèíîñ íà ïóáëèêàöèÿ [1e], çà ñëó÷àÿ C = I â (2), áåøå

äà âúâåäå ïî-ïîäõîäÿù îñòàòúê. Â äèôóçèîííîòî ïðîáëèæåíèå,

∥u(t)− e−tB(u0 + u1)∥V ≤ Ce−t/16 (∥u0∥V + ∥u1∥H)
+Ct−1

(
∥e−tB/2u0∥H + ∥e−tB/2u1∥H

)
,

êúäåòî íîðìàòà íà V = D(B1/2) å ∥u∥V = ∥u∥H+∥B1/2u∥H . Äîêàçàòåëñòâî-
òî íå å òðóäíî è ñå îñíîâàâà èçöÿëî íà êëàñè÷åñêàòà òåîðåìà çà ñïåêòðàëíî
ðàçëàãàíå íà ñàìîñïðåãíàòè îïåðàòîðè.
Ðåçóëòàòúò íà [1f] å ïîäîáåí, íî ñå îòíàñÿ çà ïðîèçâîëåí îãðàíè÷åí ñàìî-

ñïðåãíàò îïåðàòîð C â (2) è ïðåäïîëàãà, ÷åH å âëîæåíî â Lp-ïðîñòðàíñòâî.
Îòíîâî å ïîêàçàíî, ÷å ðåøåíèåòî èçïúëíÿâà

u(t) ≈ e−tB(u0 + Cu1), t → ∞.

Äîêàçàòåëñòâîòî å ìíîãî ïî-òðóäíî, çàùîòî íÿìà îáùî ñïåêòðàëíî ðàçëà-
ãàíå çà äâà íåêîìóòèðàùè ñàìîñïðåãíàòè îïåðàòîðà. Íåÿâíî ñå èçïîëçâà
ðàçëàãàíå íà ðåçîëâåíòàòà ïî ñòåïåíèòå íà ñïåêòðàëíèÿ ïàðàìåòúð. Ïîä-
õîäúò å íàïúëíî åëåìåíòàðåí, èçïîëçâàù ñàìî ñâîéñòâàòà íà ñêàëàðíîòî
ïðîèçâåäåíèå è ñòðóêòóðàòà íà óðàâíåíèåòî, íî èçèñêâà ïîëóãðóïàòà e−tB

äà èìà ñâîéñòâîòî íà Ìàðêîâ è äà èçïúëíÿâà íåðàâåíñòâîòî íà Íåø.
Îòãîâîðèòå íà âúïðîñ (Â2) äàâàò íàé-òî÷íèòå îòãîâîðè íà âúïðîñ (Â1),

âêëþ÷èòåëíî îöåíêè çà íàìàëÿâàíåòî íà ðåøåíèÿòà íà õèïåðáîëè÷íè óðàâ-
íåíèÿ ñ ïðîìåíëèâè êîåôèöèåíòè è çàòèõâàíå, íî ïðåäïîëàãàò ïîâå÷å
îãðàíè÷åíèÿ âúðõó a è b. Îñíîâíàòà èì öåë å äà ïðåíåñàò òðóäíîñòèòå
âúðõó òåîðèÿòà íà ïàðàáîëè÷íèòå óðàâíåíèÿ, êúäåòî èìà ïî-ÿâíè îöåíêè
íà ôóíäàìåíòàëíèòå ðåøåíèÿ.
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2. Àñèìïòîòè÷íî ïîâåäåíèå è ãëàäêîñò íà ðåøåíèÿòà íà

âúëíîâè óðàâíåíèÿ ñ íåëèíåéíî çàòèõâàíå

Ïóáëèêàöèèòå ïî òåçè òåìè îáõâàùàò ïåðèîäà 2007�2017. Âêëþ÷åíè
ñà íÿêîëêî ñúâìåñòíè ðàáîòè ñ Grozdena Todorova (Ãðîçäåíà Òîäîðîâà),
Davut Ugurlu, è Kyouhei Wakasa. Ïðåäìåò íà èçñëåäâàíèÿòà å âçàèìîäåé-
ñòâèåòî ìåæäó íåëèíåéíî çàòèõâàíå è íåëèíååí èçòî÷íèê âúâ âúëíîâèòå
óðàâíåíèÿ. Êàòî îáåäèíÿâàù ìîäåë å èçáðàíî óðàâíåíèåòî

(3) □u+ a|u|p−1u+ b|ut|m−1ut = 0, (x, t) ∈ R3 × (0,∞),

êúäåòî □ = ∂2
t − ∆x çà êðàòêîñò. Òóê ïàðàìåòðèòå ñà a ≥ 0 è b > 0,

à ñòåïåíèòå ñà p > 1 è m > 1. Ïðè âñåêè èçáîð, åíåðãèÿòà íà ðåøåíèÿ
(u, ut) ∈ H1(R3)× L2(R3) íàìàëÿâà âúâ âðåìåòî:

d

dt

∫ (
1

2
u2
t +

1

2
|∇u|2 + a

p+ 1
|u|p+1

)
dx = −

∫
b|ut|m+1 dx.

Ïîðàäè íåëèíåéíàòà çàãóáà, íå å ñèãóðíî, ÷å ãðàíèöàòà íà åíåðãèÿòà å
íóëà. Âèæäà ñå ñúùî, ÷å äÿñíàòà ñòðàíà âêëþ÷âà ïî-âèñîêà íîðìà îò
âòîðàòà. Çàòîâà ìîæå äà ñå î÷àêâà, ÷å ðåøåíèåòî å ïî-ãëàäêî â t > 0.
Òàêà âúçíèêâàò ñëåäíèòå åñòåñòâåíè âúïðîñè çà óðàâíåíèå (3).

(Â1) Êàêâî å ïîâåäåíèåòî íà åíåðãèÿòà íà (3) ñ a = 0, êîãàòî t → ∞?

(Â2) Êàêâà å ãëàäêîñòòà íà ðåøåíèÿòà íà (3), êîãàòî ñà èçáðàíè íà÷àëíè
äàííè (u, ut)|t=0 ∈ Hk(R3)×Hk−1(R3) ñ k ≥ 3, âúâ âðåìåíà t > 0?

(Â3) Êàêâà å ãëàäêîñòòà íà ðåøåíèÿòà íà (3), êîãàòî ñà èçáðàíè íà÷àëíè
äàííè (u, ut)|t=0 ∈ H2(R3)×H1(R3), âúâ âðåìåíà t > 0?

Îòäàâíà å èçâåñòåí îòãîâîðúò íà (Â1) â ñëó÷àé, ÷å ñòåïåíèòå ñà ñðàâíè-
òåëíî âèñîêè: åíåðãèÿòà ìîæå äà íå êëîíè êúì íóëà ïîðàäè ðàçñåéâàíåòî
íà ðåøåíèÿòà ñ ìàëêè íà÷àëíè äàííè. Âúïðîñ (Â3) ñúùî èìà ëåñåí îòãî-
âîð çà ñïåïåíè m > p, ïðè êîèòî íåëèíåéíîòî çàòèõâàíå å ÿâíî ïî-ñèëíî
îò íåëèíåéíèÿ èçòî÷íèê. Èíòåðåñíè ñå îêàçâàò äîïúëíèòåëíèòå ñëó÷àè.
Â [2a] çà ïúðâè ïúò áåøå óñòàíîâåíî, ÷å åíåðãèÿòà íàìàëÿâà ñïîðåä

∥ut(·, t)∥L2 + ∥∇u(·, t)∥L2 ≤ Ct−d(m,n), t → ∞,

êîãàòî 1 < m ≤ (n+ 2)/(n+ 1). ßâíà ôîðìóëà çà d(m,n) > 0 íå áåøå íà-
ìåðàíà, íî ðàáîòàòà äàâàøå èçâåñòíî óñèëâàíå íà ïî-ðàííèòå ðåçóëòàòè,



÷å åíåðãèÿòà íàìàëÿâà êàòî (ln t)−1/(m−1) çà ñòåïåíè 1 < m < (n + 2)/n.
Ïóáëèêàöèÿ [2b] ñå îòíàñÿøå ñàìî äî n = 1, íî çà ïúðâè ïúò óñòàíîâÿ-
âàøå ÿâíà çàâèñèìîñò íà d(m, 1) îò m, êîãàòî 1 < m < 3. Òóê òðÿáâà
äà ñå îòáåëåæè, ÷å íåîòäàâíà è äâàòà ðåçóëòàòà ïî (Â1) áÿõà ïîäîáðåíè ñ
ïîìîùòà íà èçíåíàäâàù ïðÿê ïîäõîä, êîéòî å îñíîâàí íà íåðàâåíñòâîòî
íà Õàðäè â èíòåãðàëà ñïðÿìî t.
Â îòãîâîðà íà (Â2), êúäåòî ó÷àñòâàò 3 è ïîâå÷å ïðîèçâîäíè, ðîëÿòà

íà èçòî÷íèêà å íåçíà÷èòåëíà. Çàòîâà a = 0 íå å ñúùåñòâåíî äîïóñêàíå.
Çàäà÷àòà íå å ëåñíà, çàùîòî íåëèíåéíîòî çàòèõâàíåòî ìîæå äà ñå ïðåâúðíå
â èçòî÷íèê ñëåä 2 äèôåðåíöèðàíèÿ íà óðàâíåíèåòî. Òîãàâà ãîëåìèíàòà íà
m çàïî÷âà äà ñúçäàâà òðóäíîñòè íà îöåíêèòå. Â [2c] å ðàçãëåäàí ñëó÷àÿò íà
ðàäèàëíè ðåøåíèÿ è ñòåïåím = 3. Êîìáèíèðàíè ñà êëàñè÷åñêè èäåè, êàòî
îöåíêèòå íà Ùðèõàðö è íåâúçìîæíîñòòà çà êîíöåíòðàöèÿ íà åíåðãèÿòà,
çà äà ñå ïîêàæå ãëîáàëíîòî ñúùåñòâóâàíå è ðàçñåéâàíå íà ðåøåíèÿòà â
Hk(R3) × Hk−1(R3) ñ k ≥ 3. Òîçè ðåçóëòàò çà ãëàäêîñò å ïðåíåñåí êúì
âñè÷êè m ≥ 3 â [2d], êúäåòî îñíîâíàòà èäåÿ å âçàèìñòâàíà îò åäíîìåðíèòå
âúëíîâè óðàâíåíèÿ ñúñ çàòèõâàíå.
Íàé-èíòåðåñåí å îòãîâîðúò íà (Â3) â ïóáëèêàöèÿ [2e] âúðõó âçàèìîäåé-

ñòâèåòî ìåæäó íåëèíåéíè çàòèõâàíå è èçòî÷íèê. Õàðàêòåðíèòå òðóäíîñòè
ïðè ðåøåíèÿ â H2(R3)×H1(R3), çà ïðîèçâîëíè p, ñà äîáðå èçâåñòíè è âñå
îùå íåïðåîäîëèìè â ñëó÷àÿ íà êîíñåðâàòèâíî óðàâíåíèå, b = 0. Íî ìîæå
äà ñå î÷àêâàò ðåçóëòàòè áàçèðàíè íà íåëèíåéíîòî çàòèõâàíå, êîãàòî b > 0
è ñòåïåíòàm å äîñòàòú÷íî ãîëÿìà. Åäèí òàêúâ ïðèìåð å [2e], êîÿòî ïîñòðî-
ÿâà ðåøåíèå â H2(R3) × H1(R3) çà m ≥ 2 è âñè÷êè p ≥ 2, íåçàâèñèìî îò
ñúîòíîøåíèåòî ìåæäó äâåòå ñòåïåíè. Ðåçóëòàòúò ñëåäâà îò íåðàâåíñòâîòî

1

2

∫ (
|D∇u|2 + p|u|p−1(|∇u|2 + |Du|2) + |u|2p

)
dx

∣∣∣∣t
0

≤ −
∫ t

0

∫ (
p|u|p−1|us|m+1 − p(p− 1)

2
|u|p−3uu3

s

)
dxds.

Òóê D = (∂t,∇x) è a = 1 = b. Çà ïîëó÷àâàíåòî ñà èçïîëçâàíè íåëèíåé-
íè ìíîæèòåëè, íî ñàìî åëåìåíòàðíè ìåòîäè. Íàìèðàíåòî íà ìîíîòîííè
êîìáèíàöèè îò íîðìè, êîåòî íå å òðóäíî ïðè íàëè÷èåòî íà çàòèõâàíå, ñå
îêàçà ìíîãî òðóäíî ïðè êîíñåðâàòèâíèòå âúëíîâè óðàâíåíèÿ.
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3. Íåñúùåñòâóâàíå íà ãëîáàëíè ðåøåíèÿ íà âúëíîâè

óðàâíåíèÿ ñúñ ñòåïåííà íåëèíåéíîñò

Ðåçóëòàòèòå ñà ïîëó÷åíè â ñúòðóäíè÷åñòâî ñ Qi Zhang è Kyouhei Wakasa.
Ìåòîäèòå ñà òÿñíî ñâúðçàíè, âúïðåêè ÷å ñà ðàçäåëåíè îò äåñåòèëåòèå â
ïåðèîäà 2006�2018. Çà ôîðìóëèðàíå íà îáùàòà çàäà÷àòà, íåêà h0 è h1 ñà
ôóíêöèè, êîèòî êëîíÿò êúì 0 äîñòàòú÷íî áúðçî, à g = (gij) å ñèìåòðè÷íà
n × n ìàòðèöà, êîÿòî êëîíè åêñïîíåíöèàëíî êúì In. Àêî äåôèíèðàìå
îáîáùåíèÿ îïåðàòîð íà Ëàïëàñ

∆g =
n∑

i,j=1

∂xi
gij(x)∂xj

,

ðàçãëåæäàíàòà çàäà÷àòà íà Êîøè ñòàâà

(4)

{
utt −∆gu+ h0u+ h1ut = |u|p, (x, t) ∈ Rn × (0,∞),
(u, ut)|t=0 = (εu0, εu1), x ∈ Rn.

Ðàçáèðà ñå, ñòåïåíòà p > 1 è ìàëêèÿò ïàðàìåòúð ε > 0. Ìîæå ñúùî äà ñå
ïðåäïîëàãà, ÷å äàííèòå ñà (u0, u1) ∈ C∞

0 (Rn)× C∞
0 (Rn).

Â ïðîäúëæåíèå íà òðè äåñåòèëåòèÿ, (4) å åäèí îò íàé-èçëåäâàíèòå ìîäå-
ëè çà ðàçïðîñòðàíåíèå íà íåëèíåéíè âúëíè. Ñàìîòî óðàâíåíèå èìà ìàëêî
íà áðîé ôèçè÷åñêè ïðèëîæåíèÿ, íî ïðåäîñòàâÿ ìíîãî âúçìîæíîñòè çà òå-
ñòâàíå íà ìàòåìàòè÷åñêè ìåòîäè. Ðîëÿòà íà ïîëîæèòåëíàòà íåëèíåéíîñò
îò ñòåïåí p å äà ïðîòèâîäåéñòâà íà ðàçñåéâàíåòî íà âúëíèòå, êîåòî âîäè
äî àìïëèòóäè t−(n−1)/2 â ëèíåéíîòî óðàâíåíèå. Êîãàòî ñòåïåíòà p íå å äî-
ñòàòú÷íî âèñîêà, èçòî÷íèêúò ãóáè èíòåãðóåìîñò ïî âðåìåòî è ðåøåíèåòî
çàïî÷âà äà íàðàñòâà äîêàòî èçáóõíå çà êðàéíî âðåìå. Òîâà å òèïè÷íèÿò
ìåõàíèçúì çà îáèêíîâåíè äèôåðåíöèàëíè óðàâíåíèÿ êàòî utt = |u|p.
Õèïîòåçà íà Óîëòúð Ùðàóñ òâúðäè, ÷å ðàçäåëÿíåòî ìåæäó ãëîáàëíà

ðàçðåøèìîñò çà ìàëêè äàííè è èçáóõâàíå çà ìàëêè äàííè ñòàâà ïðè

p0(n) :=
n+ 1 +

√
n2 + 10n− 7

2(n− 1)
.

Òîâà å ïîëîæèòåëíèÿò êîðåí íà γ(p, n) = 0, êúäåòî

γ(p, n) = 2 + (n+ 1)p− (n− 1)p2.

Ïî-òðóäíàòà çàäà÷à å äà ñå äîêàæå ãëîáàëíî ñúùåñòâóâàíå çà p > p0(n).
Íå å èçâåñòíî ðåøåíèå çà âñè÷êè âèñîêè ðàçìåðíîñòè è ïðîìåíëèâè êî-
åôèöèåíòè. Îáà÷å êëàñè÷åñêèÿò ñëó÷àé, êîéòî ñå îòíàñÿ äî êîíñòàíòíè
êîåôèöèåíòè g(x) = In è h0 = 0 = h1, áåøå óñïåøíî ðåøåí ñ ó÷àñòèåòî íà
áúëãàðñêèÿ ìàòåìàòèê Âëàäèìèð Ãåîðãèåâ.



Ïðèíîñèòå êúì òàçè òåìà ñå îòíàñÿò äî ïî-äîñòúïíàòà çàäà÷à çà èç-
áóõâàíå íà ðåøåíèÿòà, êîãàòî p ≤ p0(n). Êðèòè÷íèÿò ñëó÷àé íà êëàñè÷åñ-
êàòà çàäà÷à å ðàçãëåäàí â [3a] ïðè ðàçìåðíîñòè n ≥ 4. Çà ïúðâè ïúò å ïîêà-
çàíî, ÷å ïîëîæèòåëíèòå ðåøåíèÿ èìàò êðàéíî âðåìå íà æèâîò. Èçïîëçâà
ñå óñðåäíÿâàíå ñúñ ñïåöèàëíà ôóíêöèÿ, ïðèëàãà ñå òðàíñôîðìàöèàòà íà
Ðàäîí è ñå íàìèðàò ïî-òî÷íè Lp-îöåíêè âìåñòî îáèêíîâåíîòî íåðàâåíñòâî
íà Õüîëäåð. Óñðåäíÿâàùàòà ôóíêöèÿ â òàçè ðàáîòà å âúâåäåíà ïî-ðàíî â
[3b], êúäåòî p < p0(n), g(x) = In è h1 = 0, íî ó÷àñòâà ïîëîæèòåëåí ïî-
òåíöèàë h0(x). Àâòîðèòå íÿìàò ïðèíîñ êúì îáùèÿ ìåòîä çà ïîëó÷àâàíå
íà îáèêíîâåíè äèôåðåíöèàëíè íåðàâåíñòâà ÷ðåç óñðåäíÿâàíå íà ÷àñòíîòî
äèôåðåíöèàëíî óðàâíåíèå.
Íîâàòà èäåÿ, êîÿòî óñïåøíî ñå ïðèëàãà è â ñëåäâàùèòå ðàáîòè [3c] è

[3d], å äà ñå êîíñòðóèðà ïîäõîäÿùà óñðåäíÿâàùà ôóíêöèÿ. Ïîñëåäíàòà ñå
îêàçâà ðåøåíèå íà

∆gφλ − h0(x)φλ = λ2φλ, λ > 0.

Ìîæå äà ñå ïîêàæå, ÷å èìà òàêàâà ôóíêöèÿ ñ àñèìïòîòè÷åí âèä

φλ(x) ≈ cn(λ|x|)−(n−1)/2eλ|x|, λ|x| → ∞.

Êðàéíèÿò ðåçóëòàò å åêñïîíåíöèàëíà îöåíêà çà âðåìåòî íà æèâîò

Tε ≤ exp
(
Cε−p(p−1)

)
, çà ìàëêè ε > 0,

êîãàòî p = p0(n). Îöåíêàòà íà Tε å ñòåïåííà ñïðÿìî ε, êîãàòî p < p0(n).
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