
ÀÂÒÎÐÑÊÀ ÑÏÐÀÂÊÀ

íà Äåíêà Êóöàðîâà

Íàñòîÿùàòà ñïðàâêà îòðàçÿâà ïóáëèêàöèèòå îò ïðèëîæåíèÿ ñïèñúê çà
ó÷àñòèå â êîíêóðñà çà ïðîôåñîð â îáëàñò íà âèñøå îáðàçîâàíèå 4. Ïðèðîäíè
íàóêè, ìàòåìàòèêà è èíôîðìàòèêà, ïðîôåñèîíàëíî íàïðàâëåíèå 4.5 Ìàòåìà-
òèêà, íàó÷íà ñïåöèàëíîñò 01.01.04 Ìàòåìàòè÷åñêè àíàëèç, îáÿâåí â �Äúðæà-
âåí âåñòíèê�, áð. 33 / 11.04.2014 ã. îò Èíñòèòóòà ïî Ìàòåìàòèêà è èíôðîìàòè-
êà ïðè ÁÀÍ. Íîìåðàöèÿòà íà ñòàòèèòå â àâòîðñêàòà ñïðàâêà å ñïîðåä ñïèñúêà
íà ïóáëèêàöèèòå, ïðåäñòàâåíè çà êîíêóðñà (24 íà áðîé), êàòî â ñêîáè â ïëú-
òåí øðèôò ñà äàäåíè çà óëåñíåíèå è íîìåðàòà íà òåçè ñòàòèè ñïîðåä ïúëíèÿ
ñïèñúê íà ïóáëèêàöèèòå.

Ïðåç ïîñëåäíèòå äâàäåñåò ãîäèíè òåîðèÿòà íà áàíàõîâèòå ïðîñòðàíñòâà ñå
ðàçêëîíè â ìíîãî íàïðàâëåíèÿ. Ðåçóëòàòè è ìåòîäè îò òàçè îáëàñò áÿõà ïðè-
ëîæåíè â òåîðèÿòà íà àïðîêñèìàöèèòå, îïòèìèçàöèèòå, íåëèíåéíèÿ àíàëèç,
òåîðèÿ íà îïåðàòîðèòå, ìàòåìàòè÷åñêàòà ëîãèêà è äð. Òîâà ðàçâèòèå áåøå ñú-
ïúòñòâàíî îò èíòåíçèâíî èçó÷àâàíå íà ñòðóêòóðàòà íà ñàìèòå áàíàõîâè ïðîñ-
òðàíñòâà. Ìíîãîîáðàçèåòî íà òåçè ðåçóëòàòè áåøå îòðàçåíî â äâàòà ñêîðîøíè
òîìà Íàðú÷íèê ïî ãåîìåòðèÿ íà áàíàõîâèòå ïðîñòðàíñòâà, ðåäàêòèðàíè îò
Äæîíñúí è Ëèíäåíùðàóñ.

×àñò I. Ñòðóêòóðíè ñâîéñòâà íà áàíàõîâè ïðîñòðàíñòâà

Êúì òàçè òåìàòèêà ñïàäàò ñòàòèèòå ñ íîìåðà 4, 5, 6, 7, 8, 13, 15, 16 è 20
ñïîðåä ñïèñúêà íà ïóáëèêàöèèòå, ïðèëîæåíè çà êîíêóðñà; êàòî ñòàòèè 7, 16 è
20 íå ñà âêëþ÷âàíè â äèñåðòàöèÿòà çà ïîëó÷àâàíå íà íàó÷íàòà ñòåïåí äîêòîð
íà ìàòåìàòè÷åñêèòå íàóêè. Òå ñå âïèñâàò â ïî-øèðîêàòà ðàìêà íà èçñëåäâà-
íåòî íà ñòðóêòóðíèòå ñâîéñòâà íà áàíàõîâè ïðîñòðàñòâà ñ øàóäåðîâ áàçèñ,
çàïî÷íàòî â íà÷àëîòî íà 1990 ã. îò Å. Îäåë è Ò. Øëóìïðåõò, Â. Ìèëìàí, Í.
Òîì÷àê-Åãåðìàí è ðàçâèòî â ðåçóëòàòèòå íà Ò. Ãàóúðñ�Á. Ìîðå è îñîáåíî íà
Ò. Ãàóúðñ â ñðåäàòà íà 90-òå ãîäèíè (âæ. íàïðèìåð [B, OS1, T-J]); à ïî-êúñíî
è â ðåçóëòàòè íà Ñ. Àðãèðîñ è Ð. Õåéäúí. Â ñõåìàòà íà Ãàóúðñ çà ÷àñòè÷íà
êëàñèôèêàöèÿ íà áàíàõîâèòå ïðîñòðàíñòâà, áàçèðàíà íà íåãîâèòå äèõîòîìèè
[G], â åäèíèÿ êðàé ïîïàäàò íàñëåäñòâåíî íåðàçëîæèìèòå ïðîñòðàíñòâà, à â
äðóãèÿ ñà �äîáðèòå� ïðîñòðàíñòâà, ò.å. ñ áåçóñëîâåí áàçèñ è â êðàéíà ñìåòêà
ìèíèìàëíèòå ïðîñòðàíñòâà. Ïîíÿòèÿòà, ñ êîèòî ðàáîòèì â òåçè ïóáëèêàöèè,
ñà îò àñèìïòîòè÷åí õàðàêòåð. Çà ïðîñòðàíñòâî ñ áàçèñ, àñèìïòîòè÷íîñò îç-
íà÷àâà ãðàíè÷íà ñòàáèëèçàöèÿ ñ íÿêàêâî �õóáàâî� ñâîéñòâî, êîãàòî ìèíèìàë-
íèÿò åëåìåíò íà íîñèòåëèòå íà ðàçãëåæäàíèòå âåêòîðè ñïðÿìî ôèêñèðàíèÿ
áàçèñ, êëîíè êúì áåçêðàéíîñò.

Åäèí îò ãëàâíèòå âúïðîñè â ñòðóêòóðíàòà òåîðèÿ íà áàíàõîâèòå ïðîñòðàí-
ñòâà å äàëè âñÿêî áåçêðàéíîìåðíî ïðîñòðàíñòâî ïðèòåæàâà áåçêðàéíîìåðíî
ïîäïðîñòðàíñòâî, êîåòî å èçîìîðôíî íà ïðîñòðàíñòâî îò íÿêàêúâ ñïèñúê îò
êëàñîâå ñ �äîáðè� ñâîéñòâà. Íàé-åñòåñòâåíèÿò ïúðâè âúïðîñ â òàçè íàñîêà å
äàëè âñÿêî áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî ñúäúðæà èçîìîðôíî êîïèå íà c0 èëè `p çà
íÿêîå p, 1 ≤ p < ∞. Âñè÷êè èçâåñòíè �êëàñè÷åñêè� ïðèìåðè ñúäúðæàò ïîäï-
ðîñòðàíñòâî, èçîìîðôíî íà c0 èëè `p, 1 ≤ p <∞. Îòãîâàðÿéêè íà âúïðîñ íà Â.
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Ìèëìàí, Á. Öèðåëñîí èçïîëçâà èäåÿ îò ìàòåìàòè÷åñêàòà ëîãèêà è ïîñòðîÿâà
ïðåç 1974 ãîäèíà ïðîñòðàíñòâî ñ áåçóñëîâåí áàçèñ, êîåòî íå ñúäúðæà ïîäï-
ðîñòðàíñòâî, èçîìîðôíî íà c0 èëè `p, 1 ≤ p <∞. Âñúùíîñò, òàêà íàðå÷åíîòî
â ëèòåðàòóðàòà öèðåëñîíîâî ïðîñòðàíñòâî T (îò Tsirelson), å êîíñòðóêöèÿòà
íà Ôèãåë è Äæîíñúí, à ïúðâîíà÷àëíîòî ïðîñòðàíñòâî íà Öèðåëñîí å íåãîâî-
òî ñïðåãíàòî T ∗. Íîðìàòà íà T ñå çàäàâà èëè êàòî ãðàíèöàòà íà ðåêóðñèâíà
ðåäèöà îò íîðìè, èëè êàòî íåÿâíî ðåøåíèå íà åäíî óðàâíåíèå. Òîâà ïðåäñ-
òàâëÿâà ïðå÷êà çà ïðåñìÿòàíå íà íîðìàòà íà ïðîèçâîëåí åëåìåíò è âñè÷êè
äîêàçàòåëñòâà çà ïðîñòðàíñòâà îò ïîäîáåí òèï ñà äîñòà ñëîæíè.

Çà äâå íåïðàçíè ïîäìíîæåñòâà íà åñòåñòâåíèòå ÷èñëà E è F ùå ïèøåì
E < F (ñúîòâåòíî E ≤ F ), àêî maxE < minF (ñúîòâåòíî ≤). Ñåìåéñòâîòî
íà Øðàéåð S îò ïîäìíîæåñòâà íà åñòåñòâåíèòå ÷èñëà ñå äåôèíèðà êàòî S =
{A ⊂ N : |A| ≤ minA}. Åäíî ñåìåéñòâî (Ei)

n
i=1 îò ïîäìíîæåñòâà íà N ñå

íàðè÷à äîïóñòèìî (admissible) àêî E1 < E2 < · · · < En è {minEi}ni=1 ∈ S,
ò.å. n ≤ E1 < · · · < En. Íîðìàòà íà ïðîñòðàíñòâîòî T ñå äåôèíèðà íàé-
íàïðåä çà åëåìåíòè x ∈ c00 (ò.å. ñ êðàéíè íîñèòåëè) è ñëåä òîâà ñå ïîïúëâà ïî
íåïðåêúñíàòîñò. Íåêà x ∈ c00, òîãàâà

‖x‖T= max

{
‖x‖∞, sup

{
1

2

n∑
i=1

‖Eix‖T :n ∈ N, (Ei)ni=1 å äîïóñòèìî

}}
.

Ñëåä ïîñòðîÿâàíå íà öèðåëñîíîâîòî ïðîñòðàíñòâî, ñëåäâàùèÿò åñòåñòâåí
îñíîâåí âúïðîñ å äàëè âñÿêî ïðîñòðàíñòâî ñúäúðæà áåçóñëîâíà áàçèñíà ðåäè-
öà, ò.å. ïîäïðîñòðàíñòâî ñ áåçóñëîâåí áàçèñ.

Ïðåç 1990 ã. Å. Îäåë ïîñòðîÿâà âúâ âñÿêî ïðîäïðîñòðàíñòâî íà T áàçèñíè
ðåäèöè ñ äâà ðàçëè÷íè âèäà íà àñèìïòîòè÷íî ïîâåäåíèå, ñëåä êîåòî Ò. Øëóì-
ïðåõò [S] ïîñòðîÿâà ïðåç 1991 ã. ïúðâîòî ïðîèçâîëíî äèñòîðöèðóåìî ïðîñò-
ðàíñòâî S. Íîðìàòà â S íà åëåìåíò x ñ êðàåí íîñèòåë ñå çàäàâà ñ óðàâíåíèåòî

‖x‖ = max

{
‖x‖∞, sup

E1<E2<···<Er

1

f(r)

r∑
i=1

‖Eix‖; r ∈ N

}
,

êúäåòî f(t) = log2(t+ 1).
Òåçè ðåçóëòàòè ïðåäñòàâëÿâàò îòïðàâíà òî÷êà çà èçêëþ÷èòåëíè ðèçóëòàòè

â òåîðèÿòà íà áàíàõîâèòå ïðîñòðàíñòâà. Ñòàíäàðòíèÿò áàçèñ íà S å áåçóñëî-
âåí, íî òîâà ïðîñòðàíñòâî ëåæè â îñíîâàòà íà çàáåëåæèòåëíàòà êîíñòðóêöèÿ
íà Ò. Ãàóúðñ è Á. Ìîðå, ñ êîÿòî òå ðåøàâàò ïðåç 1993 ã. [GM] èçâåñòíèÿ âúïðîñ
çà áåçóñëîâíàòà áàçèñíà ðåäèöà. Ïî-òî÷íî, òå ïîñòðîÿâàò ïðîñòðàíñòâî GM ,
êîåòî íå ñúäúðæà áåçóñëîâíà áàçèñíà ðåäèöà. Âñúùíîñò, GM ïðèòåæàâà ïî-
ñèëíî ñâîéñòâî, èìåííî: íàñëåäñòâåíà íåðàçëîæèìîñò. Åäíî ïðîñòðàíñòâî å
íàñëåäñòâåíî íåðàçëîæèìî (H.I.), àêî íèêîå íåãîâî áåçêðàéíîìåðíî (çàòâîðå-
íî) ïîäïðîñòðàíñòâî íå ìîæå äà ñå ïðåäñòàâè êàòî ïðàâà ñóìà íà äâå áåçê-
ðàéíîìåðíè çàòâîðåíè ïîäïðîñòðàíñòâà. Òîâà ñâîéñòâî ñå îêàçâà â îñíîâàòà
íà ðåäèöà âïå÷àòëÿâàùè ðåçóëòàòè (âæ. êíèãàòà íà Àðãèðîñ è Òîëèàñ [AT]).
Ïðåç 1994 ã. Îäåë è Øëóìïðåõò [OS1, OS2] ðåøàâàò ïðîáëåìà çà äèñòîðöèè-
òå. Â ÷àñòíîñò, ÷ðåç ïðåíîñ íà ìíîæåñòâà îò S òå ïîêàçâàò, ÷å õèëáåðòîâîòî
ïðîñòðàíñòâî `2 å ïðîèçâîëíî äèñòîðöèðóåìî.

Ïî ìíåíèå íà àâòîðà, åäèí îò íàé-ãëàâíèòå ðåçóëòàòè â ïðèëîæåíèòå ñòà-
òèè çà êîíêóðñà â òàçè òåìàòèêà å íîâ ìåòîä çà ïîñòðîÿâàíå íà ïîäïðîñòðàí-
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ñòâà, ðàâíîìåðíî èçîìîðôíè íà `n∞ çà ïðîèçâîëíà ðàçìåðíîñò n. Êîíñòðóê-
öèÿòà áå äàäåíà íåçàâèñèìî îò Ïåé-Êè Ëèí è àâòîðà çà ïðîñòðàíñòâîòî íà
Øëóìïðåõò, íî íå áå ïðîâåðåíà ñ äîêàçàòåëñòâî íÿêîëêî ãîäèíè è â êðàéíà
ñìåòêà áå ïóáëèêóâàíà â ñúâìåñòíàòà íè ñòàòèÿ 8 ([45] â ïúëíèÿ ñïèñúê íà
ïóáëèêàöèèòå). Ïúðâîòî äîêàçàòåëñòâî çà ïîäîáíà êîíñòðóêöèÿ áå äàäåíî â
ñòàòèÿ 5 ([42]) â ìíîãî ïî-ñëîæíèÿ ñëó÷àé íà àñèìïòîòè÷íî `1 ïðîñòðàíñòâà.
Îäåë íàðå÷å íàøàòà êîíñòðóêöèÿ �ÿðäñòèê�. Òàçè êîíñòðóêöèÿ ïîçâîëÿâà äà
ñå ðàçáåðå ïî-äîáðå ëîêàëíàòà ñòðóêòóðà íà àñèìïòîòè÷íî `1 ïðîñòðàíñòâàòà;
à ñúùî òàêà äà ñå âúâåäå è ðàçãðàíè÷è åäèí íîâ ïîäêëàñ íà òåçè ïðîñòðàíñòâà
â ñòàòèÿ 5 ([42]), ïî-òî÷íî íà ñèëíî àñèìïòîòè÷íèòå `1 ïðîñòðàíñòâà. Ñòàòè-
ÿòà 8 ([45]) å öèòèðàíà 15 ïúòè, 5 ([42]) å öèòèðàíà 17 ïúòè, âêëþ÷èòåëíî íà
ñâåòîâåí êîíãðåñ ICM 1998 [T-J]. Íàñêîðî Ôåðåíöè è Øëóìïðåõò èçïîëçâàõà
ðåçóëòàòà íè çà �ÿðäñòèê� äà äîêàæàò íîâî è äîíÿêúäå íåî÷àêâàíî ñâîéñòâî
íà ïðîñòðàíñòâîòî íà Ãàóúðñ-Ìîðå.

Â òåîðèÿòà íà áàíàõîâèòå ïðîñòðàíñòâà ñå èçïîëçâàò íÿêîëêî âèäà ïîíÿ-
òèÿ, êîèòî îòðàçÿâàò ðàçëè÷íè àñïåêòè íà àñèìïòîòè÷íîòî ïîâåäåíèå íà äà-
äåíî ïðîñòðàíñòâî è ïîìàãàò çà èçó÷àâàíåòî íà íåãîâèòå ñâîéñòâà, íàïðèìåð
ñïðåäèíã ìîäåë (âúâåäåí îò Áðóíåë è Ñó÷åñòîí), àñèìïòîòè÷åí ìîäåë (Õàë-
áàéñåí è Îäåë), àñèìïòîòè÷íà ñòðóêòóðà (Ìîðå, Ìèëìàí, Òîì÷àê-Åãåðìàí).
Êàòî ïðèëîæåíèå íà êîíñòðóêöèÿòà �ÿðäñòèê� çà `n∞ â øëóìïðåõòîâîòî ïðîñò-
ðàíñòâî, Ï. Ê. Ëèí è àâòîðúò äàâàò îòîãîâîð íà âúïðîñ íà Îäåë èØëóìïðåõò,
à èìåííî, ÷å S ñúäúðæà áëîê-áàçèñ ñúñ ñïðåäèíã ìîäåë èçîìîðôåí íà `1.

Íàñêîðî ñëåä äåôèíèðàíåòî íà öåðåëñîíîâîòî ïðîñòðàíñòâî T , Äæîíñúí
[J] âúâåæäà òàêà íàðå÷åíîòî �ìîäèôèöèðàíî� öèðåëñîíîâî ïðîñòðàíñòâî TM ,
êàòî çàìåíÿ â îïðåäåëåíèåòî íà T ñóïðåìóìà âúðõó äîïóñòèìèòå ìíîæåñòâà
îò åñòåñòâåíè ÷èñëà ñúñ ñóïðåìóìà âúðõó ïî-áîãàòèÿ êëàñ íà íåïðåñè÷àùèòå
ñå (íå íåïðåìåííî ïîñëåäîâàòåëíè) ðàçðåøåíè (allowable) ìíîæåñòâà. TM ïî
äåôèíèöèÿ ïðèòåæàâà ïî-äîáðè ñâîéñòâà îò T , íî íàñêîðî ñëåä òîâà Êàçàçà è
Îäåë ïîêàçâàò, ÷å äâåòå ïðîñòðàíñòâà ñà èçîìîðôíè, ïî-òî÷íî äîðè òåõíèòå
ñòàíäàðòíè áàçèñè ñà åêâèâàëåíòíè. Îòíà÷àëî òîâà å íåî÷àêâàíî, íî ñ âðåìåòî
ñå ïðèåìà êàòî åñòåñòâåí ôàêò.

Ñëåäâàéêè ñâîéñòâàòà íà öèðåëñîíîâîòî ïðîñòðàíñòâî, Â. Ìèëìàí è Í.
Òîì÷àê-Åãåðìàí äåôèíèðàò êëàñà íà àñèìïòîòè÷íî `p ïðîñòðàíñòâàòà. Áàíà-
õîâî ïðîñòðàíñòâî ñ áàçèñ (ei) (èëè ñàìèÿò áàçèñ (ei)) ñå íàðè÷à àñèìïòîòè÷íî
`p, àêî ñúùåñòâóâà êîíñòàíòà C < ∞ òàêàâà, ÷å âñåêè íîðìèðàí áëîê-áàçèñ
(xi)

n
i=1, çà êîéòî n ≤ suppx1, å C-åêâèâàëåíòåí íà ñòàíäàðòíèÿ áàçèñ íà `

n
p .

Ñ. Àðãèðîñ è È. Äåëèÿíè [AD] äàâàò îòãîâîð íà âúïðîñ íà Ãàóúðñ êàòî
ïîñòðîÿâàò àñèìïòîòè÷íî `1 íàñëåäñòâåíî íåðàçëîæèìî ïðîñòðàíñòâî. Êàêòî
H.I. ïðîñòðàíñòâîòî íà Ãàóúðñ-Ìîðå ñå áàçèðà íà øëóìïðåõòîâîòî ïðîñòðàí-
ñòâî, êîåòî å ñ áåçóñëîâåí áàçèñ; òàêà è êîíñòðóêöèÿòà íà Àðãèðîñ-Äåëèÿíè
ñå îñíîâàâà íà åäèí êëàñ îò àñèìïòîòè÷íî `1 ïðîñòðàíñòâà ñ áåçóñëîâåí áà-
çèñ. Ïî-òî÷íî, òå äåôèíèðàò êëàñà íà ñìåñåíèòå öèðåëñîíîâè ïðîñòðàíñòâà.
Ïðè âúâåæäàíåòî íà àñèìïòîòè÷íî `1 ïðîñòðàíñòâàòà ñå å ïðåäïîëàãàëî, ÷å
òåõíèòå êðàéíîìåðíè ïîäïðîñòðàíñòâà (ëîêàëíà ñòðóêòóðà) áèõà èìàëè õó-
áàâè ñâîéñòâà. Òîâà î÷àêâàíå å ïîðîäåíî îò ôàêòà, ÷å îñíîâíèÿò ïðèìåð íà
àñèìïòîòè÷íî `1 ïðîñòðàíñòâî äî òîçè ìîìåíò å öèðåëñîíîâîòî ïðîñòðàíñòâî
T , êîåòî, áëàãîäàðåíèå íà åêâèâàëåíòíîñòòà ñ ìîäèôèöèðàíîòî TM , óäîâëåò-
âîðÿâà äîëíà q-îöåíêà çà q > 1.
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Îêàçâà ÷å, îáà÷å, ÷å ïîëîæåíèåòî ñå ïðîìåíÿ â îáùèÿ ñëó÷àé íà ñìåñåíè
öèðåëñîíîâè ïðîñòðàíñòâà. Êàòî èçïîëçâàìå ìåòîäà �ÿðäñòèê� íèå äîêàçâàìå
â 5 ([42]), ÷å çà ðåäèöèòå îò êîåôèöèåíòè (θk)

∞
k=1, çà êîèòî Àðãèðîñ è Äåëèÿíè

ïîêàçâàò ïðîèçâîëíà äèñòîðöèðóåìîñò íà ñìåñåíè öèðåëñîíîâè ïðîñòðàíñòâà,
òåçè ïðîñòðàíñòâà ñà íàñèòåíè ñ ðàâíîìåðíè êîïèÿ íà `n∞. Òúé êàòî `∞ å óíè-
âåðñàëíî çà ñåïàðàáåëíèòå ïðîñòðàíñòâà, îò òîâà ñëåäâà, ÷å òåçè àñèìïòîòè÷-
íî `1 ïðîñòðàíñòâà ñúäúðæàò ðàâíîìåðíî âñè÷êè êðàéíîìåðíè ïðîñòðàíñòâà,
ò.å. òÿõíàòà ëîêàëíà ñòðóêòóðà å ìàêñèìàëíî áîãàòà.

Êàòî ñëåäâàìå ìîäèôèêàöèÿòà íà Äæîíñúí TM , íèå âúâåæäàìå â 5 ([42])
ìîäèôèöèðàíè ñìåñåíè öèðåëñîíîâè ïðîñòðàíñòâà. Ãîðíàòà òåîðåìà ïîêàçâà,
çà ðàçëèêà îò ñëó÷àÿ íà T è TM , ïðè îïðåäåëåíî ïîâåäåíèå íà êîåôèöèåíòèòå,
ñìåñåíèòå è ìîäèôèöèðàíèòå ñìåñåíè öèðåëñîíîâè ïðîñòðàíñòâà ñà íàïúëíî
íåñðàâíèìè. Ñ äðóãè äóìè òå íå ñàìî íå ñà èçîìîðôíè, íî è íèêîå ïîäïðîñ-
òðàíñòâî íà ïúðâèòå íå å èçîìîðôíî íà ïîäïðîñòðàíñòâî íà âòîðèòå. Òàêà
ìîäèôèöèðàíèòå ïðîñòðàíñòâà ïðåäñòàâëÿâàò íîâ êëàñ ñ ïî-ñèëíî àñèìïòî-
òè÷íî `1 ñâîéñòâî.

Äåôèíèöèÿ. Åäíî áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî ñ áàçèñ (ei) (èëè ñàìèÿò áàçèñ
(ei)) ñå íàðè÷à ñèëíî àñèìïòîòè÷íî `p, àêî ñúùåñòâóâà êîíñòàíòà C <∞ òàêà-
âà, ÷å âñÿêà íîðìèðàíà ðåäèöà (xi)

n
i=1 îò åëåìåíòè îò [(ei)

∞
i=n], ÷èèòî íîñèòåëè

ñà âçàèìíî íåïðåñè÷àùè ñå, å C-åêâèâàëåíòíà íà ñòàíäàðòíèÿ áàçèñ íà `np .
Êàòî èçïîëçâàìå ìîäèôèöèðàíèòå ïðîñòðàíñòâà, â ñòàòèÿ 7 ([44], íå å

âêëþ÷åíà çà ä.ì.í.) íèå äàâàìå íîâè ïðèìåðè íà ñëàáî-õèëáåðòîâè ïðîñòðàí-
ñòâà (êëàñ îò ïðîñòðàíñòâà, äåôèíèðàí îò Ïèçèå).

Â ñêîðîøíà ñòàòèÿ Â. Ôåðåíöè è Ê. Ðîçåíäàë èçïîëçâàò íàøèòå ìîäè-
ôèöèðàíè ïðîñòðàíñòâà, çà äà êîíñòðóèðàò íåîáõîäèìè ïðèìåðè çà òÿõíîòî
ñèëíî ðàçøèðåíèå íà ÷àñòè÷íàòà êëàñèôèêàöèÿ íà áàíàõîâèòå ïðîñòðàíñòâà,
äàäåíà îò Ãàóúðñ.

Ïîíÿòèåòî çà ìèíèìàëíî ïðîñòðàíñòâî å âúâåäåíî îò Õ. Ðîçåíòàë. Åäíî
áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî X ñå íàðè÷à ìèíèìàëíî, àêî âñÿêî íåãîâî áåçêðàéíî-
ìåðíî ïîäïðîñòðàíñòâî Y ñúäúðæà ïîäïðîñòðàíñòâî Z, êàòî Z å èçîìîðôíî
íà X. Äúëãî âðåìå åäèíñòâåíèòå èçâåñòíè ìèíèìàëíè ïðîñòðàíñòâà ñà áèëè
c0, `p, 1 ≤ p < ∞, ñúùî òàêà ïúðâîíà÷àëíîòî ïðîñòðàíñòâî íà Öèðåëñîí T ∗

(ðåçóëòàò íà Êàçàçà, Äæîíñúí è Öàôðèðè), êàêòî è âñè÷êè òåõíè áåçêðàé-
íîìåðíè ïîäïðîñòðàíñòâà. Øëóìïðåõò ïîêàçâà, ÷å íåãîâîòî ïðîñòðàíñòâî S å
äîïúëíÿåìî ìèíèìàëíî. S å ðåôëåêñèâíî, íî íå å ñóïåððåôëåêñèâíî. Â ïóáëè-
êàöèÿ 4 ([39]) íèå äîêàçâàìå, ÷å ñúùåñòâóâàò ñóïåððåôëåêñèâíè äîïúëíÿåìî
ìèíèìàëíè ïðîñòðàíñòâà, íå ñúäúðæàùè `p, 1 ≤ p <∞. Çàðàäè íàëè÷èåòî íà
`n∞ â S, êîåòî ñïîìåíàõìå ïî-ãîðå, íå å âúçìîæíî äà ñå ïîëó÷è ñóïåððåôëåêñè-
âåí âàðèàíò íà S ñ îáèêíîâåíà êîíâåêñèôèêàöèÿ è çàòîâà â äîêàçàòåëñòâîòî
íà òàçè òåîðåìà èçïîëçâàìå ìåòîäà íà êîìïëåêñàíàòà èíòåðïîëàöèÿ. Ïîíÿòè-
åòî çà ìèíèìàëíîñò ñòàâà öåíòðàëíî, ñëåä êàòî Ò. Ãàóúðñ ãî âêëþ÷âà â ñâîÿòà
÷àñòè÷íà êëàñèôèêàöèÿ íà áàíàõîâèòå ïðîñòðàíñòâà. Êàêòî îòáåëÿçâà Áîëî-
áàø [B] â îáçîðà ñè âúðõó ðåçóëòàòèòå íà Ãàóúðñ, ñëåäâàùî íàïðàâëåíèå áè
áèëî äà ñå êëàñèôèöèðàò ñàìèòå ìèíèìàëíè ïðîñòðàíñòâà. Ñòàòèÿòà 4 ([39])
å öèòèðàíà îò Áîëîáàø.

Â ïóáëèêàöèÿ 15 ([57]) äîêàçâàìå ñëåäíèÿ ðåçóëòàò çà ìèíèìàëíè ïðîñò-
ðàíñòâà.

Òåîðåìà. Íåêà X å áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî ñúñ ñèëíî àñèìïòîòè÷åí `p
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áàçèñ, 1 ≤ p <∞. Àêî X å ìèíèìàëíî, òî X å èçîìîðôíî íà ïîäïðîñòðàíñòâî
íà `p.

Â ñòàòèÿ 13 ([54]) âúáåæäàìå àñèìïòîòè÷íî ñèìåòðè÷íè ïðîñòðàíñòâà. Ïî-
íÿòèåòî å ìîòèâèðàíî îò èçñëåäâàíèÿ íà íåêîìóòàòèâíèòå Lp ïðîñòðàíñòâà.
Íèå ïîêàçâàìå, ÷å ñúùåñòâóâàò ðåôëåêñèâíè ïðîñòðàíñòâà, çà êîèòî âñè÷êè
ñïðåäèíã ìîäåëè ñà ðàâíîìåðíî ñèìåòðè÷íè (äîðè ðàâíîìåðíî åêâèâàëåíòíè
íà ñòàíäàðòíèÿ áàçèñ íà `p, 1 < p <∞), íî ïðîñòðàíñòâàòà íå ñà àñèìïòîòè÷-
íî ñèìåòðè÷íè. Êîãàòî p = 1 èëè p = ∞, ïîëó÷àâàìå ÷àñòè÷íè ïîëîæèòåëíè
ðåçóëòàòè, ò.å. çà åäíî ïðîñòðàíñòâî å åêâèâàëåíòíî âñè÷êè ñïðåäèíã ìîäåëè
äà ñà ðàâíîìåðíî `1 (èëè `∞) è äà å â ñèëà íÿêàêúâ âàðèàíò íà àñèìïòîòè÷íà
ñèìåòðè÷íîñò. Çà ðàçãðàíè÷àâàíåòî íà ðàçëè÷íè âàðèàíòè íà òîâà ïîíÿòèå,
íèå äîêàçâàìå, ÷å ïðîñòðàíñòâîòî íà Öàôðèðè Y ñúäúðæà ðàâíîìåðíî `n∞.
Êîíñòðóêöèÿòà íà `n∞ â Y å îò òèïà �ÿðäñòèê�, íî äîêàçàòåëñòâîòî å ïî íåîá-
õîäèìîñò ðàçëè÷íî îò òîâà çà øëóìïðåõòîâîòî ïðîñòðàíñòâî ïîðàäè ðàçëè÷-
íîòî ïîâåäåíèå íà êîåôèöèåíòèòå, êîåòî âîäè äî ðàçëè÷íà ãåîìåòðèÿ íà S è
Y .

Â ñúùàòà ïóáëèêàöèÿ äàâàìå äîñòàòú÷íî óñëîâèå çà ñúùåñòâóâàíåòî íà
àñèìïòîòè÷íî `p áàçèñíè ðåäèöè â òåðìèíèòå íà ïîíÿòèåòî çà àñèìïòîòè÷íà
ñòðóêòóðà íà áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî, âúâåäåíî îò Ìîðå, Ìèëìàí è Òîì÷àê-
Åãåðìàí. Êàòî ñëåäñòâèå íà ïîñëåäíèÿ ðåçóëòàò ïîëó÷àâàìå, ÷å ïðîñòðàíñò-
âîòî íà Öàôðèðè Y (çà ðàçëèêà îò S) íå å ìèíèìàëíî.

Â ÷àñòè÷íàòà ñè êëàñèôèêàöèÿ íà áàíàõîâèòå ïðîñòðàíñòâà Ãàóúðñ äåôè-
íèðà è ïîíÿòèåòî êâàçè-ìèíèìàëíî ïðîñòðàíñòâî. Åäíî ïðîñòðàíñòâî å êâàçè-
ìèíèìàëíî, àêî âñåêè äâå íåãîâè áåçêðàéíîìåðíè ïîäïðîñòðàíñòâà ñúäúðæàò
ïîäïðîñòðàíñòâà, êîèòî ñà èçîìîðôíè ïîìåæäó ñè. Â ïóáëèêàöèè 16 ([58]) è
20 ([62]) èçïîëçâàìå ìîäèôèöèðàíèòå ñìåñåíè öèðåëñîíîâè ïðîñòðàíñòâà çà
ïîñòðîÿâàíå íà íîâè ïðèìåðè íà êâàçè-ìèíèìàëíè ïðîñòðàíñòâà. Ïðîñòðàíñ-
òâàòà â 16 ([58]) ïðèòåæàâàò è ïî-ñèëíî ñâîéñòâî, ïî-òî÷íî òå ñà ïîäðåäè÷íî
ìèíèìàëíè. Òåçè ðåçóëòàòè ñà ïîëó÷åíè ñëåä ïðèäîáèâàíå íà ñòåïåíòà ä.ì.í.

Ïóáëèêàöèÿ 6 ([43]) ïðåäñòàâëÿâà êðàòêî ïðèëîæåíèå íà ïðîñòðàíñòâîòî
íà Ãàóúðñ-Ìîðå GM ; ðåçóëòàòúò å çàáåëåæêà îò íÿêîëêî ðåäà, êîÿòî äàâà
îòãîâîð íà âúïðîñ îò 1968 ãîäèíà. Ðåäúðôîðä ïîñòàâÿ âúïðîñà äàëè âñÿêî ñå-
ïàðàáåëíî áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî ïðèòåæàâà øàóäåðîâî ðàçëàãàíå. Ïî-êúñíî
òîçè âúïðîñ å öèòèðàí â êíèãàòà íà È. Çèíãåð [Si] êàòî âúïðîñ 15.1. Êàòî
êîìáèíèðàìå êîíñòðóêöèÿòà íà Ãàóúðñ-Ìîðå çà íàñëåäñòâåíî íåðàçëîæèìî
ïðîñòðàíñòâî ñ êîíñòðóêöèÿ îò òèï Åíôëî íà ïðîñòðàíñòâî áåç îïðåäåëåí
âèä àïðîêñèìàöèîííè ñâîéñòâà, íèå ïîëó÷àâàìå, ÷å ñúùåñòâóâà ñåïàðàáåëíî
áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî X (âñúùíîñò, X å ïîäïðîñòðàíñòâî íà ïðîñòðàíñòâî-
òî íà Ãàóúðñ-Ìîðå), êîåòî íå ïðèòåæàâà øàóäåðîâî ðàçëàãàíå. Ðåçóëòàòúò å
èçïîëçâàí ïî-êúñíî îò Àðãèðîñ è Äîäîñ, à ñúùî òàêà å öèòèðàí â Íàðú÷íèêà
ïî ãåîìåòðèÿ íà áàíàõîâèòå ïðîñòðàíñòâà.

×àñò II. Ãåîìåòðè÷íè ñâîéñòâà è ïðèëîæåíèÿ â íåëèíåéíèÿ àíàëèç

Ïóáëèêàöèèòå ñ íîìåðà 1, 2, 3, 22 è 24 îò ñïèñúêà çà ó÷àñòèå â êîíêóðñà
èçó÷àâàò ãåîìåòðè÷íè ñâîéñòâà íà èçïúêíàëîñò è ãëàäêîñò íà áàíàõîâè ïðîñ-
òðàíñòâà. Ñòàòèè 1, 2 è 3 áÿõà âêëþ÷åíè â äîêóìåíòèòå çà äîöåíò (ñò.í.ñ. II
ñòåïåí) è çà ä.ì.í.; ñòàòèè 22 è 24 ñà ïèñàíè ñëåä ïîëó÷àâàíå íà ñòåïåíòà
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ä.ì.í.
Ìåæäó ðåôëåêñèâíèòå ïðîñòðàíñòâà íàé-äîáðè ñâîéñòâà èìà ïîäêëàñúò íà

ñóïåððåôëåêñèâíèòå ïðîñòðàíñòâà. Áëàãîäàðåíèå íà äúëáîê ðåçóëòàò íà Åí-
ôëî, òå ñå õàðàêòåðèçèðàò êàòî ïðîñòðàíñòâàòà, êîèòî äîïóñêàò åêâèâàëåíòíà
ðàâíîìåðíî èçïúêíàëà íîðìà, à ñúùî òàêà è åêâèâàëåíòíà ðàâíîìåðíà ãëàäêà
íîðìà. Çà äâå ñâîéñòâà íà áàíàõîâè ïðîñòðàíñòâà ùå êàçâàìå, ÷å ñà èçîìåò-
ðè÷íî ðàçëè÷íè, àêî òå íå ñúâïàäàò çà êîíêðåòíàòà íîðìà. Ìíîãî ïî-ñèëíî
ðàçãðàíè÷åíèå å äà íå ñúâïàäàò è çà ïðîèçâîëíà åêâèâàëåíòíà íîðìà, ò.å. äà
áúäàò èçîìîðôíî ðàçëè÷íè.

B òàçè òåìàòèêà ñå ðàçãëåæäàò è äðóãè ñâîéñòâà íà èçïúêíàëîñò, êîè-
òî ñà ìåæäó ñóïåððåôëåêñèâíîñò è ðåôëåêñèâíîñò. Õúô äåôèíèðà ïîíÿòèåòî
çà ïî÷òè ðàâíîìåðíà èçïúêíàëîñò (NUC) è äîêàçâà, ÷å íîðìàòà íà åäíî áà-
íàõîâî ïðîñòðàíñòâî å NUC òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî ïðîñòðàíñòâîòî å
ðåôëåêñèâíî è íîðìàòà èìà ðàâíîìåðíîòî ñâîéñòâî íà Êàäåö-Êëè (UKK).
Ñâîéñòâà, ñðîäíè ïî äóõ íà ïî÷òè ðàâíîìåðíàòà èçïúêíàëîñò è íà ïî÷òè ðàâ-
íîìåðíàòà ãëàäêîñò (NUS) (âèæ. Ïðóñ [P]), íî â ïî-øèðîê êëàñ, îáõâàùàù
è íåðåôëåêñèâíè ïðîñòðàíñòâà, ñà áèëè ðàçãëåæäàíè îò Â. Ìèëìàí, à íàñêî-
ðî è îò Äæîíñúí, Ëèíäåíùðàóñ, Ïðàéñ è Øåõìàí è ñà íàðå÷åíè ñúîòâåòíî
àñèìïòîòè÷íà ðàâíîìåðíà èçïúêíàëîñò è àñèìïòîòè÷íà ðàâíîìåðíà ãëàäêîñò.

Íåêà X å áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî ñúñ çàòâîðåíî åäèíè÷íî êúëáî B. Êàïêà-
òà, îïðåäåëåíà îò x ∈ X \ B è B ñå äåôèíèðà êàòî D(x,B) = conv({x} ∪ B).
Ñ. Ðîëåâè÷ âúâåæäà ñâîéñòâîòî íà êàïêàòà çà íîðìàòà (ò.å. çà çàòâîðåíî-
òî åäèíè÷íî êúëáî B) íà áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî. Ìîíòåñèíîñ õàðàêòåðèçè-
ðà èçîìåòðè÷íî ñâîéñòâîòî íà êàïêàòà êàòî ðåôëåêñèâíîñò è ñâîéñòâîòî íà
Êàäåö-Êëè. Â ñòàòèÿ 2 ([17]) íèå îáîáùàâàìå ñâîéñòâîòî íà êàïêàòà îò ñëó-
÷àÿ íà åäèíè÷íîòî êúëáî çà ïðîèçâîëíî çàòâîðåíî èçïúêíàëî ìíîæåñòâî C,
ò.å. C èìà ñâîéñòâîòî íà êàïêàòà, àêî çà âñÿêî íåïðàçíî çàòâîðåíî ìíîæåñòâî
A, A∩C = ∅, ñúùåñòâóâà a ∈ A òàêà, ÷å D(a,C)∩A = {a}. Íèå ïîêàçâàìå, ÷å
àêî C èìà ñâîéñòâîòî íà êàïêàòà, òî C å èëè äîñòà ìàëêî, èëè äîñòà ãîëÿìî.

Òåîðåìà. Íåêà C å çàòâîðåíî èçïúêíàëî ìíîæåñòâî â áàíàõîâî ïðîñòðàí-
ñòâî X. Àêî C ïðèòåæàâà ñâîéñòâîòî íà êàïêàòà, òî C å èëè êîìïàêòíî â
íîðìèðàíàòà òîïîëîãèÿ, èëè èìà íåïðàçíà âúòðåøíîñò.

Ñâîéñòâîòî íà êàïêàòà å ñâúðçàíî ñ âúïðîñà çà äîáðà ïîñòàâåíîñò íà îïòè-
ìèçàöèîííè çàäà÷è è Ðîëåâè÷ âêëþ÷è ãîðíèÿ íè ñúâìåñòåí ðåçóëòàò â ñâîÿòà
êíèãà ñ Ïàëàøêå ïî îïòèìèçàöèè [PR].

Ñ. Ðîëåâè÷ äåôèíèðà ñúùî òàêà è ñâîéñòâîòî (β) [R] è äîêàçâà, ÷å ðàâíî-
ìåðíàòà èçïúêíàëîñò âëå÷å (β), à îò ñâîÿ ñòðàíà (β) âëå÷åNUC. Òîé îïðåäåëÿ
ñâîéñòâîòî (β) çà áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî X ïî ñëåäíèÿ íà÷èí: çà âñÿêî ε > 0
ñúùåñòâóâà δ > 0 òàêà, ÷å îò 1 < ‖x‖ < 1 + δ ñëåäâà α(R(x,B)) < ε, êúäåòî α
îçíà÷àâà ìÿðêàòà çà íåêîìïàêòíîñò íà Êóðàòîâñêè.

Â ïóáëèêàöèÿ 1 ([16]) íèå ïîëó÷àâàìå èçîìîðôíà õàðàêòåðèçàöèÿ íà ñâîéñ-
òâîòî (β), îòêúäåòî â ÷àñòíîñò ñëåäâà, ÷å ñâîéñòâîòî (β) å èçîìîôðíî ðàçëè÷-
íî îò ðàâíîìåðíàòà èçïúêíàëîñò è îò NUC, êîåòî äàâà îòãîâîð íà âúïðîñ íà
Ðîëåâè÷. Çà öåëòà èçïîëçâàìå èäåÿ íà Ñ. Ïðóñ [P] çà èçîìîôíà õàðàêòåðè-
çàöèÿ íà ïî÷òè ðàâíîìåðíàòà èçïúêíàëîñò (NUC) è çà ïî÷òè ðàâíîìåðíàòà
ãëàäêîñò (NUS) çà ïðîñòðàíñòâà ñ áàçèñ â òåðìèíèòå íà êðàéíîìåðíè ðàçëà-
ãàíèÿ (FDD) ñ (p, q)-îöåíêè. Ïî-òî÷íî, íèå äîêàçâàìå:

Òåîðåìà. Íåêà X å áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî ñ áàçèñ (en). Òîãàâà ñëåäíèòå
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òâúðäåíèÿ ñà åêâèâàëåíòíè:
(i) X ïðèòåæàâà åêâèâàëåíòíà íîðìà ñúñ ñâîéñòâîòî (β).
(ii) Ñúùåñòâóâàò êîíñòàíòè p ≥ q > 1, C, c > 0 òàêèâà, ÷å âñÿêà áàçèñíà

ðåäèöà (xn) â X ïðèòåæàâà ãðóïèðàíå â ðåäèöà îò êðàéíîìåðíè ïîäïðîñòðàí-
ñòâà (Xn), êîåòî óäîâëåòâîðÿâà (p, q)-îöåíêè ñ êîíñòàíòè c, C.

(iii)X ïðèòåæàâà åêâèâàëåíòíà íîðìà, êîÿòà å åäíîâðåìåííîNUS èNUC.
Â ñòàòèÿ 3 ([20]) ñúùî òàêà âúâåæäàìå äâå íîâè ïîñëåäîâàòåëíîñòè îò

ñâîéñòâà çà èçïúêíàëîñò ìåæäó (β) è NUC, ïî-òî÷íî k-β, k ≥ 1 è k-NUC,
k ≥ 2. Äà îòáåëåæèì, ÷å 1-β ñúâïàäà ñúñ ñâîéñòâîòî (β). Çà íÿêîè ñòîéíîñòè
íà k ≥ 2 òåçè ñâîéñòâà ñà íå ñàìî èçîìåòðè÷íî, íî è èçîìîðôíî ðàçëè÷íè îò
ñâîéñòâàòà (β) è NUC.

Ïðè ðàáîòàòà ñúñ ñâîéñòâîòî (β) íèå ñè ñëóæèì ñ åêâèâàëåíòíà äåôèíè-
öèÿ, èçâåäåíà â ïóáëèêàöèÿ 3 ([20]).

Òåîðåìà. Áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî X èìà ñâîéñòâîòî (β) òîãàâà è ñàìî
òîãàâà, êîãàòî çà âñÿêî ε > 0 ñúùåñòâóâà δ, 0 < δ < 1 òàêà, ÷å çà âñÿêî
x ∈ B è âñÿêà ε-ðàçäåëåíà ðåäèöà (xn) ⊂ B, ñúùåñòâóâà èíäåêñ i, çà êîéòî
‖x+ xi‖/2 ≤ 1− δ.

Òàçè åêâèâàëåíòíà ôîðìóëèðîâêà áå èçïîëçâàíà è ñå îêàçà ñúùåñòâåíà çà
ðåçóëòàòà íà Ëèìà è Ðàíäðèàíàðèâîíè [LR] îò 2012 ã., â êîéòî òå äàâàò ðåøå-
íèå íà 10-ãîäèøåí âúïðîñ íà Áåéòñ, Äæîíñúí, Ëèíäåíùðàóñ, Ïðàéñ èØåõìàí
[BJLPS]. Ëèìà è Ðàíäðèàíàðèâîíè äîêàçâàò, ÷å àêî åäíî áàíàõîâî ïðîñòðàíñ-
òâî å ðàâíîìåðíî (ìåòðè÷íî, íå íåïðåìåííî ëèíåéíî) ôàêòîðïðîñòðàíñòâî íà
`p çà 1 < p < 2, òî ïðîñòðàíñòâîòî å âñúùíîñò ëèíåéíî èçîìîðôíî íà ëèíåéíî
ôàêòîðïðîñòðàíñòâî íà `p. Çà îñòàíàëèòå ñòîéíîñòè íà ïàðàìåòúðà àíàëîãè-
÷åí ðåçóëòàò áåøå èçâåñòåí îò ðåçóëòàòè íà Äæîíñúí, Ëèíäåíùðàóñ, Ïðàéñ è
Øåõìàí; à ñ äðóãà òåõíèêà (èçïúêíàëîñò ïî Ìàðêîâ) è îò ðåçóëòàò íà Ìåíäåë
è Íàîð. Íåêà äà îòáåëåæèì, ÷å â ïîñëåäíèòå ãîäèíè íåëèíåéíàòà (ìåòðè÷íà)
òåîðèÿ ñå ðàçâèâà ìíîãî èíòåíçèâíî, îñîáåíî â òðóäîâå íà À. Íàîð.

Â ñòàòèÿ 24 ([66], ñëåä ä.ì.í.) íèå ïîêàçâàìå, ÷å àêî åäíî áàíàõîâî ïðîñò-
ðàíñòâî Y å ðàâíîìåðíî (íåëèíåéíî) ôàêòîðïðîñòðàíñòâî íà áàíàõîâî ïðîñ-
òðàíñòâî X, òî ìîäóëúò β íà ïðîñòðàíñòâîòî X (áàçèðàí äà åêâèâàëåíòíàòà
äåôèíèöèÿ îò 3 ([20])) ñå îöåíÿâà îòãîðå (ñ òî÷íîñò äî êîíñòàíòà) îò ìîäóëà
íà àñèìïòîòè÷íà ðàâíîìåðíà ãëàäêîñò íà ïðîñòðàíñòâîòî Y . Òàçè îöåíêà å â
èçâåñòåí ñìèñúë îïòèìàëíà.

Íàñêîðî Ðåâàëñêè è Æèâêîâ [RZ] ðàçãëåæäàò ïîíÿòèåòî êîìïàêòíà ðàâ-
íîìåðíà èçïúêíàëîñò âúâ âðúçêà ñ âúïðîñè çà ìåòðè÷åñêè ïðîåêöèè. Â ïóá-
ëèêàöèÿ 22 ([64], ñëåä ä.ì.í.) íèå ïîêàçâàìå, ÷å êîìïàêòíàòà ðàâíîìåðíà èç-
ïúêíàëîñò âñúùíîñò ñúâïàäà èçîìåòðè÷íî ñúñ ñâîéñòâîòî (β) íà Ðîëåâè÷.

×àñò III. Ãðèäè áàçèñè è àëãîðèòìè

Ïóáëèêàöèèòå 9, 10, 11, 12, 14, 17, 21 è 23 â íîìåðàöèÿ ñïîðåä ñïèñúêà çà
êîíêóðñà (îò êîèòî ïîñëåäíèòå ÷åòèðè íå ñà âêëþ÷âàíè çà ä.ì.í.) ðàçãëåæäàò
ãðèäè áàçèñè è ãðèäè àëãîðèòìè. Òå ñà îáóñëîâåíè îò âçàèìîäåéñòâèåòî ìåæ-
äó òåîðèÿòà íà àïðîêñèìàöèèòå è òåîðèÿòà íà áàíàõîâèòå ïðîñòðàíñòâà. Íèå
ïðèëàãàìå ìåòîäè îò ôóíêöèîíàëíèÿ àíàëèç çà èçó÷àâàíå íà ïîíÿòèÿ, êîèòî
èäâàò îò ãðèäè àïðîêñèìàöèèòå, ìîòèâèðàíè îò çàäà÷è çà ïðåíîñ è âúçñòà-
íîâÿâàíå íà ñèãíàëè. Íÿêîè ðåçóëòàòè, êàòî òåîðåìè çà ñõîäèìîñò íà ãðèäè
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àëãîðèòìè, ñà íàñî÷åíè êúì ïðèëîæåíèÿòà; à äðóãè èìàò ñàìîñòîÿòåëíî çíà-
÷åíèå â òåîðèÿòà íà áàíàõîâèòå ïðîñòðàíñòâà.

Â ñëó÷àÿ íà íåëèíåéíà àïðîêñèìàöèÿ, åäèí åëåìåíò íå ñå ïðèáëèæàâà ñ
âåêòîðè îò ôèêñèðàíî ëèíåéíî ïîäïðîñòðàíñòâî, à ñ âåêòîðè îò ìíîæåñòâî,
êîåòî ìîæå äà çàâèñè îò ïðèáëèæàâàíèÿ åëåìåíò. Èñòîðè÷åñêè, íàé-íàïðåä
å ðàçãëåæäàí âúïðîñúò çà ïðèáëèæàâàíå íà äàäåí åëåìåíò ñ ëèíåéíè êîìáè-
íàöèè íà n åëåìåíòà îò ôèêñèðàí áàçèñ íà ïðîñòðàíñòâîòî. Ïî-êúñíî, âìåñòî
áàçèñ ñå ðàçãëåæäàò ïî-îáùè ìíîæåñòâà îò åëåìåíòè, íàïðèìåð ðå÷íèöè. Òå-
çè ñèñòåìè ñà îáèêíîâåíî ñ èçëèøúê (ò.å. ïðåäñòàâÿíåòî íà åëåìåíòèòå ÷ðåç
òÿõ íå å åäíîçíà÷íî) è òîâà å îáóñëîâåíî îò ïðàêòèêàòà, çà äà íå ñå ãóáè
èíôîðìàöèÿ ïðè ïðåäàâàíå íà ñèãíàëè.

Â ïóáëèêàöèÿ 10 ([50]) íèå äîêàçâàìå òâúðäåíèÿ çà ñõîäèìîñò íà ðàçëè÷íè
àëãîðèòìè â áàíàõîâè ïðîñòðàíñòâà ñïðàìî îáùè ðå÷íèöè. Îñíîâíèÿò ðåçóë-
òàò â òàçè ñòàòèÿ å çà ñëàáèÿ ÷åáèøåâ ãðèäè àëãîðèòúì (WCGA). Äà ïîÿñíèì,
÷å òåðìèíúò �ñëàá� íå ñå îòíàñÿ äî ñëàáàòà òîïîëîãèÿ, à èäâà îò ïàðàìåòúð
(èëè ïî-îáùî ðåäèöà îò ïàðàìåòðè) íà ñëàáîñò, êîéòî ñå èçïîëçâà â ïðîöåñà
íà èçáîð íà àïðîêñèìèðàùèòå åëåìåíòè.

Ïðè îáîáùàâàíå íà ðåçóëòàòè çà ñõîäèìîñò íà ãðèäè àëãîðèòìè îò ñëó÷àÿ
íà õèëáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî çà ñëó÷àÿ íà áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî, îáèêíîâåíî
ñå èçèñêâà óñëîâèåòî íîðìàòà äà å ðàâíîìåðíî ãëàäêà (ðàâíîìåðíî Ôðåøå),
êîåòî îçíà÷àâà, ÷å ïðîñòðàíñòâîòî å ñóïåððåôëåêñèâíî. Çà WCGA ìîæåì äà
èçëåçåì èçâúí êëàñà íà ñóïåððåôëåêòèâíèòå ïðîñòðàíñòâà.

Ïðåäëîæåíèå. Íåêà X å ðåôëåêñèâíî áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî, ÷èÿòî íîð-
ìà èìà ñâîéñòâî íà Êàäåö-Êëè è å ãëàäêà ïî Ôðåøå. Òîãàâà WGCA å ñõîäÿù
çà âñåêè ðå÷íèê D è çà âñåêè åëåìåíò f ∈ X.

Êàòî èçïîëçâàìå èçâåñòíè ðåçóëòàòè çà ïðåíîðìèðàíå íà áàíàõîâè ïðîñò-
ðàíñòâà, ïîëó÷àâàìå:

Òåîðåìà. Íåêà X å ñåïàðàáåëíî ðåôëåêñèâíî áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî. Òî-
ãàâà çà âñÿêî ε > 0 ñúùåñòâóâà (1 + ε)-åêâèâàëåíòíà íîðìà íà X, çà êîÿòî
WCGA å ñõîäÿù çà âñåêè ðå÷íèê D è âñÿêî f ∈ X.

Â ïóáëèêàöèÿ 14 ([56], íå å âêëþ÷âàíà çà ä.ì.í.) íèå äîêàçâàìå ñõîäèìîñò
íà ñëàáèÿ ÷åáèøåâ ãðèäè àëãîðèòúì çà øèðîê êëàñ îò ðåàëíè è êîìïëåêñíè
áàíàõîâè ïðîñòðàíñòâà è ðå÷íèöè, â ÷àñòíîñò çà ïðîñòðàíñòâàòà íà Áåðãìàí.

Â ñòàòèÿ 17 ([59], íå å âêëþ÷âàíà çà ä.ì.í.) âúâåæäàìå íîâî ãåîìåòðè÷íî
ñâîéñòâî íà íîðìàòà (ñëàáî íóëåâî ñâîéñòâî) è ïîêàçâàìå ñëàáà ñõîäèìîñò çà
îáùè ðå÷íèöè íà òàêà íàðå÷åíèÿ X-ãðèäè àëãîðèòúì â ðàâíîìåðíî ãëàäêè
áàíàõîâè ïðîñòðàíñòâà ñ òîâà ñâîéñòâî.

Ñòàòèè 11 ([52]) è 12([53]) ñà ïîñâåòåíè íà êâàçè-ãðèäè áàçèñè è ðàçëè÷íè
òåõíè âàðèàíòè â áàíàõîâè ïðîñòðàíñòâà. Òàçè òåìàòèêà âîäè íà÷àëîòî ñè îò
ñòàòèÿòà íà Ñ. Êîíÿãèí è Â. Òåìëÿêîâ [KT].

Çà x ∈ X äåôèíèðàìå ãðèäè íàðåäáà çà x êàòî èçîáðàæåíèåòî ρ : N → N
òàêîâà, ÷å ρ(N) ⊃ {j : e∗j (x) 6= 0} è àêî j < k òî èëè |e∗ρ(j)(x)| > |e∗ρ(k)(x)|
èëè |e∗ρ(j)(x)| = |e∗ρ(k)(x)| è ρ(j) < ρ(k). Òîãàâà ãðèäè àïðîêñèìàöèÿ íà x ñ m

åëåìåíòà ñå äåôèíèðà êàòî

Gm(x) =
m∑
j=1

e∗ρ(j)(x)eρ(j).
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Íèå âúâåæäàìå ãðèäè íàðåäáàòà çà óäîáñòâî, çà äà èçáåãíåì íååäíîçíà÷-
íîñò íà îçíà÷åíèåòî.

Êîíÿãèí è Òåìëÿêîâ íàðè÷àò åäèí áàçèñ ãðèäè, àêî ãðèäè àïðîêñèìàöèÿòà
Gm(x) ïî ñúùåñòâî äàâà íàé-äîáðîòî ïðèáëèæåíèå ñ m åëåìåíòà. Áàçèñúò
(en) ñå íàðè÷à êâàçè-ãðèäè, àêî ñúùåñòâóâà C òàêà, ÷å ‖Gm(x)‖ ≤ C‖x‖ çà
âñÿêî x ∈ X è âñÿêî åñòåñòâåíî m. Âîéòàø÷èê [W] ïîêàçâà, ÷å êâàçè-ãðèäè å
åêâèâàëåíòíî íà ñõîäèìîñò limGm(x) = x çà âñÿêî x.

Âñåêè áåçóñëîâåí áàçèñ å êâàçè-ãðèäè, íî îáðàòíîòî íå å âÿðíî. Ïî òî-
çè íà÷èí, êâàçè-ãðèäè áàçèñèòå è òåõíèòå âàðèàöèè ñà åñòåñòâåíî îáîáùåíèå
íà ôóíäàìåíòàëíîòî ïîíÿòèå çà áåçóñëîâíîñò. Ñâîéñòâî îò ïîäîáåí õàðàêòåð
å áèëî âúâåäåíî îò Åëòîí ïðåç 1978 ã. â íåãîâàòà äèñåðòàöèÿ ïî áàíàõîâè
ïðîñòðàíñòâà îò ÷èñòî òåîðåòè÷íà ãëåäíà òî÷êà. Èñòèíñêîòî ðàçâèòèå íà òà-
çè òåìàòèêà çàïî÷âà ñëåä êàòî òåîðèÿòà íà àïðîêñèìàöèèòå ìîòèâèðà òàêèâà
ñâîéñòâà.

Â ïóáëèêàöèÿ 11 ([52]) íèå âúâåæäàìå è õàðàêòåðèçèðàìå íÿêîè ìåæäèí-
íè ãðèäè ñâîéñòâà íà áàçèñíè ðåäèöè. Îñíîâíèÿò âúïðîñ, ðàçãëåäàí â ñòàòè-
ÿòà, å êîãà íÿêîå îò òåçè ãðèäè ñâîéñòâà íà åäèí áàçèñ (en) â X ñå ïðåíàñÿò
âúðõó äóàëíàòà (áèîðòîãîíàëíà) ðåäèöà (e∗n) â X∗. Çà äà èçáåãíåì òåõíè÷åñ-
êèòå äîñòàòú÷íè óñëîâèÿ, ùå ïðèâåäåì ñàìî íÿêîè ñëåäñòâèÿ â òåðìèíèòå íà
øèðîêî èçâåñòíè ïîíÿòèÿ.

Òåîðåìà. Íåêà (en) å ãðèäè áàçèñ íà áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî X ñ íåòðè-
âèàëåí òèï. Òîãàâà (e∗n) å ãðèäè áàçèñ íà X∗.

Òåîðåìà. Íåêà X å áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî ñ íåòðèâèàëåí òèï. Àêî (en) å
ïî÷òè ãðèäè áàçèñ íà X, òî (e∗n) å ïî÷òè ãðèäè áàçèñíà ðåäèöà â X∗.

Ñúùî òàêà, íèå äàâàìå ïîäõîäÿùè ïðèìåðè, êîèòî ïîêàçâàò, ÷å äîñòàòú÷-
íèòå óñëîâèÿ ñà ñúùåñòâåíè. Åäèíèÿò îò ïðèìåðèòå èçïîëçâà öèðåëñîíîâîòî
ïðîñòðàíñòâî.

Â. Òåìëÿêîâ âêëþ÷è äâåòå ñúâìåñòíè ñ íåãî ñòàòèè 10 ([50]) è 11 ([52])
â äîêëàäà ñè íà ñâåòîâíèÿ êîíãðåñ ICM 2006 [T] âúðõó ãðèäè àïðîêñèìàöèè
ñïðÿìî áàçèñè.

Â ïóáëèêàöèÿ 12 ([53]) èçó÷àâàìå âúïðîñà çà ñúùåñòâóâàíå íà áàçèñè èëè
áàçèñíè ðåäèöè ñ íÿêîå ñâîéñòâî îò ðîäà íà êâàçè-ãðèäè. Îò ðåçóëòàò íà À.
Ïåë÷èíñêè å èçâåñòíî, ÷å L1[0, 1] íå ïðèòåæàâà áåçóñëîâåí áàçèñ. Ñúùî òàêà, â
9 ([49]) íèå îòáåëÿçâàìå, ÷å áàçèñúò íà Õàð íå å êâàçè-ãðèäè áàçèñ çà L1[0, 1].
Íèå äîêàçâàìå, ÷å íÿêîè ëàêóíàðíè ïîäðåäèöè íà Õàð ñà êâàçè-ãðèäè áàçèñíè
ðåäèöè. Òîçè ðåçóëòàò áå ïðîäúëæåí ïî-êúñíî îò Ãîãÿí.

Åäèí îò îñíîâíèòå ðåçóëòàòè â 12 ([53]) å äîñòàòú÷íî óñëîâèå çà ñúùåñòâó-
âàíå íà êâàçè-ãðèäè áàçèñ. Â ÷àñòíîñò, L1[0, 1] ïðèòåæàâà êâàçè-ãðèäè áàçèñ.

Ôàêòúò, ÷å íÿìà ñúîòâåòåí ðåçóëòàò çà c0 ñå îáÿñíÿâà îò ñëåäíèÿ íè ðå-
çóëòàò.

Òåîðåìà. c0 å åäíñòâåíîòî ñ òî÷íîñò äî èçîìîðôèçúì áåçêðàéíîìåðíî L∞-
ïðîñòðàíñòâî, êîåòî ïðèòåæàâà êâàçè-ãðèäè áàçèñ. Îñâåí òîâà c0 èìà åäèíñò-
âåí ñ òî÷íîñò äî åêâèâàëåíòíîñò êâàçè-ãðèäè áàçèñ, ò.å. òîâà å ñòàíäàðòíèÿò
áàçèñ íà c0.

Èçâåñòíàòà òåîðåìà íà Ëèíäåíùðàóñ-Çèïèí òâúðäè, ÷å àêî áàíàõîâî ïðîñ-
òðàíñòâî X èìà åäèíñòâåí ñ òî÷íîñò äî åêâèâàëåíòíîñò áåçóñëîâåí áàçèñ, òî
X å èçîìîðôíî íà c0, `1 èëè `2.

Òúé êàòî `1 è `2 ïðèòåæàâàò óñëîâåí êâàçè-ãðèäè áàçèñ, êàòî êîìáèíèðàìå
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íàøèòå ðåçóëòàòè ñ òåîðåìàòà íà Ëèíäåíùðàóñ-Çèïèí, ïîëó÷àâàìå ñëåäíîòî
îáùî òâúðäåíèå.

Òåîðåìà. Íåêà X å áàçêðàéíîìåðíî áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî. X ïðèòåæàâà
åäèíñòâåí (ñ òî÷íîñò äî åêâèâàëåíòíîñò) êâàçè-ãðèäè áàçèñ òîãàâà è ñàìî
òîãàâà, êîãàòî X å èçîìîðôíî íà c0.

Êàêòî âå÷å îòáåëÿçàõìå, áàçèñúò íà Õàð â L1[0, 1] íå å êâàçè-ãðèäè áàçèñ.
Ñ. Ãîãÿí [Gog] óñïÿâà äà ïîñòðîè åäèí âèä ãðèäè àëãîðèòúì âúðõó áàçèñà íà
Õàð â L1[0, 1], êîéòî å ñõîäÿù.

Â ñòàòèÿ 23 ([65], ñëåä ä.ì.í.) óñòàíîâÿâàìå, ÷å ôîðìàëíèÿò àíàëîã íà
àëãîðèòúìà íà Ãîãÿí íå å ñõîäÿù çà ìíîãîìåðíèÿ áàçèñ íà Õàð çà ïðîñòðàí-
ñòâîòî L1[0, 1]d çà ðàçìåðíîñò d > 1. Íèå äàâàìå ïîäõîäÿù ìîäèôèêàöèðàí
ãðèäè àëãîðèòúì, êîéòî å ñõîäÿù è çà d > 1. Äà îòáåëåæèì, ÷å äâóìåðíèÿò
áàçèñ íà Õàð íàìèðà øèðîêî ïðèëîæåíèå ïðè êîìïðåñèðàíåòî íà îáðàçè.

Â ïóáëèêàöèÿ 21 ([63], ñëåä ä.ì.í.) äåôèíèðàìå è èçó÷àâàìå �branch greedy�
àëãîðèòìè îò òèïà íà Ãîãÿí â íàé-îáùà àáñòðàêòíà ïîñòàíîâêà. Ìîòèâàöèÿ-
òà çà òîâà ïîíÿòèå èäâà îò ôàêòà, ÷å ãðèäè àëãîðèòúìúò ãåíåðèðà äúðâî îò
âúçìîæíè èçáîðè íà êîåôèöèåíòè è òîçè òèï àëãîðèòìè ïðåäñòàâëÿâàò ïðî-
öåäóðà çà èçáîð íà ïîäîõîäÿù êëîí îò òîâà äúðâî.

×àñò IV.ßâíè êîíñòðóêöèè íà ìàòðèöè çà êîìïðåñèðàùî îò÷èòàíå

Ñòàòèèòå 18 ([60]) è 19 ([61]), ïèñàíè ñëåä ä.ì.í., ñà â òàêà íàðå÷åíàòà òå-
ìàòèêà �êîìïðåñèðàùî îò÷èòàíå� (compressed/compressive sensing). Ïúðâàòà
ïóáëèêàöèÿ ñúäúðæà îñíîâíèòå ìàòåìàòè÷åñêè äîêàçàòåëñòâà è èäåè, äîêàòî
âòîðàòà ïîäîáðÿâà èç÷èñëåíèÿòà êàòî êîíñòàíòèòå â îñíîâíèÿ ðåçóëòàò ñà â
ïúòè ïî-äîáðè îò ñúîòâåòíèòå ïàðàìåòðè â ïúðâàòà. Âòîðàòà ñòàòèÿ å ïóáëè-
êóâàíà â ìàòåðèàëèòå íà åäíà îò íàé-ïðåñòèæíèòå êîíôåðåíöèè ïî êîìïþ-
òúðíè íàóêè, STOC. Ïúðâàòà ñòàòèÿ âå÷å å öèòèðàíà 26 ïúòè.

Ñúùíîñòòà íà êîìïðåñèðàùîòî îò÷èòàíå ñå ñúñòîè âúâ âúçìîæíîñòòà ïðè
îïðåäåëåíè óñëîâèÿ äà ñå âúçñòàíîâÿâàò ñèãíàëè ñ ìíîãî ïî-ìàëêî èçìåðâà-
íèÿ. Çà öåëòà ñèãíàëèòå òðÿáâà äà áúäàò (èëè äà ñå àïðîêñèìèðàò äîáðå îò
ñèãíàë ñ) ìàëúê áðîé íåíóëåâè êîåôèöèåíòè, ò.å. òå ñà ðàçðåäåíè (sparse) ñèã-
íàëè. Êàçâàìå, ÷å åäèí ñèãíàë å k-ðàçðåäåí, àêî òîé èìà íå ïîâå÷å îò k íåíóëå-
âè êîåôèöèåíòà. Îñâåí òîâà, ìàòðèöàòà, ñ êîÿòî ñå èçâúðøâàò èçìåðâàíèÿòà,
òðÿáâà äà ïðèòåæàâà îïðåäåëåíè ñâîéñòâà. Åäíî îò íàé-÷åñòî èçïîëçâàíèòå
äîñòàòú÷íè óñëîâèÿ çà òî÷íà ðåêîíñòðóêöèÿ å òàêà íàðå÷åíîòî �îãðàíè÷åíî
èçîìåòðè÷íî ñâîéñòâî� (�Restricted Isometry Property� èëè (RIP)).

Êàçâàìå, ÷å åäíà ìàòðèöà Φ ñ ðàìåðíîñò n×N èìà îãðàíè÷åíî èçîìåòðè÷-
íî ñâîéñòâî (RIP) îò ðåä k ñ êîíñòàíòà δ, àêî çà âñè÷êè k-ðàçðåäåíè âåêòîðè
x å èçïúëíåíî

(1− δ)‖x‖22 ≤ ‖Φx‖22 ≤ (1 + δ)‖x‖22.

Òåìàòèêàòà êîìïðåñèðàùî îò÷èòàíå ñå ðàçâè ïðåç ïîñëåäíèòå äåñåò ãîäèíè
ñëåä ðàáîòè íà Êàíäåñ, Ðîìáúðã è Òàî [CT, CRT], êîèòî äåôèíèðàõà ñâîéñò-
âîòî (RIP) è óñòàíîâèõà, ÷å òî îñèãóðÿâà òî÷íî âúçñòàíîâÿâàíå íà ðàçðåäåíè
ñèãíàëè. Âñúùíîñò, ïúðâèòå ìàòðèöè îò òàêúâ òèï ñà ïîñòðîåíè äîñòà ïî-ðàíî
îò Á. Êàøèí [Ka] îò ÷èñòî òåîðåòè÷åí èíòåðåñ, áåç âðúçêà ñ ðåêîíñòðóêöèÿ
íà ñèãíàëè. Îñíîâíèòå ìåòîäè çà ïîñòðîÿâàíå íà ìàòðèöè ñ òîâà ñâîéñòâî ñà
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âåðîÿòíîñòíè; íàïðèìåð êîãàòî åëåìåíòèòå íà ìàòðèöàòà ñà íîðìàëíî ðàçïðå-
äåëåíè ñëó÷àéíè âåëè÷èíè. Åñòåñòâåíî, öåëòà å ïðè ôèêñèðàíè n è N , êúäåòî
n ≤ N , äà ñå ïîñòîè RIP ìàòðèöà ñ ìàêñèìàëåí ðåä íà ðàçðåäåíîñò k (èëè ñú-
îòâåòíî, çà ôèêñèðàíî k äà äà ñå ìèíèìèçèðà n). Çà øèðîê êëàñ îò ñëó÷àéíè
ìàòðèöè ñå ïîñòèãà îïòèìàëíèÿò âúçìîæåí ïîðÿäúê íà k, à èìåííî

n

log(2N/n)
.

Îòäåëíî ñòîè îòâîðåí âúïðîñúò äà ñå íàìåðÿò äîáðè ÿâíè (äåòåðìèíèñ-
òè÷íè) êîíñòðóêöèè íà RIP ìàòðèöè (âæ. áëîãà íà Òàî [Tao]). Âñè÷êè ÿâíè
êîíñòðóêöèè ïðåäè íàøàòà ñòàòèÿ ñå áàçèðàò íà ïîñòðîÿâàíåòî íà ñèñòåìè îò
åäèíè÷íè â `2-íîðìà âåêòîðè (êîèòî ïðåäñòàâëÿâàò ñòúëáîâåòå íà ìàòðèöà-
òà) ñ ìàëêà êîõåðåíòíîñò. Êîõåðåíòíîñò µ íà ôàìèëèÿ îò åäèíè÷íè âåkòîðè
{u1, . . . , uN} ⊂ Cn ñå äåôèíèðà êàòî

µ := max
r 6=s
|〈ur, us〉|.

Ñèñòåìèòå îò âåêòîðè ñ ìàëêà êîõåðåíòíîñò ñà èçâåñòíè ïîä èìåòî �ñôåðè÷íè
êîäîâå�.

ßâíè (äåòåðìèíèñòè÷íè) êîíñòðóêöèè íà RIP ìàòðèöè, ÷èèòî ñòúëáîâå
èìàò ìàëêà êîõåðåíòíîñò, ñà äàäåíè îò Êàøèí; Àëîí, Ãîëäðàéõ, Õàñòàä è
Ïåðàëòà; ÄåÂîð; Íåëñúí è Òåìëÿêîâ. Âñè÷êè òåçè êîíñòðóêöèè ïîñòèãàò ïî-
ðÿäúê íà k √

n log n

logN
,

ò.å. íèòî åäíà îò òåçè êîíñòðóêöèè íå äàâà ïî-äîáúð ïîðÿäúê íà k îò
√
n. Ïðè-

÷èíàòà çà òîâà å, ÷å îò òåîðåìà íà Ëåâåíùàéí ñëåäâà, ÷å àêî äîêàçàòåëñòâîòî
íà ñâîéñòâîòî (RIP) ñ êîíñòàíòà δ < 1 ñå áàçèðà íà êîõåðåíòíîñò, òî íå ìîæå
äà äàäå ïîðÿäúê íà k ïî-ãîëÿì îò

√
n.

Â ñòàòèÿ 18 ([60]) íèå äàâàìå íîâà ÿâíà êîñòðóêöèÿ íà ìàòðèöè ñ ðàç-
ìåðíîñò n × N , ïðèòåæàâàùè (RIP). Ïî-òî÷íî, çà íÿêîå ε > 0, ãîëåìè N è
âñÿêî n, óäîâëåòâîðÿâàùî N1−ε ≤ n ≤ N , íèå ïîñòðîÿâàìå RIP ìàòðèöè îò
ðåä k ≥ n1/2+ε è êîíñòàíòà δ = n−ε. Òîâà ïðåîäîëÿâà åñòåñòâåíàòà áàðèåðà
k = O(n1/2) íà äîêàçàòåëñòâàòà, îñíîâàíè íà êîõåðåíòíîñò. Òàçè êîíñòðóêöèÿ
å ïúðâàòà è çàñåãà åäèíñòâåíà îò ïîäîáåí ðîä.

Íàé-íàïðåä íèå ïîêàçâàìå, ÷å ñ òî÷íîñò äî äîïúëíèòåëåí ëîãàðèòúì ìî-
æåì äà ñâåäåì ðàçãëåæäàíèÿòà äî âåêòîðè ñ êîîðäèíàòè 0 è 1 (îöåíêàòà å
ïîäîáíà íà äîêàçàòåëñòâà çà êâàçè-ãðèäè áàçèñè). Îñíîâíàòà ÷àñò íà äîêà-
çàòåëñòâîòî ñå îñíîâàâà íà ïîëó÷åíè íîâè îöåíêè â îáëàñòòà íà àäèòèâíàòà
êîìáèíàòîðèêà.
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