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íà ãë. àñ. ä-ð Èðèíà Êðàñèìèðîâà Ãåîðãèåâà

ñåêöèÿ
”
Ìàòåìàòè÷åñêî ìîäåëèðàíå è ÷èñëåí àíàëèç“, ÈÌÈ-ÁÀÍ,

ïðåäñòàâåíà çà ó÷àñòèå â êîíêóðñ çà äîöåíò â ïðîôåñèîíàëíî íàïðàâëåíèå
4.5 Ìàòåìàòèêà, íàó÷íà ñïåöèàëíîñò Ìàòåìàòè÷åñêî ìîäåëèðàíå è ïðèëîæåíèÿ íà
ìàòåìàòèêàòà (Òåîðèÿ íà àïðîêñèìàöèèòå è ïðèëîæåíèÿ), ÄÂ áð. 87/ 31.10.2017 ã.

Ñïèñúêúò ñ ïóáëèêàöèèòå çà ó÷àñòèå â öèòèðàíèÿ ïî-ãîðå êîíêóðñ âêëþ÷âà 14
ðàáîòè, îò êîèòî:

• 9 ñòàòèè [1-9] â íàó÷íè ñïèñàíèÿ ñ èìïàêò ôàêòîð (IF);
• 3 ñòàòèè [10-12] â íàó÷íè ïîðåäèöè ñ èìïàêò ðàíã (SJR);
• 2 ñòàòèè â ðåôåðèðàíè ñáîðíèöè îò ìåæäóíàðîäíè êîíôåðåíöèè [13, 14];
• Ñòàòèèòå íå ñà èçïîëçâàíè çà ïðèäîáèâàíå íà ÎÍÑ

”
äîêòîð“ è çà ïðèäîáèâàíå

íà äëúæíîñò ãëàâåí àñèñòåíò;

1. Àïðîêñèìèðàíå ñ Ðàäîíîâè ïðîåêöèè

Ãîëÿìà ÷àñò îò ñòàòèèòå ïî êîíêóðñà - [3, 4, 5, 6, 7, 9, 10, 11, 12, 13, 14] ñà ïîñâåòåíè
íà ñúçäàâàíåòî íà íîâè ìàòåìàòè÷åñêè ìåòîäè è àëãîðèòìè çà âúçñòàíîâÿâàíå íà
ôóíêöèÿ íà äâå ïðîìåíëèâè âúç îñíîâà íà èíôîðìàöèÿ îò òèï Ðàäîíîâè ïðîåêöèè
(ëèíåéíè èíòåãðàëè âúðõó õîðäè íà åäèíè÷íàòà îêðúæíîñò) íà ôóíêöèÿòà è çàòîâà
çàïî÷âàìå ñ óâîä â òåìàòèêàòà è ñúñòîÿíèå íà íàó÷íèòå èçñëåäâàíèÿ.

Óâîä

Òðàíñôîðìàöèÿòà íà Ðàäîí1 å åäèí âèä èíòåãðàëíî ïðåîáðàçîâàíèå, íà êîåòî ñå
îñíîâàâàò òîìîãðàôñêèòå ìåòîäè çà ðåêîíñòðóêöèÿ íà îáåêòè ñ íåõîìîãåííà ïëúò-
íîñò. Òåçè ìåòîäè âïîñëåäñòâèå íàìèðàò ïðèëîæåíèå â íàé-ðàçíîîáðàçíè îáëàñòè �
ìåäèöèíà, åëåêòðîííà ìèêðîñêîïèÿ, èçñëåäâàíå íà çåìíèòå íåäðà, èçñëåäâàíå íà
ïëàçìàòà, êîíòðîë íà ïîòîöè â òðúáîïðîâîäè è ìíîãî äðóãè.

Îò ìàòåìàòè÷åñêà ãëåäíà òî÷êà, çàäà÷àòà â òîìîãðàôèÿòà ñå ñâåæäà äî âúç-
ñòàíîâÿâàíå íà ôóíêöèÿ íà íÿêîëêî ïðîìåíëèâè âúç îñíîâà íà èíôîðìàöèÿ îò òèï
Ðàäîíîâè ïðîåêöèè, ò.å. èíòåãðàëè ïî îòñå÷êè îò íåèçâåñòíàòà ôóíêöèÿ. Ïðåç ïîñëåä-
íèòå äåñåòèëåòèÿ áÿõà ïîëîæåíè çíà÷èòåëíè óñèëèÿ çà ðàçðàáîòâàíåòî íà äîñòàòú÷íî
åôåêòèâíè àëãîðèòìè çà ðåøàâàíåòî íà òàçè çàäà÷à. Òåçè ìåòîäè ñà íàé-îáùî êàçàíî
äâà òèïà � èíòåãðàëíè è àëãåáðè÷íè. Èíòåãðàëíèòå ìåòîäè ñå áàçèðàò íà ïðåîáðàçî-
âàíèåòî íà Ðàäîí, êúäåòî âñè÷êè ðàçãëåæäàíèÿ ñà â íåïðåêúñíàò âèä è ñå ïðåìèíàâà
êúì äèñêðåòèçàöèÿ ïðè íåïîñðåäñòâåíàòà ðåàëèçàöèÿ íà àëãîðèòúìà çà ðåêîíñòðóê-
öèÿ. Ïðè àëãåáðè÷íèòå ìåòîäè äèñêðåòèçàöèÿ ñå îñúùåñòâÿâà â ñàìîòî íà÷àëî íà
èçñëåäâàíèÿòà è çàäà÷àòà ñå ñâåæäà äî ðåøàâàíå íà ñèñòåìà ëèíåéíè óðàâíåíèÿ.

1J. Radon, �Uber die Bestimmung von Funktionen durch ihre Integralwerte l�angs gewisser
Mannigfaltigkeiten, Ber. Verch. S�achs. Akad., 69, 1917, 262�277.
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Ïîñòàíîâêà íà çàäà÷àòà è èñòîðè÷åñêè áåëåæêè

Éîõàí Ðàäîí ïðåç 1917 ã. äîêàçâà, ÷å âñÿêà äèôåðåíöèðóåìà â åäèíè÷íèÿ êðúã
ôóíêöèÿ f(x) åäíîçíà÷íî ñå îïðåäåëÿ ÷ðåç ñâîÿòà Ðàäîíîâà òðàíñôîðìàöèÿ

Rθ(f ; t) =

∫
I(θ,t)

f(x) dx,

êúäåòî I(θ, t) å õîðäà íà åäèíè÷íàòà îêðúæíîñò, îïðåäåëåíà îò úãúë ñ ìÿðêà 0 ≤ θ <
π è ðàçñòîÿíèå t äî öåíòúðà, −1 ≤ t ≤ 1.

0

I t

t

1

Ïî-íàòàòúøíè ðåçóëòàòè â òàçè îáëàñò ñà ïîëó÷åíè îò F. John2 ïðåç 1935 ã..
Ïðåç ïîñëåäíèòå äåñåòèëåòèÿ ðåäèöà èçÿâåíè àïðîêñèìàòîðè îáúðíàõà ïîãëåä

êúì òàçè òåìàòèêà. Çàäà÷àòà çà âúçñòàíîâÿâàíå íà ôóíêöèÿ ïî ëèíåéíè èíòåãðàëè
å ôîðìóëèðàíà êàòî èíòåðïîëàöèîííà çàäà÷à � çà íàìèðàíå íà ïîëèíîì íà íÿêîëêî
ïðîìåíëèâè, ïî äàäåíè Ðàäîíîâè ïðîåêöèè âúðõó êîíôèãóðàöèÿ îò õîðäè. Íàé-îáùî
òúðñèì u ∈ P , òàêà ÷å ∫

I

u(x) dx = γI ∀I ∈ I, (1)

êúäåòî P å ïîäõîäÿùî (îáèêíîâåíî ïîëèíîìèàëíî) ïðîñòðàíñòâî îò ðåàëíè ôóíêöèè,
äåôèíèðàíè â åäèíè÷íèÿ êðúã, I å ôàìèëèÿ îò õîðäè íà åäèíè÷íàòà îêðúæíîñò è
çà âñÿêà õîðäà I ∈ I å ïðåäâàðèòåëíî çàäàäåíà ñòîéíîñòòà γI ∈ R. Îáèêíîâåíî ñå
ïðåäïîëàãà |I| = dimP çà äà áúäàò ðàâíè áðîÿò íà óðàâíåíèÿòà è íà íåèçâåñòíèòå.
Ñõåìàòà îò õîðäè I ñå íàðè÷à ðåãóëÿðíà, àêî èíòåðïîëàöèîííàòà çàäà÷à (1) èìà
åäèíñòâåíî ðåøåíèå ïðè ïðîèçâîëåí èçáîð íà äàííèòå {γI} â äÿñíàòà ÷àñò.

Ñëó÷àÿò, êîãàòî P å ïðîñòðàíñòâîòî Π2
n îò ïîëèíîìè íà äâå ïðîìåíëèâè è îáùà

ñòåïåí íàé-ìíîãî n, å èçñëåäâàí èíòåíçèâíî ïðåç 70-òî è 80-òå ãîäèíè íà ìèíàëèÿ âåê.
Ïðåç 1974 ã. R. Marr3 äîêàçâà, ÷å ïîëèíîì íà äâå ïðîìåíëèâè ñå îïðåäåëÿ åäíîçíà÷íî
îò ñâîèòå ëèíåéíè èíòåãðàëè âúðõó õîðäèòå, ñâúðçâàùè êðàåí áðîé ðàâíîîòäàëå÷åíè
òî÷êè âúðõó åäèíè÷íàòà îêðúæíîñò. Ïî-êúñíî À. Àêîïÿí4 ïîêàçâà, ÷å åäèí ïîëèíîì
íà äâå ïðîìåíëèâè è îáùà ñòåïåí íàé-ìíîãî n ìîæå äà áúäå âúçñòàíîâåí åäíîçíà÷íî
ïî ñâîèòå ëèíåéíè èíòåãðàëè, ïðåñìåòíàòè âúðõó êîíôèãóðàöèÿ îò

(
n+2
2

)
(= dim Π2

n)
õîðäè, ñâúðçâàùè ïðîèçâîëíè n+2 òî÷êè îò åäèíè÷íàòà îêðúæíîñò (êàêòî è ïî-îáù

2F. John, Abh�angigkeiten zwischen den Fl�achenintegralen einer stetigen Funktion, Math. Anal., 111,
1935, 541-551.

3R. Marr, On the reconstruction of a function on a circular domain from a sampling of its line integrals,
J. Math. Anal. Appl., 45, 1974, 357�374.

4H. Hakopian, Multivariate divided di�erences and multivariate interpolation of Lagrange and Hermite
type, J. Approx. Theory, 34, 1982, 286�305.
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ðåçóëòàò çà ìíîãîìåðíèÿ ñëó÷àé). Ïóáëèêàöèè â òàçè îáëàñò èìàò ðåäèöà èçâåñòíè
ìàòåìàòèöè, íàïð. A. Cavaretta, C. Micchelli, A. Sharma, B. Logan, L. Shepp è ìíîãî
äðóãè.

Âúðõó òîçè òèï çàäà÷è çà ïðèáëèæåíèÿ, èíòåíçèâíè èçñëåäâàíèÿ áÿõà ïðîâåäå-
íè â Áúëãàðèÿ îò êîëåêòèâ ó÷åíè, ôîðìèðàí îêîëî àêàä. Áîðèñëàâ Áîÿíîâ (Ãåíî
Íèêîëîâ, Ãåðãàíà Ïåòðîâà, Ðóìåí Óëó÷åâ, È. Ãåîðãèåâà è äð.).

Âúçñòàíîâÿâàíå íà ïîëèíîìè íà äâå ïðîìåíëèâè ñ èçïîëçâàíå íà èíôîðìàöèÿ îò
òèï Ðàäîíîâè ïðîåêöèè âúðõó ôàìèëèÿ ñõåìè îò õîðäè, âçåòè â íÿêîëêî íàïðàâëåíèÿ,
êàòî õîðäèòå âúâ âñÿêî íàïðàâëåíèå ñà óñïîðåäíè ñà èçó÷àâàíè îò Á. Áîÿíîâ è È.
Ãåîðãèåâà5.

Äðóãà ôàìèëèÿ ðåãóëÿðíè ñõåìè îò õîðäè å ïðåäëîæåíà îò Á. Áîÿíîâ è Þ. Êñþ
ïðåç 2005 ã.. È. Ãåîðãèåâà è Ñ. Èñìàèë6 äîêàçâàò, ÷å êîíêðåòíà ñõåìà îò õîðäè, îïðå-
äåëåíà ÷ðåç íóëèòå íà ïîëèíîìèòå íà ×åáèøîâ îò âòîðè ðîä, îñèãóðÿâà åäèíñòâåíîñò
íà ïîñòàâåíàòà èíòåðïîëàöèîííà çàäà÷à.

1.1. Àïðîêñèìèðàíå ñ àëãåáðè÷íè ïîëèíîìè

Ðàçãëåæäàìå çàäà÷à (1) â ïðîñòðàíñòâîòî P = Π2
n îò àëãåáðè÷íè ïîëèíîìè íà äâå

ïðîìåíëèâè è îáùà ñòåïåí íàé-ìíîãî n:
Çà äàäåíà ñõåìà îò

(
n+2
2

)
õîðäè I = {Ik, k = 1, . . . ,

(
n+2
2

)
} íà åäèíè÷íàòà îêðúæ-

íîñò â ðàâíèíàòà, òúðñèì àëãåáðè÷åí ïîëèíîì u ∈ Π2
n, óäîâëåòâîðÿâàù èíòåðïîëà-

öèîííèòå óñëîâèÿ: ∫
I

u(x) dx = γI ∀I ∈ I,

Á. Áîÿíîâ è È. Ãåîðãèåâà ïðåäëàãàò êîíôèãóðàöèÿ îò
(
n+2
2

)
õîðäè, âçåòè â n + 1

ðàçëè÷íè ïîñîêè, êàòî â ïúðâàòà ãðóïà èìà n + 1 óñïîðåäíè õîðäè, âúâ âòîðàòà - n
óñïîðåäíè õîðäè, è ò. í.. Òå äàâàò äîñòàòú÷íî óñëîâèå, ñõåìà îò õîðäè îò òîçè òèï äà
áúäå ðåãóëÿðíà.

Èçïîëçâàéêè òîâà óñëîâèå â ñòàòèÿòà [9] äîêàçâàìå ðåãóëÿðíîñò íà íÿêîëêî êîí-
ôèãóðàöèè îò õîðäè. Ïî-òî÷íî, ñõåìà îò òîçè òèï å ðåãóëÿðíà, àêî ðàçñòîÿíèÿòà íà
õîðäèòå äî öåíòúðà â ñúîòâåòíî ïúðâàòà ãðóïà îò n + 1 óñïîðåäíè õîðäè ñà òî÷íî
ðàâíè íà íóëèòå íà ïîëèíîìà íà ×åáèøåâ îò ïúðâè ðîä Tn+1(x), âúâ âòîðàòà ãðóïà
îò n óñïîðåäíè õîðäè, ðàçñòîÿíèÿòî äî öåíòúðà èì ñà ðàâíè íà íàé-ìàëêèòå n íóëè
íà Tn+1(x), è ò. í., êàòî ðàçñòîÿíèåòî íà õîðäàòà îò ïîñëåäíàòà ãðóïà å ðàâíî íà íàé-
ìàëêàòà íóëà íà Tn+1(x). Äîêàçàíè ñà è àíàëîãè÷åí ðåçóëòàòè, êîãàòî ðàçñòîÿíèÿòà
íà õîðäèòå äî öåíòúðà ñà àñîöèèðàíè ñ íóëèòå íà íà ïîëèíîìà íà ×åáèøåâ îò âòîðè
ðîä Un+1(x) è ñ íóëèòå íà îðòîãîíàëíèòå ïîëèíîìè íà ßêîáè P (α,β)

n+1 (x) ïðè α = 1/2,
β = −1/2 è α = −1/2, β = 1/2.

5B. Bojanov, I. Georgieva, Interpolation by bivariate polynomials based on Radon projections, Studia
Mathematica, 2004, Vol. 162(2), 141-160.

61. I. Georgieva, S. Ismail, On recovering of a bivariate polynomial from its Radon projections. In
"Constructive Theory of Functions, Varna 2005"(B. Bojanov, Ed.), 127-134, Marin Drinov Academic
Publishing House, So�a, 2006.
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Â ñòàòèÿ [9] ðàçãëåæäàìå è çàäà÷àòà çà èçãëàæäàíå íà ñìåñåí òèï äàííè (Ðàäîíî-
âè ïðîåêöèè è ôóíêöèîíàëíè ñòîéíîñòè â êðàåí áðîé òî÷êè íà åäèíè÷íàòà îêðúæ-
íîñò) ïî ìåòîäà íà íàé-ìàëêèòå êâàäðàòè. Íàìèðàìå óñëîâèÿ, ïðè êîèòî ñúùåñòâóâà
è òî åäèíñòâåí ïîëèíîì íà äâå ïðîìåíëèâè, êîéòî íàé-äîáðå ïðèáëèæàâà ïî ìåòîäà
íà íàé-ìàëêèòå êâàäðàòè äàííè îò ñìåñåí òèï ïðè ïðîèçâîëíè òåãëà.

Â ñòàòèÿ [12] èçâåæäàìå ïðåäñòàâÿíå íà èíòåðïîëàöèîííèÿ ïîëèíîì âúâ âèäà
íà Ëàãðàíæ ÷ðåç áàçèñíè ïîëèíîìè çà çàäà÷àòà (1) çà èíòåðïîëèðàíå ñ àëãåáðè÷-
íè ïîëèíîìè. Äîêàçâàìå è åäíî èíòåðåñíî ñâîéñòâî íà áàçèñíèòå èíòåðïîëàöèîííè
ïîëèíîìè íà Ëàãðàíæ. Ïðåäñòàâåíè ñà ÷èñëåíè åêñïåðèìåíòè çà âúçñòàíîâÿâÿíå íà
ïîâúðõíèíè.

Â ïóáëèêàöèÿòà [14] å íàìåðåíà ðåãóëÿðíà ñõåìà îò ñìåñåí òèï � êîíôèãóðàöèÿ
îò
(
n+2
2

)
− (n + 1) õîðäè è (n + 1) òî÷êè âúðõó åäèíè÷íàòà îêðúæíîñò, òàêà ÷å èí-

òåðïîëàöèîííàòà çàäà÷à çà ïîëèíîì îò ñòåïåí n ïî òàçè ñõåìà äà èìà âèíàãè åäèí-
ñòâåíî ðåøåíèå. Äàííèòå òóê ñà

(
n+2
2

)
− (n + 1) ñòîéíîñòè íà Ðàäîíîâè ïðîåêöèè è

(n+1) ôóíêöèîíàëíè ñòîéíîñòè. Äà îòáåëåæèì, ÷å ñïàçâàìå ïðåçóìïöèÿòà ìåòîäèòå
çà ðåêîíñòðóêöèÿ äà ñà

”
áåçðàçðóøèòåëíè“, òúé êàòî èçïîëçâàíåòî íà èíôîðìàöèÿ

â òî÷êè îò åäèíè÷íàòà îêðúæíîñò íå íàðóøàâà òîçè ïðèíöèï. Íàïðàâåíèòå ÷èñëåíè
åêñïåðèìåíòè ïîêàçâàò, ÷å èçïîëçâàíåòî íà òàçè íîâà ñõåìà å óäà÷íî, êîãàòî èñêàìå
äà àïðîêñèìèðàìå ïî-òî÷íî ïî ãðàíèöàòà. Ñúùî òàêà å íàïðàâåíî ÷èñëåíî ñðàâíåíèå
íà ñõåìè îò ñìåñåí òèï è ñõåìè, ðàçãëåæäàíè â ñòàòèÿ [9].

Àïðîêñèìèðàíå íà ôóíêöèè, óäîâëåòâîðÿâàùè ×ÄÓ

Èäåÿòà âúðõó êîÿòî àêöåíòèðàìå òóê, å èçïîëçâàíåòî íà äîïúëíèòåëíà èíôîð-
ìàöèÿ çà íåèçâåñòíàòà ôóíêöèÿ u ∈ P â àïðîñêèìàöèîííàòà ñõåìà (1). Åñòåñòâåíî
å òîâà äà ïîäîáðè òî÷íîñòòà íà ïðèáëèæåíèåòî è â ñúùîòî âðåìå äà íàìàëè çíà-
÷èòåëíî íåîáõîäèìèòå èç÷èñëèòåëíè ðåñóðñè. Îñâåí òîâà, èçïîëçâàíåòî íà äîïúëíè-
òåëíà èíôîðìàöèÿ çà ðåøåíèåòî, áè ìîãëî äà ðåäóöèðà êîëè÷åñòâîòî èçìåðâàíèÿ,
ðåñïåêòèâíî Ðàäîíîâèòå ïðîåêöèè, íåîáõîäèìè çà ïîñòèãàíåòî íà ñúùàòà òî÷íîñò íà
ïðèáëèæåíèå. Â çàäà÷àòà (1) ïî-ãîðå, òîâà ñå èçðàçÿâà â ïî-ìàëêî ìíîæåñòâî I îò
õîðäè.

Ìíîãî ÷åñòî â ïðèëîæíèòå çàäà÷è äîïúëíèòåëíî óñëîâèå âúðõó àïðîêñèìèðàíà-
òà è/èëè àïðîêñìèðàùàòà ôóíêöèÿ å òÿ äà óäîâëåòâîðÿâà ÷àñòíî äèôåðåíöèàëíî
óðàâíåíèå (×ÄÓ) îò íÿêàêúâ âèä. Ïðè ãîðíèòå ïðåäïîëîæåíèÿ òîâà îçíà÷àâà äà îã-
ðàíè÷èì ïðîñòðàíñòâîòî P äî ôóíêöèè, êîèòî ñà àäàïòèðàíè â íÿêàêúâ ñìèñúë êúì
ðàçãëåæäàíàòà çàäà÷à.

Ðåçóëòàòèòå íè ïîêàçâàò, ÷å ìíîãî îò èçáðîåíèòå ïî-ãîðå ïðåèìóùåñòâà ñå ðåàëè-
çèðàò ñ ïðåäëîæåíàòà îò íàñ òåõíèêà. Íàðåä ñ ðàçðàáîòâàíåòî íà òåîðåòè÷íà îñíîâà
íà çàäà÷àòà ñà íàïðàâåíè è ðåäèöà ÷èñëåíè åêñïåðèìåíòè, çà äà ñå èçñëåäâàò è äåìîí-
ñòðèðàò ïî-ïðåöèçíî òåçè åôåêòè. Êàòî ïîìîùåí àïàðàò ïðè òåîðåòè÷íàòà îáîñíîâêà
è ïðàêòè÷åñêîòî ïðèëîæåíèå íà ðàçðàáîòåíèòå àëãîðèòìè ñà èçïîëçâàíè ïðîãðàìíè
ïàêåòè çà ÷èñëåíè è ñèìâîëíè ïðåñìÿòàíèÿ.
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1.2. Õàðìîíè÷íè ôóíêöèè

Åäèí ïðèìåð çà èçïîëçâàíå íà ñïåöèôè÷íà çà ðàçãëåæäàíàòà çàäà÷à èíôîðìàöèÿ
å, àêî a priori çíàåì, ÷å ôóíêöèÿòà, êîÿòî ùå èíòåðïîëèðàìå å õàðìîíè÷íà, ò.å.
óäîâëåòâîðÿâà óðàâíåíèåòî íà Ëàïëàñ ∆u = 0. Òîâà åëèïòè÷íî ×ÄÓ å âàæíî êàêòî
êàòî ìîäåëíà çàäà÷à, òàêà è ïîðàäè ìíîãîáðîéíèòå ìó ïðèëîæåíèÿ â èçñëåäâàíèÿ
âúðõó òîïëîïðîâîäèìîñòòà, äèôóçèÿòà, ïîòîöèòå îò íåñâèâàåìè òå÷íîñòè.

Ñúâñåì åñòåñòâåíî å äà èñêàìå äà àïðîêñèìèðàìå õàðìîíè÷íèòå ôóíêöèè ñ õàð-
ìîíè÷íè ïîëèíîìè. Åòî çàùî èçáèðàìå P = Hn, êúäåòî

Hn =
{
p ∈ Π2

n : ∆p = 0
}

å ïðîñòðàíñòâîòî îò ðåàëíèòå õàðìîíè÷íè ïîëèíîìè íà äâå ïðîìåíëèâè îò îáùà
ñòåïåí íàé-ìíîãî n. Ïðîñòðàíñòâîòî Hn èìà ðàçìåðíîñò 2n + 1(<< dim Π2

n). Àíàëî-
ãè÷íî íà (1), ðàçãëåæäàìå ñõåìà îò õîðäè íà åäèíè÷íàòà îêðúæíîñò I, |I| = 2n+ 1
è àñîöèèðàíè äàäåíè ñòîéíîñòè {γI}. Òúðñèì õàðìîíè÷åí ïîëèíîì p ∈ Hn, òàêúâ ÷å∫

I

p(x) dx = γI ∀I ∈ I. (2)

Íàðè÷àìå ñõåìàòà îò õîðäè I ðåãóëÿðíà, àêî èíòåðïîëàöèîííàòà çàäà÷à (2) èìà
åäèíñòâåíî ðåøåíèå çà âñåêè èçáîð íà ñòîéíîñòèòå {γI}.

Â ïîðåäèöà ñòàòèè ðàçãëåæäàìå çàäà÷è çà àïðîêñèìèðàíå íà õàðìîíè÷íè ôóíê-
öèè ÷ðåç èíôîðìàöèÿ çà Ðàäîíîâèòå èì ïðîåêöèè è îïèñâàìå íÿêîëêî ôàìèëèè îò
ðåãóëÿðíè ñõåìè îò õîðäè.

Â ñòàòèÿ [7] ñà ïðåäñòàâåíè ïúðâèòå íè ðåçóëòàòè çà èíòåðïîëèðàíå íà õàðìî-
íè÷íè ôóíêöèè ñ õàðìîíè÷íè ïîëèíîìè. Â íåÿ ðàçãëåæäàìå çàäà÷àòà çà èíòåðïî-
ëèðàíå íà õàðìîíè÷íà ôóíêöèÿ ñ õàðìîíè÷åí ïîëèíîì îò Hn, êàòî âõîäíèòå äàííè
ñà 2n+ 1 ñòîéíîñòè íà íåéíè Ðàäîíîâè ïðîåêöèè. Èçïîëçâàéêè èíòåíçèâíî òåõíèêè
îò ñèìâîëíèòå ïðåñìÿòàíèÿ, ïîêàçâàìå ÷å òàçè èíòåðïîëàöèîííà çàäà÷à èìà åäèíñ-
òâåíî ðåøåíèå â ñëó÷àÿ, êîãàòî õîðäèòå I îáðàçóâàò ïðàâèëåí ìíîãîúãúëíèê, âïè-
ñàí â åäèíè÷íàòà îêðúæíîñò. Èçïîëçâàíè ñà àëãîðèòúìúò íà Ïåòêîâøåê “Hyper“,
àëãîðèòúìúò “creative telescoping“ íà Öèëáåðãåð è îñîáåíî èíòåíçèâíî ïàêåòúò íà
Mathematica “HolonmicFunctions“, ðàçðàáîòåí îò Êðèñòîô Êó÷àí. Ïðåäñòàâåíè ñà
÷èñëåíè åêñïåðèìåíòè çà òàçè è ïî-îáùè ñõåìè îò õîðäè.

Â ñòàòèÿ [11] ïðîäúëæàâàìå èçñëåäâàíåòî íà òåìàòèêàòà è ñå ôîêóñèðàìå âúðõó
åäèí àëãåáðè÷åí ìåòîä çà âúçñòàíîâÿâàíå íà õàðìîíè÷íà ôóíêöèÿ ÷ðåç êðàåí áðîé
ñòîéíîñòè íà íåéíèòå Ðàäîíîâè ïðîåêöèè. Çà ñëó÷àÿ êîãàòî õîðäèòå ñà ðàâíîìåðíî
ðàçïîëîæåíè â îêðúæíîñòòà è ñà íà åäíàêâî ðàçñòîÿíèå îò öåíòúðà, ïðåäñòàâÿìå
åôåêòèâåí àëãîðèòúì çà ïðèáëèæåíî âúçñòàíîâÿâàíå ñ õàðìîíè÷åí ïîëèíîì, êîéòî
å óñòîé÷èâ ïî îòíîøåíèå íà øóì âúâ âõîäíèòå äàííè. Íàïðàâåíèòå ÷èñëåíè åêñïå-
ðèìåíòè çà âúçñòàíîâÿâàíå íà ôóíêöèè, êîèòî ñà C∞ â çàòâîðåíèÿ êðúã ïîêàçâàò
åêñïîíåíöèàëíà ñõîäèìîñò. Çà ôóíêöèè ñ ïî-ìàëêà ãëàäêîñò ïî ãðàíèöàòà íàáëþäà-
âàìå ïî-íèñêà ñêîðîñò íà ñõîäèìîñò.
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Íàé-îáùèòå òåîðåòè÷íè ðåçóëòàòè ñà ïðåäñòàâåíè â ñòàòèÿ [6]. Òóê ðàçðàáîòâàìå
àëãåáðè÷åí ìåòîä çà ðåêîíñòðóèðàíå íà õàðìîíè÷íà ôóíêöèÿ â åäèíè÷íèÿ êðúã âúç
îñíîâà íà êðàåí áðîé îò íåéíèòå Ðàäîíîâè ïðîåêöèè. Ïîäõîäúò å äà ñå òúðñè õàð-
ìîíè÷åí ïîëèíîì, êîéòî èìà ñúùèòå Ðàäîíîâè ïðîåêöèè âúðõó äàäåíèòå õîðäè íà
åäèíè÷íàòà îêðúæíîñò. Èçâåæäàìå ôîðìóëà çà ïðåñìÿòàíå íà áàçèñíèòå õàðìîíè÷íè
ïîëèíîìè, êîÿòî ìîæå äà áúäå ðàçãëåæäàíà êàòî õàðìîíè÷åí àíàëîã íà êëàñè÷åñêàòà
ôîðìóëà íà Ìàð îò 1974.

Èçïîëçâàìå òîçè êëþ÷îâ ðåçóëòàò, çà äà èçâåäåì îáùà òåîðåìà çà ñúùåñòâóâàíå
è åäèíñòâåíîñò íà èíòåðïîëàöèîííèÿ õàðìîíè÷åí ïîëèíîì îò ñòåïåí n çà ôàìèëèÿ
îò ñõåìè îò õîðäè, çà êîèòî âñè÷êè õîðäè îòñòîÿò íà åäíî è ñúùî ðàçñòîÿíèå t äî
íà÷àëîòî, òàêîâà ÷å t íå å íóëà íà íèòî åäèí îò ïîëèíîìèòå íà ×åáèøåâ U1, . . . , Un
îò âòîðè ðîä. Ñ äðóãè äóìè, ïîêàçâàìå ÷å ñõåìè îò õîðäè îò âèäà

I = {I(θ`, t)
2n+1
`=1 , 0 ≤ θ1 < · · · < θ2n+1 < 2π, t : Uk(t) 6= 0, k = 1 . . . , n}

ñà ðåãóëÿðíè.

Çà ñëó÷àÿ, êîãàòî Ðàäîíîâèòå ïðîåêöèè ñà âçåòè ïî õîðäè ñ ðàâíîìåðíî ðàçïðå-
äåëåíè úãëè â èíòåðâàëà [0, 2π], ïðåäñòàâÿìå ÿâíà ôîðìóëà çà îáðàòíàòà ìàòðèöà íà
ìàòðèöàòà, ñúîòâåòñòâàùà íà èíòåðïîëàöèîííàòà çàäà÷à. Êîåôèöèåíòèòå íà èíòåð-
ïîëàöèîííèÿ ïîëèíîì ñà ïðåñìÿòàò çà ìàëêî ïî-áàâíî îò ëèíåéíî âðåìå.

Çà ñïåöèàëíèÿ ñëó÷àé, êîãàòî Ðàäîíîâèòå ïðîåêöèè ñà âçåòè ïî õîðäè, êîèòî îá-
ðàçóâàò ïðàâèëåí ìíîãîúãúëíèê, âïèñàí â åäèíè÷íàòà îêðúæíîñò å íàïðàâåí è äå-
òàéëåí àíàëèç íà ñúîòâåòíèÿ ìåòîä. Èçâåäåíè ñà îöåíêè íà ãðåøêèòå (íà èíòåðïî-
ëàöèîííàòà ñõåìà) â åäèíè÷íèÿ êðúã è â åäèíè÷íàòà îêðúæíîñò â L2−íîðìàòà è â
ñóïðåìóì-íîðìàòà. Ïîêàçâàìå, ÷å ÷èñëîòî íà îáóñëîâåíîñò íà ìàòðèöàòà, ñúîòâåòñ-
òâàùà íà èíòåðïîëàöèîííàòà çàäà÷à å ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíî îò ìàëêà êîíñòàíòà,
íåçàâèñåùà îò ñòåïåíòà íà ïîëèíîìà.

×èñëåíèòå åêñïåðèìåíòè ïîêàçâàò ñêîðîñò íà ñõîäèìîñò, ñúîòâåòñòâàùà íà àíàëè-
òè÷íî èçâåäåíòàòà îò íàñ. Çà ôóíêöèè, êîèòî ñà C∞ â çàòâîðåíèÿ êðúã ñõîäèìîñòòà
å åêñïîíåíöèàëíà, à çà ôóíêöèè ñ ïî-ìàëêà ãëàäêîñò ïî ãðàíèöàòà - ñúîòâåòíî ïî-
áàâíà.

Â ñòàòèÿ [3] ïðîäúëæàâàìå òúðñåíåòî íà ðåãóëÿðíè ñõåìè îò õîðäè I âúâ âðúçêà
ñúñ çàäà÷à (2). Äîêàçâàìå, ÷å ðåãóëÿðíîñòòà íà ñõåìà îò õîðäè å èíâàðèàíòíà îòíîñíî
ðîòàöèÿ. Ïîêàçâàìå, ÷å íå ñúùåñòâóâà ðåãóëÿðíà ñõåìà ñ ïîâå÷å îò n + 1 óñïîðåäíè
õîðäè.

Â ïúðâàòà ÷àñò íà òàçè ðàáîòà ñõåìèòå îò 2n + 1 õîðäè, êîèòî ðàçãëåæäàìå ñà
ðàçäåëåíè íà äâå ãðóïè, êàòî õîðäèòå âúâ âñÿêà ãðóïà ñà óñïîðåäíè. Ñëåäîâàòåëíî
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ðåãóëÿðíèòå ñõåìè îò òîçè âèä ìîãàò äà ñå ñúñòîÿò îò n + 1 õîðäè ïî åäíà ïîñîêà è
n õîðäè ïî äðóãà. Èçâåæäàìå íåîáõîäèìî è äîñòàòú÷íî óñëîâèå ñõåìà îò òîçè òèï äà
áúäå ðåãóëÿðíà.

Êàòî âòîðè îñíîâåí ðåçóëòàò ïðåäñòàâÿìå íÿêîè îáîáùåíèÿ íà ïðåäèøíè íàøè
ðåçóëòàòè (îò [6]) çà ñõåìè îò õîðäè ñ ðàâíîîòäàëå÷åíè úãëè è åäíàêâî ðàçñòîÿíèå
äî íà÷àëîòî. Íàìèðàìå ïî-øèðîê êëàñ îò ðåãóëÿðíè ñõåìè îò õîðäè â òåðìèíèòå íà
äîïóñòèì èíòåðâàë íà ðàçñòîÿíèÿòà èì äî íà÷àëîòî. Ïîëó÷àâàìå è íîâè îöåíêè çà
ãðåøêàòà ïðè èíòåðïîëèðàíå íà õàðìîíè÷íè ôóíêöèè ÷ðåç õàðìîíè÷íè ïîëèíîìè â
äðîáíè Ñîáîëåâè ïðîñòðàíñòâà, êàòî âõîäíèòå äàííè ñà ñòîéíîñòèòå íà Ðàäîíîâèòå
ïðîåêöèè íà õàðìîíè÷íèòå ôóíêöèè âúðõó õîðäèòå îò ñúîòâåòíèòå ðåãóëÿðíè ñõåìè.

Â ñòàòèÿ [10] ðàçãëåæäàìå ïðåîïðåäåëåíèÿ ñëó÷àé, à èìåííî îáðàáîòêàòà íà
”
òâúð-

äå ãîëÿìî“ êîëè÷åñòâî äàííè, |I| > dimHn, ïî ìåòîäà íà íàé-ìàëêèòå êâàäðàòè.
Äîêàçâàìå äîñòàòú÷íè óñëîâèÿ çà ñúùåñòâóâàíå è åäèíñòâåíîñò íà õàðìîíè÷íèÿ ïî-
ëèíîì,

”
èçãëàæäàù“ äàííèòå ÷ðåç ìåòîäà íà íàé-ìàëêèòå êâàäðàòè. Êîìáèíèðàéêè

òîçè ðåçóëòàò è ðåçóëòàòè îò ñòàòèÿ [6], ðàçðàáîòâàìå åäèí àëãîðèòúì ñ ïðàêòè÷åñ-
êè ïðèëîæåíèÿ. Ðàçãëåæäàìå ñúùî òàêà è èçãëàæäàíå âúðõó ïî-îáùè äàííè, ñúñ-
òîÿùè ñå îò Ðàäîíîâè ïðîåêöèè è ôóíêöèîíàëíè ñòîéíîñòè (ïî ãðàíèöàòà, çà äà íå
ñå íàðóøàâà èäåÿòà íà íåäåñòðóêòèâíîòî âúçñòàíîâÿâàíå). Íàïðàâåíî å ñðàâíèòåëíî
÷èñëåíî èçñëåäâàíå íà ïîäõîäà, èçïîëçâàù ìåòîäà íà íàé-ìàëêèòå êâàäðàòè ñ äâà
äðóãè ìåòîäà çà ðåêîíñòðóêöèÿ â ñëó÷àÿ íà äàííè ñ øóì. Ïîëó÷åíèòå àëãîðèòìè ñà
ðåàëèçèðàíè è ñà ïðåäñòàâåíè ÷èñëåíè åêñïåðèìåíòè.

Ñòàòèèòå [5] è [13] ñà ïîñâåòåíè íà èçâåæäàíå íà êóáàòóðíè ôîðìóëè çà õàðìî-
íè÷íè ôóíêöèè, èçïîëçâàùè èíôîðìàöèÿ îò òèï Ðàäîíîâè ïðîåêöè.

Â ñòàòèÿ [5] êîíñòðóèðàìå êëàñ êóáàòóðíè ôîðìóëè çà õàðìîíè÷íè ôóíêöèè â
åäèíè÷íèÿ êðúã, îñíîâàíè íà ëèíéíèòå èíòåãðàëè ïî 2n+1 ðàçëè÷íè õîðäè. Õîðäèòå
îòñòîÿò íà åäíî è ñúùî ðàçñòîÿíèå t äî íà÷àëîòî è èìàò ðàâíîîòäàëå÷åíè úãëè â
èíòåðâàëà [0, 2π]. Àêî ðàçñòîÿíèåòî t å ïîäõîäÿùî èçáðàíî, òåçè êóáàòóðíè ôîðìóëè
ñà òî÷íè çà âñè÷êè õàðìîíè÷íè ïîëèíîìè îò ñòåïåí äî 4n+1, êîåòî å è ìàêñèìàëíàòà
ïîñòèæèìà ñòåïåí íà òî÷íîñò çà òàêúâ êëàñ îò êóáàòóðíè ôîðìóëè.

Çà õîðäè â ïî-îáùî ïîëîæåíèå - ñ ïðîèçâîëíè úãëè è íà åäíî è ñúùî ðàçñòîÿíèå
îò íà÷àëîòî, ïðåäñòàâÿìå êëàñ îò èíòåðïîëàöèîííè êóáàòóðíè ôîðìóëè, çà êîéòî
ïîêàçâàìå, ÷å ñúâïàäà ñ ïðåäèøíaòa ôîðìóëa â ñëó÷àÿ íà õîðäè ñ ðàâíîîòäàëå÷åíè
úãëè. Çà ñïåöèàëåí ñëó÷àé íà êóáàòóðíà ôîðìóëà îò òîçè êëàñ äàâàìå îöåíêà çà
ãðåøêàòà è ïðåäîñòàâÿìå ÷èñëåíè åêñïåðèìåíòè.

Â ñòàòèÿ [13] êîíñòðóèðàìå êëàñ îò êóáàòóðíè ôîðìóëè çà õàðìîíè÷íà ôóíêöèÿ,
îñíîâàíè íà ñòîéíîñòèòå íà èíòåãðàëè îò ôóíêöèÿòà âúðõó 4n + 2 ðàçëè÷íè õîðäè,
ðàçäåëåíè íà äâå ãðóïè ñ ðàâåí áðîé õîðäè. Õîðäèòå âúâ âñÿêà åäíà îò òåçè ãðóïè
èìàò åäíî è ñúùî ðàçñòîÿíèå äî öåíòúðà íà îêðúæíîñòòà, ñúîòâåòíî t1 è t2, è ðàâíî-
îòäàëå÷åíè úãëè â èíòåðâàëà [0, 2π]. Ïîêàçâàìå, ÷å àêî t1 è t2 ñà èçáðàíè ïîäõîäùî,
ñúîòâåòíèòå êóáàòóðíè ôîðìóëè ñà òî÷íè çà âñè÷êè õàðìîíè÷íè ïîëèíîìè îò ñòåïåí
äî 8n+3. Ïðåäñòàâÿìå è íÿêîè ÷èñëåíè åêñïåðèìåíòè. Òðÿáâà äà îòáåëåæèì, ÷å òîâà
å ïúðâèÿò ðåçóëòàò çà ñõåìè îò õîðäè, êîèòî èìàò ðàçëè÷íè ðàçñòîÿíèÿ äî íà÷àëîòî.
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Ñõåìà îò õîðäè, ñúñòîÿùà ñå îò 2 ìíîæåñòâà îò õîðäè ñ ðàâíîîòäàëå÷åíè úãëè è

ðàçñòîÿíèÿ äî íà÷àëîòî ñúîòâåòíî t1 è t2.

1.3. Àïðîêñèìàöèè, èçïîëçâàùè ðåøåíèÿ íà íåõîìîãåííè ×ÄÓ

Ïî-ãîðå íèå ïðåäïîëàãàõìå õîìîãåííîñò íà ×ÄÓ, êîåòî ôóíêöèÿòà, êîÿòî èñêàìå
äà àïðîêñèìèðàìå ÷ðåç Ðàäîíîâèòå �è ïðîåêöèè, óäîâëåòâîðÿâà. Åñòåñòâåíî å äà ñå
ðàçãëåæäàò àíàëîãè÷íè èíòåðïîëàöèîííè çàäà÷è (÷ðåç äàäåíè ñòîéíîñòè íà Ðàäîíî-
âè ïðîåêöèè) è ïðè íåõîìîãåííè óðàâíåíèÿ, ò.å. ∆u = f , êúäåòî f å äàäåíà ôóíêöèÿ,
äåôèíèðàíà â ðàçãëåæäàíàòà îáëàñò. Òàêèâà ×ÄÓ ìîãàò äà áúäàò òðåòèðàíè ïî ñëåä-
íèÿ íà÷èí: ïúðâî ñå êîíñòðóèðà ÷àñòíî ðåøåíèå uf àïðèîðíî èëè ïðèáëèæåíî; ñëåä
êîåòî, ïîðàäè ëèíåéíîñòòà íà îïåðàòîðà íà Ëàïëàñ ðåøåíèå íà çàäà÷àòà ñå òúðñè
âúâ âèäà u0 + uf , êúäåòî íåèçâåñòíàòà ôóíêöèÿ u0 âå÷å å õàðìîíè÷íà.

Â ñòàòèÿ [4] å ðàçðàáîòåí àëãåáðè÷åí ìåòîä çà ðåêîíñðòóèðàíå íà ôóíêöèè, óäîâ-
ëåòâîðÿâàùè óðàâíåíèåòî íà Ïîàñîí â åäèíè÷íèÿ êðúã ñ ïîëèíîìèàëíà äÿñíà ÷àñò îò
ñòåïåí m. Äàííèòå (îñâåí äÿñíàòà ÷àñò) ñå ñúñòîÿò îò 2n+ 1 ñòîéíîñòè íà Ðàäîíîâè
ïðîåêöèè íà íåèçâåñòíàòà ôóíêöèÿ.

Êàòî ïúðâà ñòúïêà êîíñòðóèðàìå ÷àñòíî ïîëèíîìèàëíî ðåøåíèå uf íà ∆uf = f
â ïîëèíîìèàëíî ïðîñòðàíñòâî îò ñòåïåí m + 2. Òàêà ñâåæäàìå çàäà÷àòà äî èíòåð-
ïîëàöèîííà çàäà÷à (2) çà õàðìîíè÷íà ôóíêöèÿ, êîÿòî ðåøàâàìå â ïðîñòðàíñòâîòî
îò õàðìîíè÷íè ïîëèíîìè Hn, èçïîëçâàéêè ïðåäâàðèòåëíî ðàçðàáîòåí îò íàñ ìåòîä
(ñòàòèÿ [6]). Ïîêàçâàìå, ÷å àêî n ≥ m + 2 èíòåðïîëàíòúò íå çàâèñè îò èçáîðà íà
õîìîãåíèçèðàùèÿ ïîëèíîì uf .

Çà ñïåöèàëíèÿ ñëó÷àé, êîãàòî Ðàäîíîâèòå ïðîåêöèè ñà âçåòè ïî õîðäè, îáðàçóâàùè
ïðàâèëåí èçïúêíàë ìíîãîúãúëíèê, äîêàçâàìå îöåíêà íà ãðåøêàòà, êîÿòî çàâèñè îò
ãëàäêîñòòà íà íåèçâåñòíàòà ôóíêöèÿ ïî ãðàíèöàòà. Îöåíêàòà íà ãðåøêàòà çàâèñè è
îò èçáîðà íà õîìîãåíèçèðàùèÿ ïîëèíîì, íî ñàìî ñ òî÷íîñò äî óìíîæåíèå ñ êîíñòàíòà,
êîeòî íå ïðîìåíÿ àñèìïòîòè÷íîòî ïîâåäåíèå îòíîñíî n.

Òðÿáâà äà îòáåëåæèì, ÷å â ñòàòèèòå íà P. Van Manh7 8 9 ñà èçïîëçâàíè èíòåíçèâíî
ðåçóëòàòèòå íè çà èíòåðïîëèðàíå ñ õàðìîíè÷íè ïîëèíîìè ïî Ðàäîíîâè ïðîåêöèè.
Õàðìîíè÷åíèÿò àíàëîã íà ôîðìóëàòà íà Ìàð çà ïðåñìÿòàíå íà Ðàäîíîâèòå ïðîåêöèè
íà áàçèñíèòå õàðìîíè÷íè ïîëèíîìè è îñíîâíàòà èíòåðïîëàöèîííà òåîðåìà â ñòàòèÿ
[6] äàâàò òëàñúê íà èçñëåäâàíèÿòà â îáëàñòòà.

7Asymptotic behavior of interpolation polynomials of harmonic functions based on Radon projections,
Van Manh, P., Calcolo, 2017, Volume 54, Issue 3, 881�902.

8Harmonic interpolation of Hermite type based on Radon projections in two directions, Van Manh P.,
Journal of Mathematical Analysis and Applications, 2017, Vol. 454(2), 481-501.

9On polynomial interpolation of bivariate harmonic polynomials, Van Manh, P., Comptes Rendus
Mathematique, Ser.I 355, 2017, Elsevier, 28-33.
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2. Àïðîêñèìàöèè ñ íèñúê ðàíã

2.1. Àïðîêñèìàöèè íà ìàòðèöè ñ ìàòðèöè ñ ïî-íèñúê ðàíã.

Êëàñè÷åñêàòà çàäà÷à çà àïðîêñèìèðàíå ñ íèñúê ðàíã å çàäà÷àòà çà àïðîêñèìèðàíå
íà äàäåíà ìàòðèöà êîëêîòî å âúçìîæíî ïî-äîáðå ÷ðåç ìàòðèöà ñúñ ñúùàòà ðàçìåð-
íîñò, íî ñ ïî-íèñúê ðàíã. Îòãîâîðúò íà òàçè çàäà÷à çà àïðîêñèìèðàíå ñ ïî-íèñúê ðàíã
è çà íàé-äîáðîòî ïðèáëèæåíèå â ñïåêòðàëíà íîðìà ñå äàâà îò òåîðåìàòà íà Åêàðò-
Éàíã10. Ãðåøêàòà íà íàé-äîáðîòî ïðèáëèæåíèå å òÿñíî ñâúðçàíà ñúñ ñèíãóëÿðíèòå
ñòîéíîñòè íà ðàçãëåæäàíàòà ìàòðèöà.

Ìíîãî ìàëêî å èçâåñòíî çà àïðîêñèìèðàíåòî íà ìàòðèöè ñ òàêèâà ñ ïî-íèñúê
ðàíã çà íîðìè, ðàçëè÷íè îò ñïåêòðàëíàòà. Íÿêîè ðåçóëòàòè, îòíàñÿùè ñå çà êëàñ îò
åëåìåíòíè íîðìè ñà äàäåíè íåîòäàâíà â ñòàòèÿ îò A. Pinkus11. Çà òîçè êëàñ íîðìè
Pinkus ïîêàçâà, ÷å ìàòðèöàòà íà íàé-äîáðî ïðèáëèæåíèå ñúâïàäà ñ îðèãèíàëíàòà
ìàòðèöà â îïðåäåëåí áðîé ðåäîâå è ñòúëáîâå.

Â ñòàòèÿ [1] èçâåæäàìå àíàëîçè íà íÿêîè îò ðåçóëòàòèòå íà Pinkus çà ñëó÷àÿ íà
àïðîêñèìèðàíå â åëåìåíòíà ìàêñèìóì íîðìà. Â ïðîöåñà íà ðàáîòà îáîáùàâàìå åäèí
îñíîâåí ðåçóëòàò íà Pinkus îò 2012 ã. è ãî äîêàçâàìå, èçïîëçâàéêè ñàìî äîáðå èçâåñò-
íè ôóíäàìåíòàëíè ðåçóëòàòè îò òåîðèÿ íà àïðîêñèìàöèèòå, äîêàòî Pinkus èçïîëçâà
èíòåíçèâíî òåîðèÿòà íà n-widths â äîêàçàòåëñòâîòî ñè. Îñíîâàâàéêè ñå íà òîçè ïî-
îáù ðåçóëòàò, îïèñâàìå ãðåøêàòà íà íàé-äîáðî ïðèáëèæåíèå íà ìàòðèöà ñ ìàòðèöà
îò ðàíã ñ åäèíèöà ïî-ìàëúê è äàâàìå õàðàêòåðèçàöèÿ íà ìàòðèöàòà íà íàé-äîáðî
ïðèáëèæåíèå. Ìàðèöàòà íà ãðåøêàòà èìà ñâîéñòâîòî åêâèîñöèëàöèÿ. Çà ñëó÷àÿ íà
èíòåðïîëèðàíå ñ ìàòðèöè ñ ïðîèçâîëåí ðàíã, äàâàìå îöåíêè íà íàé-äîáðîòî ïðèáëè-
æåíèå îòãîðå è îòäîëó â òåðìèíèòå íà íÿêîè ïîäìàòðèöè ñ ½ìàêñèìàëåí îáåì�.

Èëþñòðèðàìå ïîëó÷åíèòå ðåçóëòàòè çà ïðîñòèÿ ñëó÷àé îò ìàòðèöè 2×2 è äàâàìå
ïðîñòî ïðåäñòàâÿíå îò çàòâîðåí òèï íà ãðåøêàòà íà íàé-äîáðîòî ïðèáëèæåíèå.

2.2. Àïðîêñèìàöèè ñ íèñúê ðàíã, èçïîëçâàùè ñïëàéíè.

Àïðîêñèìàöèèòå íà ìàòðèöè è òåíçîðè ñ òàêèâà îò ïî-íèñúê ðàíã å áúðçî ðàç-
âèâàùà ñå îáëàñò, êîÿòî ñå èçïîëçâà óñïåøíî â ìíîãî çàäà÷è îò ÷èñëåíèÿ àíàëèç è
ïðèëîæåíèÿ. Òàêèâà ìåòîäè ñà èíòåíçèâíî èçñëåäâàíè â ëèòåðàòóðàòà.

Èçó÷àâàìå àïðîêñèìèðàíå ñ íèñúê ðàíã â ïðîñòðàíñòâà îò òåíçîðíè ïðîèçâåäå-
íèÿ íà ñïëàéíè. Òàêèâà ïðîñòðàíñòâà ñå èçïîëçâàò èíòåíçèâíî â Èçîãåîìåòðè÷íèÿ
àíàëèç (IGA). IGA å ìåòîä çà äèñêðåòèçàöèÿ íà ÷àñòíè äèôåðåíöèàëíè óðàâíåíèÿ,
ðàçðàáîòåí îò Thomas J. R. Hughes ïðåç 2005 ã.. Òîé ñå îñíîâàâà íà èäåÿòà, ÷å ñòàí-
äàðòíîòî ïðåäñòàâÿíå íà ãåîìåòðèèòå îò èíäóñòðèàëíèòå CAD ñèñòåìè, êîåòî å â

10C. Eckart, G. Young, The approximation of one matrix by another of lower rank, Psychometrika,
1936, 1(3), 211�218.

11A. Pinkus, On best rank n matrix approximations, Linear Algebra and its Applications, 2012, 437(9),
2179�2199.
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òåðìèíèòå íà ïðîñòðàíñòâà îò òåíçîðíè ïðîèçâåäåíèÿ íà ñïëàéíè, òðÿáâà äà ñå èç-
ïîëçâà äèðåêòíî â àíàëèçà, à ñúùî òàêà ðåøåíèÿòà òðÿáâà äà áúäàò ïðåäñòàâåíè â
òàêèâà ïðîñòðàíñòâà. Òîçè ïîäõîä ñòàâà âñå ïî-ïîïóëÿðåí ïðåç ïîñëåäíîòî äåñåòèëå-
òèå.

Â [2] ðàçãëåæäàìå åäèí àëãîðèòúì çà àïðîêñèìèðàíå íà ôóíêöèè íà äâå ïðîìåí-
ëèâè ÷ðåç ½ñïëàéíè ñ íèñúê ðàíã� � ñóìè íà òåíçîðíè ïðîèçâåäåíèÿ íà åäíîìåðíè
ñïëàéíè. Íàøèÿò ïîäõîä å ìîòèâèðàí îò òàêà íàðå÷åíèÿ Adaptive Cross Approximation
(ACA) àëãîðèòúì12 çà àïðîêñèìèðàíå íà ìàòðèöè ñ òàêèâà îò ïî-íèñúê ðàíã è îò
ñêîðîøíîòî ðàçøèðåíèå â äâóìåðíèÿ ñëó÷àé íà ïàêåòà chebfun13 çà àïðîêñèìàöèè ñ
íèñúê ðàíã íà ôóíêöèè íà äâå ïðîìåíëèâè. Ïîëó÷åíèòå àïðîêñèìàíòè ñ íèñúê ðàíã
ïðèíàäëåæàò íà ïðîñòðàíñòâîòî îò òåíçîðíè ïðîèçâåäåíèÿ íà ñïëàéíè, íî ïî ïðèí-
öèï èçèñêâàò ñúõðàíåíèåòî íà ìíîãî ïî-ìàëêî êîåôèöèåíòè, îòêîëêîòî îáèêíîâåíî
ñà íåîáõîäèìè çà ñúõðàíåíèåòî íà àïðîêñèìàíòèòå îò öÿëîòî ïðîñòðàíñòâîòî îò òåí-
çîðíè ïðîèçâåäåíèÿ íà ñïëàéíè. Àíàëèçèðàëè ñìå ñëîæíîñòòà íà íàøèÿ àëãîðèòúì
è ïîêàçâàìå, ÷å òîé ìîæå äà áúäå åôåêòèâíî ðåàëèçèðàí, èçïîëçâàéêè ACA àëãîðè-
òúìà çà ìàòðèöè ñ ïúëíî ½ïèâîòèðàíå� èëè ½ïèâîòèðàíå ïî ðåäîâå�. Êà÷åñòâîòî íà
àïðîêñèìàöèÿ å çàäîâîëèòåëíî áëèçêî äî íàé-äîáðàòà àïðîêñèìàöèÿ ñ íèñúê ðàíã,
êîÿòî èçïîëçâà ïàðöèàëíè ñóìè íà äåêîìïîçèöèÿòà ïî ñèíãóëÿðíè ñòîéíîñòè. Íàøè-
ÿò àëãîðèòúì âîäè äî äðàñòè÷íè èêîíîìèè, â ñðàâíåíèå ñ àïðîêñèìàöèÿòà â öÿëîòî
ïðîñòðàíñòâî îò òåíçîðíè ïðîèçâåäåíèÿ íà ñïëàéíè. Ïîêàçâàìå, ÷å êîãàòî àïðîêñè-
ìàðàìå ñúñ ½ñïëàéíè ñ íèñúê ðàíã� ìîæåì äà ïîñòèãíåì ãðåøêà íà àïðîêñèìàöèÿ
áëèçêà äî O(n−(p+1)), êúäåòî n å áðîÿ íà ñòåïåíèòå íà ñâîáîäà, à p å ñòåïåíòà íà
ñïëàéíèòå, äîêàòî ïðè àïðîêñèìèðàíå â öÿëîòî ïðîñòðàíñòâî îò òåíçîðíè ñïëàéíè
íà d ïðîìåíëèâè, íàé-äîáðàòà ãðåøêà, íà êîÿòî ìîæåì äà ñå íàäÿâàìå å O(n−(p+1)/d).

Íåùî ïîâå÷å, àíàëèçúò íà ñëîæíîñòòà ïîêàçâà, ÷å àëãîðèòúìúò å ëèíååí ïî îò-
íîøåíèå áðîÿ íà ñòåïåíèòå íà ñâîáîäà ïî ðåäîâå, êîãàòî èçïîëçâàìå ïèâîòèðàíå ïî
ðåäîâå. Òîâà íè äàâà âúçìîæíîñò äà ðåøàâàìå ìíîãî ãîëåìè àïðîêñèìàöèîííè çàäà-
÷è, çà êîèòî àïðîêñèìàíòèòå îò ïðîñòðàíñòâîòî îò òåíçîðíè ïðîèçâåäåíèÿ íà ñïëàéíè
âå÷å íå áèõà ìîãëè äà áúäàò çàïàçåíè â ïàìåòòà è/èëè áè áèëî ïðåêàëåíî ñêúïî äà
áúäàò ïðåñìåòíàòè, ñòèãà ðàíãúò äà å îòíîñèòåëíî ìàëúê.

Äåìîíñòðèðàëè ñìå àïðîêñèìàöèîííèòå êà÷åñòâà íà íàøèÿ àëãîðèòúì ñ íÿêîëêî
÷èñëåíè åêñïåðèìåíòà. Â ÷àñòíîñò âèæäàìå, ÷å èçïîëçâàíåòî íà ïèâîòèðàíå ïî ðåäî-
âå, êîåòî å ìíîãî ïî-áúðçî çà çàäà÷è ñ ãîëÿìà ðàçìåðíîñò, íå óâåëè÷àâà ñúùåñòâåíî
ãðåøêàòà íà àïðîêñèìàöèÿ.

Àëãîðèòúìúò èìà èíòåðåñíè ïðèëîæåíèÿ â áóðíî ðàçâèâàùàòà ñå îáëàñò íà èçî-
ãåîìåòðè÷íèÿ àíàëèç, êàêòî êàòî ñõåìà çà êîìïðåñèðàíå íà äàííè, òàêà è çà ðàçðà-
áîòâàíå íà áúðçè ñîëâúðè çà ÷àñòíè äèôåðåíöèàëíè óðàâíåíèÿ.

12Ì. Bebendorf, Hierarchical Matrices, Lecture Notes in Computational Science and Engineering, Vol.
63, Springer Berlin Heidelberg 2008.

13A. Townsend, L. N. Trefethen, An extension of Chebfun to two dimensions, SIAM Journal on Scienti�c
Computing, 2013, 35(6), 495�518.
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3. Äðóãè

Â ñòàòèÿ [8] å ïðåäëîæåí å òåîðåòè÷åí ìîäåë çà èç÷èñëÿâàíå íà ïðîôèëà íà íàïðå-
æåíèåòî, ïîëó÷åíî ïðè ïîâúðõíîñòíà êðèñòàëèçàöèÿòà. Èçñëåäâàíà å çàâèñèìîñòòà
íà ïðîìÿíàòà íà ïðîôèëà íà ðàçïðåäåíèå íà íàïðåæåíèåòî îò ðàçìåðà íà çúðíàòà.
Íàïðèìåð, ïîêàçâàìå, ÷å çà ìàëêè çúðíà ïðîôèëúò íà íàïðåæåíèåòî èìà ìàêñèìóì
â öåíòúðà íà çúðíîòî, êîåòî ìîæå äà äîâåäå äî îáðàçóâàíå íà ïîðà â öåíòúðà çà çúð-
íîòî. Çà ãîëåìè çúðíà èìà äâà ìàêñèìóìà íà ïðîôèëà íà íàïðåæåíèå è òå ñà áëèçî
äî ñòåíèòå íà ðàñòÿùèÿ îò ïîâúðõíîñòòà êðèñòàëåí ôðîíò. Ìàòåìàòè÷åñêèÿò ìîäåë å
ðàçðàáîòåí è âåðèôèöèðàí ñúâìåñòíî ñ êîëåãè îò Èíñòèòóòà ïî ôèçèêîõèìèÿ - ÁÀÍ.
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