
1Äî Íàó÷íèÿ ñúâåòíà Èíñòèòóòà ïî ìàòåìàòèêàè èí�îðìàòèêà íà ÁÀÍÑÒÀÍÎÂÈÙÅîò: ïðî�. äìí �åíî Íèêîëîâ, Ôàêóëòåò ïî ìàòåìàòèêà è èí�îðìàòèêàíà ÑÓ �Ñâ. Êëèìåíò Îõðèäñêè �çà äèñåðòàöèîííèÿ òðóä íà Èâàí Èâàíîâ �àäæåâ�Õàðàêòåðèçàöèÿ íà ïðèáëèæåíèÿòà ñ îïåðàòîðè íà Áàñêàêîâ è íàÌàéåð-Êüîíèã è Öåëåð�çà ïðèñúæäàíå íà îáðàçîâàòåëíàòà è íàó÷íà ñòåïåí Äîêòîðïî íàó÷íà ñïåöèàëíîñò Ìàòåìàòè÷åñêè àíàëèçÏðåäñòàâåíèÿò äèñåðòàöèîíåí òðóä Õàðàêòåðèçàöèÿ íà ïðèáëèæåíèÿòà ñ îïåðà-òîðè íà Áàñêàêîâ è íà Ìàéåð-Êüîíèã è Öåëåð å ñ îáåì 106 ñòðàíèöè è ñå ñúñòîè îòóâîä, òðè ãëàâè è ñïèñúê íà öèòèðàíàòà ëèòåðàòóðà âêëþ÷âàù 54 çàãëàâèÿ.Îñíîâíà çàäà÷à â òåîðèÿòà íà àïðîêñèìàöèèòå å äàäåíà �óíêöèÿ f äà ñå çàìåíèñ ïî-ïðîñòè �óíêöèè îò äàäåí êëàñ (àëãåáðè÷íè, òðèãîíîìåòðè÷íè, åêñïîíåíöèàëíèïîëèíîìè, ðàöèîíàëíè �óíêöèè, ñïëàéí-�óíêöèè, óåéâëåòè, è äð.), êîèòî äà ñà áëèçêèäî íåÿ â íÿêàêúâ ñìèñúë, íàïðèìåð ðàçëèêàòà. Íàé-÷åñòî ìÿðêà çà áëèçîñò å ïîäõîäÿùàíîðìà íà ðàçëèêàòà íà f è ïðèáëèæàâàùàòà �óíêöèÿ. Âàæíè âúïðîñè ñà: 1) çà äàäåíàïðîêñèìàöèîíåí ïðîöåñ (äå�èíèðàí, íàïðèìåð, îò ðåäèöà îò ëèíåéíè îïåðàòîðè) äàñå îöåíè ñêîðîñòòà íà ñõîäèìîñò ïðè ïðåäïîëîæåíèå, ÷å ïðèáëèæàâàíèòå �óíêöèèïðèíàäëåæàò íà äàäåí êëàñ, è 2) çíàåéêè ñêîðîñòòà íà ñõîäèìîñò íà àïðîêñèìàöèîííèÿïðîöåñ çà äàäåíà �óíêöèÿ, äà ñå íàïðàâÿò èçâîäè çà íåéíàòà ãëàäêîñò. �åçóëòàòèòå îòïúðâèÿ òèï ñå íàðè÷àò ïðàâè òåîðåìè (òåîðåìè îò òèï íà Äæåêñúí), à îò âòîðèÿ òèï- îáðàòíè òåîðåìè (òåîðåìè îò òèï íà Áåðíùàéí), íà èìåíàòà íà ïúðâèòå àâòîðè íàòàêèâà ðåçóëòàòè.Èìåííî ñ ïîëèíîìèòå âúâåäåíè îò Ñ. Í. Áåðíùàéí ñà ñâúðçàíè íÿêîè îò ïúðâèòå ðå-çóëòàòè â òåîðèÿ íà àïðîêñèìàöèèòå, â ÷àñòíîñò ñ òÿõ ñå äàâà åäíî îò äîêàçàòåëñòâàòàíà òåîðåìàòà íà Âàéåðùðàñ çà ãúñòîòàòà íà ìíîæåñòâîòî îò àëãåáðè÷íèòå ïîëèíîìè âêëàñà îò íåïðåêúñíàòèòå �óíêöèè âúðõó êðàåí çàòâîðåí èíòåðâàë. Ïî-êúñíî Ï. Êîðîâ-êèí îáîáùàâà ðåçóëòàòà íà Áåðíùàéí çà ðåäèöè îò ëèíåéíè ïîëîæèòåëíè îïåðàòîðè.Â òåçè êëàñè÷åñêè ïðàâè òåîðåìè îöåíêàòà íà ãðåøêàòà íà ïðèáëèæåíèå å â òåðìèíèòåíà êëàñè÷åñêèÿ ìîäóë íà íåïðåêúñíàòîñò íà �óíêöèÿòà f çà èíòåðâàë [a, b],
ω(f ; δ) := sup{|f(x)− f(y)| : x, y ∈ [a, b], |x− y| ≤ δ) .Ïðåç 30-òå ãîäèíè íà ìèíàëèÿ âåê Å. Âîðîíîâñêàÿ ïîêàçâà, ÷å ñêîðîñòòà íà ïðèá-ëèæåíèå ñ ïîëèíîìèòå íà Áåðíùàéí å îãðàíè÷åíà, íåçàâèñèìî îò ãëàäêîñòòà íà ïðèá-ëèæàâàíàòà �óíêöèÿ: àêî f å îãðàíè÷åíà â [0, 1], äè�åðåíöèðóåìà â îêîëíîñò íà òî÷êà
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2ò.å., íåçàâèñèìî îò ãëàäêîñòòà íà f , àêî íå å ëèíåéíà �óíêöèÿ, ïîðÿäúêúò íà ïðèáëè-æåíèå ñ ïîëèíîìèòå íà Áåðíùàéí å 1/n. Ïîëó÷åíèòå ïî-êúñíî ïðàâè è îáðàòíè òåîðåìèâ òåîðèÿòà íà àïðîêñèìàöèèòå èçïîëçâàò ïî-ïðåöèçíè õàðàêòåðèñòèêè íà ïðèáëèæàâà-íèòå �óíêöèè, à èìåííî ðàçëè÷íè ìîäóëè íà ãëàäêîñò îò ïî-âèñîê ðåä, êàòî åäíè îòíàé-øèðîêî èçïîëçâàíèòå ñà ìîäóëèòå íà Äèöèàí è Òîòèê, âúâåäåíè ïðåç 80-òå ãîäèíèíà ìèíàëèÿ âåê. Îêàçâà ñå, ÷å ïî-óäîáíè çà äîêàçâàíåòî íà òàêèâà òåîðåìè ñå ÿâÿâàòâúâåäåíèòå ïðåç 1963ã. îò J. Petre K-�óíêöèîíàëè. Çà äâå Áàíàõîâè ïðîñòðàíñòâà X0è X1, X1 ⊂ X0, K-�óíêöèîíàëúò çà f ∈ X0 ñå çàäàâà ïîñðåäñòâîì
K(f, t) := K(f, t;X0, X1) := inf

g∈X1

{||f − g||X0
+ t ||g||X1

} t ≥ 0(âìåñòî íîðìà, ÷åñòî ñå èçïîëçâà ïîëóíîðìà â X1, è ñå èçîñòàâÿ èçèñêâàíåòî çà âëàãàíåíà X1 â X0). Ôàêòúò, êîéòî ïðàâè K-�óíêöèîíàëèòå øèðîêî ïðèëîæèìè çà äîêàçâàíåíà àïðîêñèìàöèîííè òåîðåìè, å ÷å òå ñå îêàçâàò åêâèâàëåíòíè íà ïîäõîäÿùè ìîäóëèíà ãëàäêîñò (åêâèâàëåíòíîñòòà ñå èçðàçÿâà â äâóñòðàííà îãðàíè÷åíîñò íà ÷àñòíîòî èìñ ïîëîæèòåëíè êîíñòàíòè).Â åäíà ðàáîòà îò 1993 ã. Ç. Äèöèàí è Ê. Èâàíîâ ïðåäëàãàò êëàñè�èêàöèÿ îò 4 òèïàîáðàòíè íåðàâåíñòâà (A, B, C, è D) çà äàäåí àïðîêñèìàöèîíåí ïðîöåñ, êàòî ñúùåâðåìåí-íî ðàçðàáîòâàò ìåòîä çà ïîëó÷àâàíå íà òàêèâà ðåçóëòàòè. Ïàê òàì, àâòîðèòå äîêàçâàòñèëíî îáðàòíî îáðàòíî íåðàâåíñòâî îò òèï B çà ïðèáëèæåíèÿòà ñ îïåðàòîðèòå íà Áåð-íùàéí, è èçêàçâàò õèïîòåçàòà, ÷å âåðîÿòíî å èçïúëíåíî è ñèëíî îáðàòíî íåðàâåíñòâîîò òèï A. Òàçè õèïîòåçà å äîêàçàíà îò íåçàâèñèìî îò Òîòèê è îò Êíîîï è Æîó, ñ êîåòîå äîêàçàíà ïúëíàòà åêâèâàëåíòíîñò íà ãðåøêàòà íà ïðèáëèæåíèÿòà ñ îïåðàòîðèòå íàÁåðíùàéí è ñúîòâåòíèÿ K-�óíêöèîíàë Kφ(f, t), êúäåòî φ(x) = x(1 − x),
Kφ(f, t

2) := inf
g

{

||f − g||+ t2||φ g′′|| : g, g′′ ∈ ACloc
}è íîðìàòà å ðàâíîìåðíàòà â I = (0, 1). Ñòàòèÿòà íà Äèöèàí è Èâàíîâ äàâà ñèëåíòëàñúê çà ïîëó÷àâàíåòî îò ðåäèöà àâòîðè íà ðàçëè÷íè ïðàâè è îáðàòíè òåîðåìè çàïðèáëèæåíèÿ ñ àïàðàòà íà êëàñè÷åñêè ëèíåéíè îïåðàòîðè.Êàêòî å âèäíî îò çàãëàâèåòî, ïðåäìåò íà äèñåðòàöèîííèÿ òðóä íà Èâàí �àäæåâñà ïðèáëèæåíèÿòà ñ îïåðàòîðèòå íà Áàñêàêîâ, Ìåéåð-Êüîíèã è Öåëåð. Îïåðàòîðúò íàÁàñêàêîâ Vn ñå äå�èíèðà çà �óíêöèè îò C[0,∞) ïîñðåäñòâîì
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.Ïðåäìåò íà �ëàâà 1 îò äèñåðòàöèÿòà å óñòàíîâÿâàíå íà åêâèâàëâíòíîñò ìåæäó ãðåøêà-òà íà ïðèáëèæåíèå ||Vnf − f || è ïîäõîäÿù K-�óíêöèîíàë Kψ(f,

1

n
) (è ñúñ ñúîòâåòíèÿìîäóë íà ãëàäêîñò íà Äèöèàí è Òîòèê îò âòîðè ðåä). Òîçè ðåçóëòàò å ñúäúðæàíèåòî íàÒåîðåìà 5 îò äèñåðòàöèÿòà. Ïðàâàòà òåîðåìà çà ïðèáëèæåíèÿ ñ òåçè îïåðàòîðè å äîêà-çàíà â ìîíîãðà�èÿòà íà Äèöèàí è Òîòèê. Çà äîêàçâàíåòî íà ñèëíî îáðàòíî íåðàâåíñòâîîò òèï A çà ïðèáëèæåíèÿòà ñ òåçè îïåðàòîðè ñå èçïîëçâà ìåòîäúò ïðåäëîæåí îò Äèöè-àí è Èâàíîâ. Ñëåäâà äà ñå îòáåëåæè, ÷å ïðè ðåàëèçàöèÿòà íà òîçè ïëàí äèñåðòàíòúò åïîëó÷èë ðåçóëòàòè, êîèòî èìàò è ñàìîñòîÿòåëíî çíà÷åíèå. Ïî-òî÷íî, äîêàçàòåëñòâîòîïðåìèíàâà ïðåç óñòàíîâÿâàíåòî íà íåðàâåíñòâî îò òèï íà Âîðîíîâñêàÿ çà êëàñè÷åñêèÿîïåðàòîð íà Áàñêàêîâ, è íåðàâåíñòâî îò òèï íà Áåðíùàéí çà èòåðèðàíèòå îïåðàòîðèíà Áàñêàêîâ (Òåîðåìè 6 è 7 îò äèñåðòàöèÿòà), äîêàçàíè ñúùî â òàçè ãëàâà. Ïóáëèêà-öèÿòà [22℄ íà äèñåðòàíòà, êîÿòî å ñúäúðæàíèåòî íà ïúðâàòà ãëàâà íà äèñåðòàöèÿòà, å ñîáåì îò 46 ñòðàíèöè, êîåòî å åäíî êîñâåíî äîêàçàòåëñòâî çà ïðåîäîëåíèòå çíà÷èòåëíè



3òåõíè÷åñêè òðóäíîñòè îò Èâàí �àäæåâ. Ñëåäâà äà ñå îòáåëåæè ñúùî, ÷å ðåçóëòàòúò âÒåîðåìà 5 îñòàâà â ñèëà è àêî n ñå èíòåðïðåòèðà êàòî ïàðàìåòúð ïðèåìàù ïîëîæèòåë-íè ñòîéíîñòè (à íå êàòî åñòåñòâåíî ÷èñëî), ïðè êîåòî �àêòîðèåëèòå â äå�èíèöèÿòà íàáàçèñíèòå �óíêöèè ñå çàìåñòâàò ñúñ ñúîòâåòíè ñòîéíîñòè íà ãàìà-�óíêöèÿòà.Âòîðàòà ãëàâà îò äèñåðòàöèîííèÿ òðóä íà Èâàí �àäæåâ å ïîñâåòåíà íà ïðèáëèæåíèÿñ òåãëà ñ îïåðàòîðèòå íà Áàñêàêîâ. Àêöåíòúò òóê å âúðõó òàêà íàðå÷åíèòå åñòåñòâåíèòåãëà çà ðåäèöà îò ëèíåéíè îïåðàòîðè {Qn} â äàäåíà íîðìà, êîíöåïöèÿ, âúâåäåíà íàñ-êîðî îò Ê. Èâàíîâ: òîâà ñà òàêèâà òåãëà w, çà êîèòî íîðìàòà íà ãðåøêàòà ||w(f−Qnf)||äîïóñêà ñúîòâåòñòâóâàùè ñè ïðàâè è ñèëíè îáðàòíè íåðàâåíñòâà çà íàé-øèðîêèÿ êëàñîò �óíêöèè f , çà êîèòî Qnf å äå�èíèðàí. Ê. Èâàíîâ ïîêàçâà, ÷å åñòåñòâåíèòå òåãëà îòòèï íà ßêîáè, w(x) = xγ0(1− x)γ1 çà ïðèáëèæàâàíå ñ ïîëèíîìèòå íà Áåðíùàéí â [0, 1]ñà çà γ0, γ1 ∈ [−1, 0]. Çà ïðèáëèæåíèÿ â èíòåðâàëà [0,∞) ñå ðàçãëåæäàò òåãëà îò âèäà
w(x) = xγ0(1 + x)γ∞ .Îñíîâíèÿò ðåçóëòàò òóê å Òåîðåìà 9, â êîÿòî å óñòàíîâåíà ïúëíàòà åêâèâàëåíòíîñòíà ãðåøêàòà íà ïðèáëèæåíèÿòà ñ îïåðàòîðèòå íà Áàñêàêîâ ñ òåãëà îò ãîðíèÿ âèä ïðè

γ0 ∈ [−1, 0] è γ∞ ∈ R è ñúîòâåòíèÿ K-�óíêöèîíàë ñ òåãëî çà íàé-øèðîêèÿ åñòåñòâåíêëàñ îò �óíêöèè,
f ∈ C(w)[0,∞) +W 2(wψ)[0,∞) , ψ(x) = x(1 + x) ,ò.å., åñòåñòâåíèòå òåãëà â òîçè ñëó÷àé ñà w(x) = xγ0(1 + x)γ∞ , γ0 ∈ [−1, 0], γ∞ ∈ R.Äðóãè ðåçóëòàòè â òàçè ãëàâà ñà òåîðåìà îò òèï íà Âîðîíîâñêàÿ çà òåãëîâè ïðèá-ëèæåíèÿ ñ îïåðàòîðèòå íà Áàñêàêîâ, è íåðàâåíñòâî îò òèï íà Áåðíùàéí çà òåãëîâèïðèáëèæåíèÿ ñ èòåðèðàíèÿ îïåðàòîð íà Áàñêàêîâ (Òåîðåìà 10 è 11 îò äèñåðòàöèÿòà).�åçóëòàòèòå îò òàçè ãëàâà ñå îñíîâàâàò íà ïóáëèêàöèÿòà [21℄ íà äèñåðòàíòà.�ëàâà òðåòà îò äèñåðòàöèÿòà å ïîñâåòåíà íà àïðîêñèìàöèÿ ñ îïåðàòîðèòå íà Ìàéåð-Êüîíèã è Öåëåð, êîèòî ñå çàäàâàò çà �óíêöèè äå�èíèðàíè â èíòåðâàëà [0, 1) ïîñðåäñ-òâîì
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xk(1− x)n+1 .Ñ ïîäõîäÿùà ñìÿíà íà ïðîìåíëèâàòà èçó÷àâàíåòî íà ïðèáëèæåíèÿòà ñ òåçè îïåðàòîðèìîæå äà ñå ñâåäå êúì èçó÷àâàíå íà ïðèáëèæåíèÿ ñ îïåðàòîðèòå íà Áàñêàêîâ ñ òåãëî.Äèñåðòàíòúò å åêñïëîàòèðàë òîçè �àêò çà äà ïîëó÷è ïðàâè è ñèëíè îáðàòíè íåðàâåí-ñòâà îò òèï À çà ïðèáëèæåíèÿòà ñ îïåðàòîðèòå íà Ìàéåð-Êüîíèã è Öåëåð ñúñ è áåçòåãëî (Òåîðåìè 8 è 12 îò äèñåðòàöèîííèÿ òðóä).�åçóëòàòèòå îò äèñåðòàöèÿòà ñà îòðàçåíè â 4 ñàìîñòîÿòåëíè ñòàòèè íà äèñåðòàíòà.Åäíà îò òÿõ å â ïðåïðèíò íà ÈÌÈ, åäíà å ïóáëèêóâàíà â ñïèñàíèå èçäàâàíî ó íàñSerdi
a Math. J., åäíà å â J. Math. Anal. Appl. (ñ èìïàêò �àêòîð 1.119 çà 2013ã.), è åäíàå ïðèåòà çà ïå÷àò â Math. Ineq. Appl. (ñ èìïàêò �àêòîð 0.485 çà 2013ã.). Íå íàìåðèõöèòèðàíèÿ íà òåçè ïóáëèêàöèè, êîåòî å îáÿñíèìî ñ �àêòà, ÷å òå ñà îò 2014 - 2015 ã.Àâòîðå�åðàòúò íà äèñåðòàöèîííèÿ òðóä å â îáåì îò 22 ñòðàíèöè, è îòðàçÿâà ïðà-âèëíî ñúäúðæàíèåòî íà äèñåðòàöèÿòà. Ñúùîòî âàæè è çà ïðèëîæåíàòà Ñïðàâêà çàïðèíîñèòå íà äèñåðòàöèÿòà è ïóáëèêàöèèòå. Îòáåëÿçâàì íåñúîòâåòñòâèå ìåæäó ñïè-ñúöèòå ñ öèòèðàíàòà ëèòåðàòóðà â àâòîðå�åðàòà è äèñåðòàöèÿòà, êàêòî è â íîìåðàöèÿòàíà òåîðåìèòå íà äâåòå ìåñòà.



44. Çàêëþ÷åíèå.Äèñåðòàöèîííèÿò òðóä �Õàðàêòåðèçàöèÿ íà ïðèáëèæåíèÿòà ñ îïåðàòîðè íà Áàñêà-êîâ è íà Ìàéåð-Êüîíèã è Öåëåð� íà Èâàí Èâàíîâ �àäæåâ îòãîâàðÿ íàïúëíî íà èçèñêâà-íèÿòà íà Ç�ÀÑ�Á è íà Ïðàâèëíèêà íà ÈÌÈ - ÁÀÍ çà ïðèäîáèâàíå íà îáðàçîâàòåëíàòàè íàó÷íà ñòåïåí Äîêòîð. Äèñåðòàíòúò å ïîëó÷èë çàäúëáî÷åíè ïîçíàíèÿ çà êëàñè÷åñêèè çà ñúâñåì íîâè ðåçóëòàòè â åäíà îáëàñò îò ìàòåìàòèêàòà, â êîÿòî èìà óòâúðäåíàáúëãàðñêà øêîëà. Òåçè ñâîè ïîçíàíèÿ òîé å ïðèëîæèë çà ïîëó÷àâàíå íà çíà÷èìè ðå-çóëòàòè õàðàêòåðèçèðàùè ïðèáëèæåíèÿòà ñ îïåðàòîðèòå íà Áàñêàêîâ è Ìàéåð-Êüîíèãè Öåëåð. Ïðè äîêàçàòåëñòâîòî íà òåçè ðåçóëòàòè Èâàí �àäæåâ å ïðîÿâèë óìåíèå èèçîáðåòàòåëíîñò è å ïðåîäîëÿë çíà÷èòåëíè òåõíè÷åñêè òðóäíîñòè.Âúç îñíîâà íà èçëîæåíîòî ïî-ãîðå óáåäåíî ïðåïîðú÷âàì íà óâàæàåìèÿÍàó÷åí Ñúâåò íà ÈÌÈ íà ÁÀÍ äà ïðèñúäè íà Èâàí Èâàíîâ �àäæåâ îáðà-çîâàòåëíàòà è íàó÷íà ñòåïåí �Äîêòîð� ïî íàó÷íàòà ñïåöèàëíîñò �Ìàòåìàòè-÷åñêè àíàëèç�.Ñî�èÿ, 31 ìàé, 2015 ã. Ïîäïèñ íà ðåöåíçåíòà: (ïðî�. äìí �åíî Íèêîëîâ)


