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1 Âúâåäåíèå

Íàñòîÿùèÿò òðóä ðàçãëåæäà ìîäåëíà çàäà÷à, îïèñâàùà ïîâåäåíè-
åòî íà ñàìîòíà âúëíà â ïëèòêè âîäè, äâèæåùà ñå â ïðàâîúãúëåí
êàíàë. Ìàòåìàòè÷åñêèÿò ìîäåë å îòêðèò ïúðâîíà÷àëíî îòÆîçåô
Áóñèíåñê, âàæè çà äúëãè íåëèíåéíè âúëíè è å èçâåñòåí ñ òîâà, ÷å
íåëèíåéíîñòòà è äèñïåðñèÿòà èçïàäàò â ñàìîáàëàíñèðàùî ñå ñúñ-
òîÿíèå [1, 2]. Ïðîô. Õðèñòî Õðèñòîâ [3] èçâåæäà êëàñ îò âúëíîâè
óðàâíåíèÿ, áàçèðàíè íà ïðåäõîäíèòå äâå ðàáîòè è åäíî îò òÿõ å
íàðå÷åíî ½Ïàðàäèãìàòè÷íî óðàâíåíèå íà Áóñèíåñê� (ÏÓÁ):

utt −∆u− β1∆utt + β2∆2u+ ∆f(u) = 0 ïðè (x, y) ∈ R2, t ∈ R+,
(1)

u(x, y, 0) = u0(x, y), ut(x, y, 0) = u1(x, y) ïðè (x, y) ∈ R2,

u(x, y, t)→ 0,∆u(x, y, t)→ 0, ïðè
√
x2 + y2 →∞, (2)

êúäåòî f(u) = αu2, α > 0 å àìïëèòóäàòà, β1 > 0, β2 > 0 ñà
äèñïåðñèîííè ïàðàìåòðè, à ∆ å îïåðàòîðúò íà Ëàïëàñ. Ïîêàçàíî
å, ÷å óðàâíåíèåòî (1) å ÷àñòè÷íî èíòåãðóåìî è ñà èçâåäåíè òðè
çàêîíà çà çàïàçâàíå íà åíåðãèÿòà, ìàñàòà è ìîìåíòà [3, 4]. Äðóãè
èíâàðèàíòè íà (1) íå ñà ìè èçâåñòíè.

Çàäà÷àòà (1)-(2) è ÷èñëåíîòî �è ðåøàâàíå ùå ñà îñíîâíà öåë íà
íàñòîÿùàòà ðàáîòà. Óðàâíåíèÿòà íà Áóñèíåñê ñå èçïîëçâàò íå ñà-
ìî çà èçó÷àâàíå íà äèíàìèêàòà íà òàêà íàðå÷åíèòå äúëãè âúëíè
â ïëèòêà âîäíà ñðåäà (íàïðèìåð êàíàë). Òå ìîãàò äà ìîäåëèðàò
ðàçïðîñòðàíåíèåòî íà âúëíè â åëàñòè÷åí ïðúò èëè â íåïðåêúñíà-
òèÿ åêâèâàëåíò íà ðåøåòú÷íè ñòðóêòóðè íà ìîëåêóëíî íèâî.

Íà÷àëîòî íà òàçè ðàáîòà ñå ôîêóñèðà âúðõó ðåøåíèÿ íà (1) îò
âèäà

u(x, y, t) = U(x, y − ct), (3)

êîèòî ñà ñòàöèîíàðíè ñîëèòîííè âúëíè (ÑÑÂ), äâèæåùè ñå ïî y
îñòà ñúñ ñêîðîñò c. Ñëåä ïîëàãàíå íà (3) â (1), ÑÑÂ óäîâëåòâîðÿ-
âàò ñëåäíîòî íåëèíåéíî åëèïòè÷íî äèôåðåíöèàëíî óðàâíåíèå îò
÷åòâúðòè ðåä

c2(E1 − β1∆)Uyy = ∆U − β2∆2U −∆f(U), (4)

êúäåòî E1 å òúæäåñòâåíèÿ îïåðàòîð, ïðè óñëîâèå ÷å c < cmax :=
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min(
√
β2/
√
β1, 1). Â ïîñëåäñòâèå òåçè âúëíè ùå ñëóæàò çà íà÷àëíî

óñëîâèå íà õèïåðáîëè÷íîòî óðàâíåíèå (1) � (2).
Àëãåáðè÷íèòå èçðàçè îò [5], êîèòî àïðîêñèìèðàò ðåøåíèåòî íà

åëèïòè÷íîòî óðàâíåíèå (4), ñà èçïîëçâàíè êàòî íà÷àëíî óñëîâèå
çà ÷èñëåíè ñèìóëàöèè íà ÏÓÁ (1) � (2), (âèæ [6, 7, 8, 9, 10]).
Ïúðâèòå ÷åòèðè ñòàòèè ïîêàçâàò, ÷å ïðè ñòîéíîñòè íà ñêîðîñòòà
c ≤ 0.3, ÑÑÂ ñå ðàçñåéâàò âúâ ôîðìàòà íà ðàçøèðÿâàùà ñå ïðúñ-
òåíîâèäíà âúëíà èëè èçáóõâàò ñëåä êðàòúê ïåðèîä îò âðåìå. Â
ïîñëåäíèÿ òðóä [10] ñà íàïðàâåíè åêñïåðèìåíòè ïðè ïî âèñîêè
ñêîðîñòè c = 0.5, 0.6, íî îòíîâî ðåçóëòàòèòå çà ôîðìàòà íà âúë-
íàòà ñà ñõîäíè ñ âå÷å äîêóìåíòèðàíîòî ïîâåäåíèå. Âèæäà ñå, ÷å
áàëàíñúò ìåæäó äèñïåðñèÿòà è íåëèíåéíîñòòà â ÏÓÁ (1) å ìíîãî
êðåõúê, êîåòî èçèñêâà ïîâå÷å óñèëèÿ ïðè çàïàçâàíåòî ìó.

Åäíîìåðíîòî ÏÓÁ

utt − uxx − β1uttxx + β2uxxxx + f(u)xx = 0 ïðèx ∈ R, t ∈ R+,
(5)

u(x, 0) = u0(x), ut(x, 0) = u1(x) ïðèx ∈ R,
u(x, t)→ 0, u(x, t)xx → 0, ïðèx→∞, (6)

ïðèòåæàâà òî÷íî ðåøåíèå îò òèï ñîëèòîí ïðè u = ũ(x− ct):

ũ(x, t : c) =
3

2

c2 − 1

α
sech2

(
1

2

√
β1(c2 − 1)

β1c2 − β2

(x− ct

√
β1

β2

)

)
. (7)

Ñîëèòîí å óåäèíåíà âúëíà, äâèæåùà ñå ñúñ ñêîðîñò c, îò âèäà
φ(x−ct), êîÿòî å ëîêàëèçèðàíà â ïðîñòðàíñòâîòî è ïðè äâèæåíèå
çàïàçâà ôîðìàòà ñè. Ñòðóêòóðàòà �è ñå çàïàçâà äîðè ñëåä âçàèìî-
äåéñòâèå ñ äðóã(è) ñîëèòîí(è).

Ñúùî òàêà å äîáðå èçâåñòíî îò [11], ÷å ïðè ÷èñëåíè ñèìóëàöèè
â åäíîìåðíèÿ ñëó÷àé, çà óðàâíåíèå (5), ïðè óñëîâèå, ÷å β1/β2 ≤ 1,
ñîëèòîííèòå âúëíè ñà íåñòàáèëíè (½strongly unstable by blow up�)
çà ìàëêè ñêîðîñòè c îêîëî íóëàòà è íå èçáóõâàò çà ïî-ãîëåìè
ñêîðîñòè. Â ïîñëåäñòâèå, òàêèâà èçñëåäâàíèÿ ñà íàïðàâåíè è çà
ìíîãîìåðíîòî ÏÓÁ, ïðè β1/β2 = 1 (âèæ [12]), êúäåòî å èçâåäå-
íî íåîáõîäèìî óñëîâèå çà ñêîðîñòòà, ñïðÿìî êðèòè÷íàòà åíåðãèÿ,
ïðè êîåòî âúëíàòà íå èçáóõâà.

Òåçè íàáëþäåíèÿ èçìåñòâàò ôîêóñà êúì èç÷èñëÿâàíå íà ÑÑÂ
îò (1) ñ ïî-ãîëÿìà òî÷íîñò è ïðè ïî-ãîëåìè ñêîðîñòè c ≈ cmax,
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òúé êàòî òîâà å îò ñúùåñòâåíî çíà÷åíèå çà êîíñòðóèðàíåòî íà
íà÷àëíèòå äàííè çà ÏÓÁ (1)-(2). Âàæíî å äà ïîëó÷èì ÷èñëåíî
ðåøåíèå íà (4) ñ âèñîêà òî÷íîñò, ÷ðåç ãúâêàâ è óñòîé÷èâ ïðîöåñ,
êîéòî ùå ïîçâîëè òåñòâàíåòî íà ïîâå÷å è ðàçëè÷íè ñöåíàðèè çà
ðàçâèòèå íà ðåøåíèÿòà íà õèïåðáîëè÷íàòà çàäà÷à (1)-(2).

1.1 Ëèòåðàòóðåí îáçîð

Ïðåäèñòîðèÿòà íà èç÷èñëÿâàíåòî íà ÑÑÂ çà óðàâíåíèå (1) å ñâúð-
çàíà ñ íÿêîëêî ÷èñëåíè òåõíèêè, êàêòî ñëåäâà - ñïåêòðàëåí ìåòîä
íà Ãàëüîðêèí å èçïîëâàí â [13, 14]; ìåòîä íà ïðîñòàòà èòåðàöèÿ
è øàáëîíè ñ êðàéíè ðàçëèêè îò âòîðè ðåä âúðõó íåðàâíîìåðíà
ìðåæà ñà ïðèëîæåíè â [15, 16]; ïåðòóðáàöèîííî ðåøåíèå ñ ðàçâè-
òèå â ðåä îêîëî ìàëúê ïàðàìåòúð (ñêîðîñòòà c) å ïðåäñòàâåíî â
[5], êúäåòî ñà èçâåäåíè òàêà íàðå÷åíèòå ½best-�t� àïðîêñèìàöèîí-
íè ôîðìóëè. Îñâåí òîâà â [4] ñà èçâåäåíè àíàëîãè÷íè ôîðìóëè ñ
òåçè îò [5], íî çà íåëèíåéíîñò îò âèäà α(u3 − σu5).

Ñëåäíèòå ðåçóëòàòè ñå îòíàñÿò çà äâóìåðíîòî ÏÓÁ. Õðèñòîâ,
Êîëüêîâñêà è Âàñèëåâà [7] ðàçðàáîòâàò ìåòîä ñ íåÿâíà êîíñåð-
âàòèâíà ñõåìà è íåðàâíîìåðíà ìðåæà. Âàñèëåâà è Êîëüêîâñêà
[17] ïðåäñòàâÿò ÷èñëåí ìåòîä ñ äâèæåùà ñå êîîðäèíàòíà ñèñòåìà.
×åðòîê, Õðèñòîâ è Êóðãàíîâ [6] òðàíñôîðìèðàò ÏÓÁ â ñèñòåìà
îò õèïåðáîëè÷íî è åëèïòè÷íî óðàâíåíèÿ. Ïðè ïúðâîòî å èçïîë-
çâàíà êîíñåðâàòèâíà ñõåìà íà Ãîäóíîâ, à çà âòîðîòî å ïðèëîæåí
÷èñëåí ìåòîä çà åëèïòè÷íè óðàâíåíèÿ áàçèðàí íà áúðçè ïðåîá-
ðàçóâàíèÿ íà Ôóðèå âúðõó ðàâíîìåðíà ìðåæà. Â ñòàòèÿòà [18]
íà Äèìîâà è Êîëüêîâñêà å èçâåäåíà êîíñåðâàòèâíà ñõåìà, êúäåòî
ïðîñòðàíñòâåíèÿò îïåðàòîð ïðåä âòîðàòà ïðîèçâîäíà ïî âðåìåòî
å ðàçëîæåí íà ïðîèçâåäåíèå îò òðè äèñêðåòíè òàêèâà, êîåòî âîäè
äî ðåøàâàíå íà ïåò-äèàãîíàëíè ñèñòåìè îò ëèíåéíè óðàâíåíèÿ. Â
[8] Äèìîâà è Âàñèëåâà ñðàâíÿâàò ÷èñëåíèÿ ìåòîä îò [18] ñ äðóãà
êîíñåðâàòèâíà ñõåìà ïðèëîæåíà âúðõó ñèñòåìàòà ïîêàçàíà â [6],
ïðè ðàâíîìåðíà è íåðàâíîìåðíà ìðåæè, êàòî ðåøåíèÿòà îò äâàòà
ïîäõîäà ñè ñúîòâåòñòâàò åäíî íà äðóãî. Êîëüêîâñêà [19, 20, 21] å
èçâåëà êëàñîâå îò òðèñëîéíè è ÷åòèðèñëîéíè êîíñåðâàòèâíè äè-
ôåðåí÷íè ñõåìè êàêòî ñ, òàêà è áåç âúòðåøíè èòåðàöèè (íà Ïè-
êàðä). Ñõåìèòå áåç âúòðåøíè èòåðàöèè ñå èçïúëíÿâàò ïî-áúðçî.
Áëèíêîâ, Ãåðäò, Ïàíêðàòîâ è Êîòêîâà [22] ïðåäñòàâÿò íîâà íå-
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ÿâíà êîíñåðâàòèâíà ñõåìà, áàçèðàíà íà êîìáèíàöèÿòà îò ìåòîä
íà êðàéíèòå îáåìè è ÷èñëåíî èíòåãðèðàíå. Âñè÷êè òåçè ñòàòèè
[7, 6, 18, 8, 19, 20, 21, 22] àïðîêñèìèðàò âòîðèòå ïðîèçâîäíè â
óðàâíåíèå (1) ñ êðàéíè ðàçëèêè îò âòîðè ðåä - O(|h|2 + τ 2). Êî-
ëüêîâñêà è Àíãåëîâ [9] èçïîëçâàò âåêòîðíè ñõåìè íà Àáðàøèí
âúðõó ðàâíîìåðíà ìðåæà. Íà âñåêè ñëîé ïî âðåìåòî ñå ïîëó÷à-
âàò ïî äâå ÷èñëåíè àïðîêñèìàöèè çà ðåøåíèåòî êàòî âòîðàòà ½èç-
ãëàæäà� ïúðâàòà, à ãðåøêàòà îò àïðîêñèìàöèèòå å O(|h|2 + τ).
Â [10], Þþ Õå è Õîíãòàî ×åí, èçâåæäàò íåÿâíà êîìïàêòíà êîí-
ñåðâàòèâíà ñõåìà ñ ãðåøêè O(|h|4 + τ 2). ×èñëåíèòå ðåçóëòàòè ñà
íàïðàâåíè âúðõó ðàâíîìåðíà ìðåæà. Âó÷åâà è Êîëüêîâñêà [23]
ïðèëàãàò âàðèàöèÿ íà Ðóíãå-Êóòà ñõåìè çà ïîëó÷àâàíå íà ñèìï-
ëåêòè÷íè ÷èñëåíè ìåòîäè ñ ãðåøêè O(|h|2 + τ 4).

Âñè÷êèòå ñòàòèè, èçáðîåíè â òàçè ÷àñò, êîèòî ïðåäñòàâÿò ÷èñ-
ëåíè ðåøåíèÿ íà äâóìåðíîòî Ïàðàäèãìàòè÷íî óðàâíåíèå íà Áó-
ñèíåñê (íÿêîè îò ñòàòèèòå ïðåäñòàâÿò ìåòîä çà ìíîãîìåðíîòî
ÏÓÁ, íî ðåçóëòàòè ñàìî çà åäíîìåðíàòà çàäà÷à), èìàò ïîíå åäèí
ïðèìåð ñ íà÷àëíî óñëîâèå îò [5], ò.å. ½best-�t� ôîðìóëèòå. Ðàç-
áèðà ñå ñà èçïîëçâàíè è äðóãè, íî íèòî åäíà îò òåçè ðàáîòè íå
ïðåäñòàâÿ ðåçóëòàòè ñ íà÷àëíî óñëîâèå ïîëó÷åíî ÷ðåç èòåðàöèî-
íåí ïîäõîä çà ðåøàâàíå íà ñúîòâåòíîòî åëèïòè÷íî óðàâíåíèå (4)
(íàïð. ½Ìåòîä íà ßêîáè�, ½Ìåòîä íà ïðîñòàòà èòåðàöèÿ� è ò.í.).
Âõîäíè äàííè, (ò.å. u0(x, y) è u1(x, y) îò (1)-(2)) ïîëó÷åíè ñ òà-
êúâ àëãîðèòúì (íàðå÷åí îùå ½False Transients�), ñà ðàçðàáîòåíè
îò Õðèñòîâ è ×àóäóðè â [15, 16]. Âúïðåêè òîâà âñå îùå ëèïñâàò
äèôåðåí÷íè ñõåìè îò ÷åòâúðòè è ïî-âèñîê ðåä O(|h|p), p ≥ 4 çà
ðåøàâàíå íà åëèïòè÷íîòî ñòàöèîíàðíî óðàâíåíèå íà Áóñèíåñê.
Â äîïúëíåíèå, âñå îùå íÿìà ðàçðàáîòåíè äèôåðåí÷íè ñõåìè çà
äâóìåðíîòî Ïàðàäèãìàòè÷íî óðàâíåíèå íà Áóñèíåñê ñ ÷åòâúðòè
è ïî-âèñîê ðåä íà àïðîêñèìàöèÿ íà âòîðèòå ïðîèçâîäíè, åäíîâ-
ðåìåííî ïî ïðîñòðàíñòâîòî è âðåìåòî O(|h|p + τ p), p ≥ 4.

1.2 Öåëè íà äèñåðòàöèÿòà

Îñíîâíàòà öåë íà òîçè òðóä å äà ïîêàæå, ÷å äâóìåðíîòî ÏÓÁ
ïðèòåæàâà ÷èñëåíè ðåøåíèÿ ñúñ ñâîéñòâà, êîèòî ñà ñõîäíè ñ òåçè
íà ñîëèòîíèòå. Ïîñòðîÿâàíåòî íà ïîäõîäÿùî íà÷àëíî óñëîâèå çà-
åìà ñúùåñòâåíà ÷àñò îò èçñëåäâàíåòî íà ÏÓÁ è âîäè äî ðåøàâàíå
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íà äðóãà çàäà÷à - ñòàöèîíàðíîòî (åëèïòè÷íî) óðàâíåíèå íà Áó-
ñèíåñê. Ïîäðîáíîòî èçñëåäâàíå íà òåçè äâå óðàâíåíèÿ ïîñòàâÿò
ñëåäíèòå öåëè:

� ïîñòðîÿâàíå íà äèôåðåí÷íè ñõåìè ñ âèñîê ðåä íà àïðîêñè-
ìàöèÿ (âòîðè, ÷åòâúðòè è øåñòè) âúðõó ðàâíîìåðíà ìðåæà
çà ðåøàâàíåòî íà äâóìåðíèòå ñòàöèîíàðíî è õèïåðáîëè÷íî
óðàâíåíèÿ íà Áóñèíåñê;

� èçñëåäâàíå íà èçìåíåíèÿòà â ñâîéñòâàòà (åíåðãèÿòà, ìàñàòà,
ìàêñèìóìà è ôîðìàòà) íà ÷èñëåíîòî ðåøåíèå â çàâèñèìîñò
îò ðåäà íà àïðîêñèìàöèÿ;

� ñðàâíåíèå ìåæäó ÷èñëåíîòî ðåøåíèå, ïîëó÷åíî çà åëèïòè÷-
íàòà çàäà÷à, ñ øåñòè ðåä íà àïðîêñèìàöèÿ, è ½best-�t� ôîð-
ìóëèòå îò Ïåðòóðáàöèîííîòî ðåøåíèå íà ïðîô. Õðèñòîâ [5];

� ïîñòðîÿâàíå íà íîâî àñèìïòîòè÷íî ãðàíè÷íî óñëîâèå çà ðå-
øàâàíåòî íà åëèïòè÷íàòà çàäà÷à;

� èçñëåäâàíå íà ÷èñëåíèòå ðåøåíèÿ íà õèïåðáîëè÷íîòî óðàâ-
íåíèå (1) ïðè ïî-âèñîêè ñêîðîñòè c áëèçêè äî äîïóñòèìèÿ
ìàêñèìóì c ≈ min(

√
β2/
√
β1, 1), c < min(

√
β2/
√
β1, 1) ñ íà-

÷àëíî óñëîâèå, ïîëó÷åíî îò ÷èñëåíîòî ðåøåíèå íà åëèïòè÷-
íàòà çàäà÷à (4) (ïîñòðîåíî ñ ìåòîäà íà ïðîñòàòà èòåðàöèÿ);

� ñðàâíåíèå ìåæäó ÷èñëåíèòå ðåçóëòàòè, ïîëó÷åíè ñ ìåòîäà íà
Òåéëîð è äðóãè èçâåñòíè â ëèòåðàòóðàòà ðåøåíèÿ, èçïîëçâà-
ùè êîíñåðâàòèâíè ñõåìè (âèæ [7, 8]) ñ âòîðè ðåä íà àïðîê-
ñèìàöèÿ íà âòîðèòå ïðîèçâîäíè çà õèïåðáîëè÷íàòà çàäà÷à.

2 Ñúäúðæàíèå íà äèñåðòàöèÿòà

Ãëàâà 2. Îñíîâíè ÷èñëåíè èíñòðóìåíòè

Â òàçè ãëàâà ñà äåôèíèðàíè ïîìîùíè ñðåäñòâà è àëãîðèòìè,
êîèòî ñå èçïîëçâàò ïðè ÷èñëåíîòî ðåøåíèå íà äâóìåðíèòå ñòàöèî-
íàðíî è õèïåðáîëè÷íî óðàâíåíèÿ íà Áóñèíåñê. Äèñêðåòèçàöèÿòà
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íà ïðîñòðàíñòâåíàòà îáëàñò Ωh å äåôèíèðàíà ÷ðåç:

Ωh = {(xi, yj) :xi = (i− Nx − 1

2
)h, yj = (j − Ny − 1

2
)h,

i = 0, · · · , Nx − 1, j = 0, · · · , Ny − 1}, (8)

êúäåòî Nx è Ny îïèñâàò áðîÿò òî÷êè ïî îñèòå x è y. Ñòúïêàòà ïî
ïðîñòðàíñòâîòî h óäîâëåòâîðÿâà h = 2Lx/(Nx − 1) = 2Ly/(Ny −
1), êúäåòî 2Lx è 2Ly ñà ðàçìåðèòå íà îáëàñòòà Ω. Äèñêðåòíèÿò
âðåìåâè èíòåðâàë å äåôèíèðàí àíàëîãè÷íî ÷ðåç

Tτ = {(tk) : tk = kτ, k = 0, · · · , Nt − 1}, (9)

êúäåòî Nt å áðîÿò òî÷êè ïî îñòà t, à τ = T/(Nt − 1) å ñòúïêà-
òà ïî âðåìåòî. Çà äèñêðåòèçàöèÿ íà îïåðàòîðà íà Ëàïëàñ, âúâ

p = 2 1 -2 1

p = 4 − 1
12

4
3
− 5

2
4
3
− 1

12

p = 6 1
90

− 3
20

3
2
− 49

18
3
2
− 3

20
1
90

Òàáëèöà 1: Öåíòðàëíè êðàéíè ðàçëèêè, èçïîëçâàíè ïðè àïðîêñèìàöèÿòà íà
îïåðàòîðà íà Ëàïëàñ.

âúòðåøíîñòòà íà Ωh, ñà èçïîëçâàíè öåíòðàëíè êðàéíè ðàçëèêè ñ
ðàçëè÷íà ñòåïåí íà àïðîêñèìàöèÿ:

ux̂x,p(x, y) :=
1

h2

p/2∑
i=−p/2

diu(x+ ih, yj), p = 2, 4, 6. (10)

êàòî òåãëàòà di ñà âçåòè îò [24] è ñà îïèñàíè â Òàáëèöà 1. Ïðîèç-
âîäíèòå ïî y ñå äåôèíèðàò àíàëîãè÷íî. Ñ ïîìîùòà íà Òàáëèöà
1 è èçïîëçâàéêè íåñèìåòðè÷íè êðàéíè ðàçëèêè íàïðåä è êðàé-
íè ðàçëèêè íàçàä âúðõó ãðàíèöàòà íà îáëàñòòà ∂Ωh, ñà èçâåäå-
íè ñëåäíèòå äèôåðåí÷íè îïåðàòîðè, â ìàòðè÷åí âèä, ñ ãîëåìèíà
Nx ×Nx, çà âòîðèòå ïðîèçâîäíè ïî x:

∆h,2,x =
1

h2


−2 1 . . . . . . 0

1 −2 1 0
...

0
. . . . . . . . . 0

... 0 1 −2 1
0 . . . . . . 1 −2
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∆h,4,x =
1

h2



−38
15

29
20
− 2

15
1

120
. . . 0 0

4
3
−5

2
4
3
− 1

12
. . . 0

...

− 1
12

4
3
−5

2
4
3
− 1

12
0

...

0
. . . . . . . . . . . . . . . 0

... 0 − 1
12

4
3

−5
2

4
3
− 1

12
0 . . . 0 − 1

12
4
3
−5

2
4
3

0 . . . 0 1
120

− 2
15

29
20
−38

15


Ìàòðèöàòà ∆h,6,x íå å ïîêàçàíà, çàùîòî å ïðåêàëåíî ãîëÿìà, íî ñå
èçâåæäà àíàëîãè÷íî êàòî ñëó÷àÿò ïðè p = 4. Ìàòðèöèòå ∆h,p,y, p =
2, 4, 6, êîèòî àïðîêñèìèðàò âòîðèòå ïðîèçâîäíè ïî y, èìàò ñúùàòà
ñòðóêòóðà, íî ðàçëè÷íà ãîëåìèíà (Ny×Ny). Äèñêðåòíèÿò îïåðà-
òîð íà Ëàïëàñ â Ωh ñå äåôèíèðà ÷ðåç:

∆h,p = ∆h,p,x + ∆h,p,y, p = 2, 4, 6, (11)

êúäåòî ãðåøêàòà îò äèñêðåòíèòå àïðîêñèìàöèè å O(hp) â çàâèñè-
ìîñò îò èçáîðà íà p.

Ðåäúò íà ñõîäèìîñò íà èçñëåäâàíèòå êðàéíè ðàçëèêè è ðàç-
âèòèÿ â ðåä íà Òåéëîð ñà ïîëó÷åíè ïîñðåäñòâîì ïðàâèëîòî íà
Ðóíãå:

ξ = ln
‖uh,τ − u(h/2,τ/2)‖κ
‖u(h/2,τ/2) − u(h/4,τ/4)‖κ

/ln(2), (12)

òúé êàòî íå å èçâåñòíî àíàëèòè÷íî ðåøåíèå íà óðàâíåíèåòî, à
íîðìàòà κ å ïîäõîäÿùî ïîäáðàíà. Òóê uh,τ å ðåøåíèåòî ïîëó÷åíî
ïðè ñòúïêè h è τ . Â íàñòîÿùàòà ðàáîòà çà κ ñà èçïîëçâàíè L2 è
L∞ íîðìè:

‖uh,τ‖L2 =

√√√√h2

Nx−1∑
i=1

Ny−1∑
j=1

(ui,j)2

‖uh,τ‖∞ = max
i,j

(|ui,j|), i = 1, .., Nx, j = 1, .., Ny

Èçâåëè ñìå òðè ðàçëè÷íè êâàäðàòóðíè ôîðìóëè çà ïðåñìÿòà-
íå íà èíòåãðàëè, êîèòî ñà ïîäðîáíî îïèñàíè â [25]. Òåçè ôîðìó-
ëè ñà èçïîëçâàíè çà ïðåñìÿòàíå íà ñëåäíèòå èíâàðèàíòè: ìàñà è
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åíåðãèÿ çà õèïåðáîëè÷íàòà çàäà÷à, ñúîòâåòíî ñ àïðîêñèìàöèîííè
ãðåøêè O(h2), O(h4) è O(h6).

Èçïîëçâàí å áúðç äèðåêòåí ìåòîä çà îáðúùàíå íà äâóìåðíèÿ
äèñêðåòåí îïåðàòîð íà Ëàïëàñ (Fast Poisson Solvers), êîéòî ñå
îïèñâà ÷ðåç ñëåäíàòà ìîäåëíà çàäà÷à:

−∆v = f (13)

äåôèíèðàíà â îáëàñòòà Ω ñ õîìîãåííè ãðàíè÷íè óñëîâèÿ v
∣∣
∂Ω

= 0.
Äèñêðåòíàòà âåðñèÿ íà (13) èìà âèäà:

−∆h,p,xVh − Vh(∆h,p,y)
T = Fh, (14)

êúäåòî Vh, Fh ñà äâóìåðíè ìàòðèöè ñ åëåìåíòè ñúîòâåòíî v(xi, yj)
è f(xi, yj), è åäíà è ñúùà ãîëåìèíà (Nx − 2) × (Ny − 2) (âèæ
Ôèãóðà 1). Äèñêðåòíèòå ôóíêöèè Vh, Fh ïðåäñòàâÿò íåïðåêúñíà-
òèòå òàêèâà v, f îãðàíè÷åíè âúðõó ìðåæàòà Ωh, ò.å. Vh = v(Ωh) è
Fh = f(Ωh).

Ôèãóðà 1: Äèñêðåòíîòî óðàâíåíèå íà Ëàïëàñ (14) â ìàòðè÷åí âèä

Òîçè òèï çàïèñ íà çàäà÷àòà (13) å ðàçãëåäàí îò Òîì Ëè÷è â [26],
êúäåòî îáëàñòòà å êâàäðàòíà Lx = Ly è ñà èçïîëçâàíè öåíòðàëíè
êðàéíè ðàçëèêè îò âòîðè ðåä (p = 2) ñ íóëåâî ãðàíè÷íî óñëîâèå
â ∂Ωh. Ïðè p = 2 îïåðàòîðèòå ∆h,2,x è ∆h,2,y ñà ñèìåòðè÷íè, êîå-
òî äîïúëíèòåëíî óëåñíÿâà òúðñåíåòî íà ðåøåíèå íà ïîñòàâåíàòà
çàäà÷à. Íàñòîÿùàòà ãëàâà ñå ÿâÿâà ðàçøèðåíèå íà ãîðåïîñî÷åíèÿ
òðóä ïðè ïðîèçâîëíà ïðàâîúãúëíà îáëàñò ñ ðàçìåðè 2Lx × 2Ly
è íåñèìåòðè÷íè êðàéíè ðàçëèêè ïî ãðàíèöàòà íà îáëàñòòà, êú-
äåòî ñå ïðèëàãà íóëåâî ãðàíè÷íî óñëîâèå. Ò.å. â îáùèÿ ñëó÷àé
ìàòðèöèòå ∆h,p,x è ∆h,p,y íå ñà ñèìåòðè÷íè.
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Ãëàâà 3. Ôîðìóëèðîâêà è ÷èñëåíî ðåøàâàíå íà äâó-

ìåðíîòî ñòàöèîíàðíî óðàâíåíèå íà Áóñèíåñê - Ìåòîä íà

ïðîñòàòà èòåðàöèÿ

Çà óäîáñòâî ïðàâèì ñëåäíàòà ñìÿíà íà ïðîìåíëèâèòå: x =√
β1x̄, y =

√
β1ȳ, êîÿòî òðàíñôîðìèðà óðàâíåíèå (4) â

c2β(E1 −∆)vyy = β∆v −∆2v − β∆f(v), β = β1/β2 (15)

Çà óëåñíåíèå íàâñÿêúäå ïî-íàäîëó â òåêñòà ùå ñå èçïîëçâàò îò-
íîâî ñòàðèòå îçíà÷åíèÿ x, y âìåñòî x, y.
×àñò 3.1Ìåòîä íà ïðîñòàòà èòåðàöèÿ çà ÷èñëåíî ðåøàâàíå íà

ñòàöèîíàðíîòî Ïàðàäèãìàòè÷íî óðàâíåíèå íà Áóñèíåñê (16)
Ðàâåíñòâîòî (15) ñå ïðåîáðàçóâà â ñèñòåìà îò äâå åëèïòè÷íè

óðàâíåíèÿ îò âòîðè ðåä, êàòî ñå âúâåæäàò äâå íîâè ôóíêöèè v̂ =
v/θ è ŵ = w/θ, êàêòî å îïèñàíî â [15, 16]:

− (1− c2β)v̂yy − v̂xx + β(1− c2)v̂ − αβθv̂2 = ŵ, β = β1/β2,

−∆ŵ = c2βv̂xx,
(16)

êàòî ñå ôèêñèðà ñòîéíîñòòà íà íåèçâåñòíàòà ôóíêöèÿ v â íóëàòà,
v(0, 0) = θ, çà äà ñå èçáåãíå íóëåâîòî ðåøåíèå. Ñòîéíîñòòà íà θ
ñå íàìèðà, èçïîëçâàéêè ñëåäíàòà çàâèñèìîñò

θ =
(1− c2β)v̂yy + v̂xx − β(1− c2)v̂ + ŵ

αβv̂2
|x=0,y=0. (17)

Ñèñòåìàòà (16) ñå ïàðàáîëèçèðà, êàòî èçêóñòâåíî ñå äîáàâÿò ïðî-
èçâîäíè ïî âðåìåòî êàêòî ñëåäâà

∂v̂

∂t
− (1− c2β)v̂yy − v̂xx + β(1− c2)v̂ − αβθv̂2 = ŵ,

∂ŵ

∂t
−∆ŵ = c2βv̂xx,

(18)

êàòî âðåìåòî å ôèêòèâíî è íÿìà ôèçè÷åí ñìèñúë. Äåôèíèðàíà
å ÿâíà äèôåðåí÷íà ñõåìà çà ÷àñòíèòå äèôåðåíöèàëíè óðàâíåíèÿ
(18), ÷èåòî ÷èñëåíî ðåøåíèå ñõîæäà êúì òîâà íà ñèñòåìàòà (16).

Çàäà÷àòà (18) å ðåøåíà ÷èñëåíî â ïúðâè êâàäðàíò â ìðåæà-
òà ωh ⊂ Ωh, ïîðàäè ñèìåòðèÿòà íà ðåøåíèåòî ñïðÿìî àáöèñàòà è
îðäèíàòàòà. Èçïîëçâàíè ñà äâà âàðèàíòà çà íà÷àëíè ñòîéíîñòè,
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ñ êîèòî çàïî÷âà ïúðâàòà èòåðàöèÿ: ½best-�t� àïðîêñèìàöèîííèòå
ôîðìóëè îò [5] è ÷èñëåíî ðåøåíèå íà çàäà÷àòà (16) ïðè c = 0,
èçâåñòíî êàòî ½Îñíîâíî ñúñòîÿíèå� (Ground state) è îïèñàíî â
[12, 28]. Ñ ïúðâèÿ òèï íà÷àëíè äàííè ðåøåíèåòî ñõîæäà ìåæäó
5 − 10% ïî-áúðçî çà ñëó÷àèòå, êîèòî ñà ðàçãëåäàíè â òàçè ðà-
áîòà. Äîáàâåí å àäàïòèâåí ìåòîä çà îïðåäåëÿíå íà ñòúïêàòà ïî
ôèêòèâíîòî âðåìå, êîåòî óñêîðÿâà ïðîöåñà íà ñõîæäàíå. Ðàçïè-
ñàíè ñà ÿñíè êðèòåðèè çà ñïèðàíå íà èòåðàöèîííèÿ àëãîðèòúì.
Â ïîñëåäñòâèå ñà äåôèíèðàíè àëãîðèòìè÷íèòå ñòúïêè, ñ êîèòî
ìîæå äà ñå âúçïðîèçâåäå öåëèÿò èòåðàöèîíåí ïðîöåñ è å èçâåäå-
íà àëãîðèòìè÷íàòà ñëîæíîñò. Â Òàáëèöà 2 å ïðåäñòàâåí ðåäúò íà
ñõîäèìîñò çà ìåòîäà íà ïðîñòàòà èòåðàöèÿ.

h ‖Ēi‖L2

Ðåä íà ‖Ēi‖L∞
Ðåä íà

ñõîä. ñõîä.

β = 3 0.2

c=0.45 0.1 0.014232 0.016732

O(h2) 0.05 0.003238 2.14 0.003997 2.07

β = 3 0.2

c = 0.45 0.1 0.001758 0.002499

O(h4) 0.05 0.000114 3.95 0.000168 3.90

β = 3 0.2

c = 0.45 0.1 0.005038 0.012462

O(h6) 0.05 0.000094 5.74 0.000323 5.27

β = 1 0.4

c = 0.9 0.2 0.043898 0.017906

O(h2) 0.1 0.009999 2.13 0.004348 2.04

β = 1 0.4

c = 0.9 0.2 0.006309 0.002965

O(h4) 0.1 0.000432 3.87 0.000200 3.89

β = 1 0.4

c = 0.9 0.2 0.000088 0.000115

O(h6) 0.1 0.000002 5.35 0.000003 5.04

Òàáëèöà 2: Ðåä íà ñõîäèìîñò ïðè ìåòîäà íà ïðîñòàòà èòåðàöèÿ ñ àïðîêñèìà-
öèè O(h2), O(h4) è O(h6) íà óðàâíåíèåòî çà Òåñò 1 è Òåñò 2. Ãðåøêèòå íà
÷èñëåíîòî ðåøåíèå Ei ñà ïðåñìåòíàòè â L2 è L∞ íîðìè.

×àñò 3.2 ×èñëåíè ðåçóëòàòè îò ìåòîäà íà ïðîñòàòà èòåðàöèÿ
çà ðåøàâàíåòî íà ñòàöèîíàðíîòî Ïàðàäèãìàòè÷íî óðàâíåíèå íà
Áóñèíåñê

Â òîçè ïîäðàçäåë ñà íàïðàâåíè äâà ÷èñëåíè òåñòà ïðè ïàðà-
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ìåòðè β = β1/β2 = 3, c = 0.45 è β = 1, c = 0.9. Çà òåçè ïðèìåðè ñà
ïîêàçàíè ñëåäíèòå ðåçóëòàòè.

Ïúðâî, â Òàáëèöà 2 å îáúðíàòî âíèìàíèå íà ñêîðîñòòà íà ñõî-
äèìîñò, âúðõó òðè âëîæåíè ìðåæè, ïî ïðàâèëîòî íà Ðóíãå (12),
êîÿòî îòãîâàðÿ íà ðåäà íà èçáðàíàòà àïðîêñèìàöèÿ íà âòîðèòå
ïðîèçâîäíè. Ïðè p = 6 ðåçóëòàòèòå çà ñõîäèìîñòòà â L2 è L∞
íîðìè ñà ïî-ìàëêè îò î÷àêâàíîòî, íî ñà ïî-ãîëåìè îò 5, êîåòî íå
ìîæå äà ñå ïîñòèãíå ñ êðàéíè ðàçëèêè îò ÷åòâúðòè ðåä.

Âòîðî ðåçèäóóìúò

R
(k)
i,j := c2β(v̂

(k)
i,j )ŷy,p+∆h,p(−βv̂(k)

i,j −c2β(v̂
(k)
i,j )ŷy,p+∆h,pv̂

(k)
i,j +αβθ(v̂

(k)
i,j )2),

êîéòî å ñóìà îò âñè÷êè ÷ëåíîâå â ÏÓÁ, íàìàëÿâà îò ñòîéíîñòè
áëèçêè äî 1e− 1 â ïúðâàòà èòåðàöèÿ äî ñòîéíîñòè ïîä 1e− 9 íà
ïîñëåäíàòà èòåðàöèÿ.

Òðåòî, ïîêàçàíî å, ÷å ÷åòâúðòèòå ïðîèçâîäíè íà ðåøåíèåòî,
êîèòî ñà ïðåñìåòíàòè ÷èñëåíî, ñà ñõîäÿùè ïî ïðàâèëîòî íà Ðóíãå
(12).

×åòâúðòî, ïîëó÷åíè ñà ðåøåíèÿ çà ðàçëè÷íè ñòîéíîñòè íà ïà-
ðàìåòðèòå β è c. Òîâà ïàðàìåòðè÷íî èçñëåäâàíå ïîòâúðæäàâà
ïîëó÷åíèòå â [5, 16] ðåçóëòàòè êàòî íàïðèìåð çàâèñèìîñòòà íà
ôîðìàòà íà âúëíàòà îò ñêîðîñòòà c è äèñïåðñèÿòà β è àñèìïòî-
òè÷íîòî ïîâåäåíèå íà ðåøåíèåòî ïðè (x2 + y2)→∞.

Íàé-íàêðàÿ, ðåøåíèåòî îò ïîñëåäíàòà èòåðàöèÿ ïðè p = 6 å
ñðàâíåíî ñ ½best-�t� àïðîêñèìàöèîííèòå ôîðìóëè îò [5]. Ðåçóë-

β c ‖v∗ − v‖L2 ‖v∗ − v‖L∞ D∗
L2

D∗
L∞

1 0.1 1.4772e-01 8.1024e-03 2.7% 1.7%

1 0.3 1.4310e-01 8.7770e-03 2.7% 1.9%

1 0.5 1.6934e-01 1.3332e-02 3.5% 3.3%

1 0.7 5.8673e-01 5.1122e-02 14.8% 16.2%

1 0.9 2.1599e+0 1.6439e-01 93.1% 121.2%

Òàáëèöà 3: Ðàçëèêè ìåæäó ÷èñëåíî ðåøåíèå v íà åëèïòè÷íàòà çàäà÷à ñ âèñîê
ðåä íà àïðîêñèìàöèÿ O(h6) è ½best-�t� ôîðìóëèòå v∗ îò [5] ïðè β = 1 è
c = 0.1, 0.3, 0.5, 0.7, 0.9.

òàòèòå îò íåãî ñà ïîêàçàíè íà Òàáëèöà 3, êúäåòî D∗κ äåôèíèðà
îòíîñèòåëíàòà ãðåøêà â ïðîöåíòè ìåæäó äâåòå ðåøåíèÿ: v íà
åëèïòè÷íàòà çàäà÷à ñ âèñîê ðåä íà àïðîêñèìàöèÿ O(h6) è ½best-
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�t� ôîðìóëèòå v∗, â L2 è L∞ íîðìè, âúðõó öÿëàòà îáëàñò Ωh:

D∗κ := 100× ‖v
∗ − v‖κ
‖v‖κ

, κ = 2; κ =∞. (19)

Òîâà ñå îêàçâà ñúùåñòâåí åëåìåíò è ïîâðàòíà òî÷êà â èçñëåäâà-
íåòî íà õèïåðáîëè÷íàòà çàäà÷à (1)-(2).

×àñò 3.3 Íîâî ãðàíè÷íî óñëîâèå çà äâóìåðíîòî åëèïòè÷íî
óðàâíåíèå (15)

Èçâåäåíî å åäíî íîâî àñèìïòîòè÷íî ãðàíè÷íî óñëîâèå (âèæ
[29]) çà ðåøàâàíåòî íà ñòàöèîíàðíîòî åëèïòè÷íî óðàâíåíèå íà
Áóñèíåñê (15). Â ñåðèÿ îò ÷èñëåíè åêñïåðèìåíòè ïðè β = 1, 3, 5,
c = 0.17 è ïðè β = 1, c = 0.1, 0.5, 0.9 å ðàçãëåäàíà àñèìïòî-
òèêàòà íà âñåêè åäèí îò ÷ëåíîâåòå çà äîñòàòú÷íî ãîëÿì ðàäèóñ
r =

√
x2 + y2 � 0 (âèæ Ôèãóðà 2). Ïîêàçàíî å, ÷å àñèìïòîòèêàòà

íà ÷ëåíîâåòå ñ ÷åòâúðòè ïðîèçâîäíè è íåëèíåéíèòå òàêèâà:

−vxxxx, −(2− βc2)vxxyy, −(1− βc2)vyyyy, −αβ(v2)xx, −αβ(v2)yy

å îò ðåä O(r−6), à íà ÷ëåíîâåòå ñ âòîðè ïðîèçâîäíè

βvxx, β(1− c2)vyy

å îò ðåä O(r−4). Èçïîëçâàéêè òàçè çàâèñèìîñò, ÷ëåíîâåòå ñ àñèì-
ïòîòèêà O(r−6) â åëèïòè÷íîòî óðàâíåíèå ñà ïðåíåáðåãíàòè. Òîâà
âîäè äî èçâåæäàíåòî íà ÿâíàòà ôîðìóëà çà ãðàíè÷íî óñëîâèå

ṽ(x, y) = µv
(1− c2)x2 − y2

((1− c2)x2 + y2)2
, x2 + y2 � 0. (20)

Ïîñëåäíàòà ôîðìóëà å âàëèäèðàíà ñ ïîìîùòà íà äâà ÷èñëåíè
òåñòà.

Ïðè ïúðâèÿ åêñïåðèìåíò ðàçãëåæäàìå ïîâåäåíèåòî íà ðåøå-
íèåòî ïî ãðàíèöàòà, êîãàòî ðàçìåðèòå íà äèñêðåòíàòà îáëàñò Ωh

íàðàñòâàò - Lx = Ly = 20, 40, 80, 160. Ïîêàçàíî å, ÷å ôóíêöè-
ÿòà v̂(0, Ly) íàìàëÿâà ñ òåìï îò âèäà 1/r2, à ðàçëèêèòå ìåæäó
÷èñëåíîòî ðåøåíèå v̂ è ãðàíè÷íàòà ôóíêöèÿ ṽ íàìàëÿâàò ïðè ïî-
ãîëåìè ðàçìåðè Lx, Ly. Íàïðàâåíî å ñðàâíåíèå ìåæäó ÷èñëåíèòå
ðåøåíèÿ vWithB ñ ãðàíè÷íî óñëîâèå îò (20) è vZeroB ñ íóëåâî òàêî-
âà çà åëèïòè÷íàòà çàäà÷à (16), ïðè êîåòî ñå âèæäà, ÷å L2 íîðìàòà
îò ðàçëèêàòà íàìàëÿâà äâà ïúòè, à L∞ íîðìàòà ÷åòèðè ïúòè, ïðè
äâîéíî óâåëè÷åíèå íà îáëàñòòà.
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Ôèãóðà 2: Àñèìïòîòè÷íî ïîâåäåíèå íà ÷ëåíîâåòå îò åëèïòè÷íîòî óðàâíåíèå,
ïðåäñòàâåíè â àáñîëþòíà ñòîéíîñò è ëîãàðèòìè÷íè ñêàëè ïî x, y, ïîëó÷å-
íî ñ àïðîêñèìàöèÿ îò øåñòè ðåä è íóëåâî ãðàíè÷íî óñëîâèå. Ñêîðîñòòà è
äèñïåðñèîííèÿò ïàðàìåòúð ñà c = 0.17 è β = 1.
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Ïðè âòîðèÿ òåñò ðàçãëåæäàìå ïîâåäåíèåòî íà ôóíêöèÿòà v̂ è
íåéíàòà àñèìïòîòèêà ïî x, y îñèòå. Ïîêàçàíî å, ÷å ÷èñëåíîòî ðå-
øåíèå ñëåäâà íàêëîíà íà ôóíêöèÿòà 1/r2 çà äîñòàòú÷íî ãîëåìè
r � 1, êîåòî å â ñúîòâåòñòâèå ñ íîâîòî àñèìïòîòè÷íî ãðàíè÷íî
óñëîâèå îò (20) è àñèìïòîòèêàòà íàìåðåíà â [16].

Ãëàâà 4 Ôîðìóëèðîâêà è ÷èñëåíî ðåøàâàíå íà äâóìåð-

íîòî Ïàðàäèãìàòè÷íî óðàâíåíèå íà Áóñèíåñê

Çà óäîáñòâî ïðàâèì ñëåäíàòà ñìÿíà íà ïðîìåíëèâèòå (âèæ
[19]):

x =
√
β1x̄, y =

√
β1ȳ, t =

√
β1t̄, (21)

êîÿòî ïðîìåíÿ îñíîâíîòî óðàâíåíèå (1) â

β(E1 −∆)
∂2

∂t2
u = (E1 −∆)∆u+ ∆((β − 1)u− αβu2) (22)

êúäåòî β = β1/β2, à E1 å òúæäåñòâåíèÿò îïåðàòîð. Çà óëåñíåíèå
íàâñÿêúäå ïî-íàäîëó â òåêñòà ùå ñå èçïîëçâàò îòíîâî ñòàðèòå
îçíà÷åíèÿ x, y, t âìåñòî x, y, t.

Íåïðåêúñíàòàòà õèïåðáîëè÷íà çàäà÷à (22) ïðèòåæàâà òðè èí-
âàðèàíòè, êîèòî ñå çàïàçâàò âúâ âðåìåòî, êàêòî å ïîêàçàíî â [3].
Â íàñòîÿùàòà ðàáîòà ñà ðàçãëåäàíè ñàìî äâå îò òÿõ: ìàñàòà è
åíåðãèÿòà, äåôèíèðàíè ñúîòâåòíî êàêòî ñëåäâà:

M(u(x, y, t)) :=

∫
R2

u(x, y, t)dxdy, (23)

E(u(x, y, t)) :=

β

∫
R2

ut(x, y, t)
(
(−∆)−1 + E1

)
ut(x, y, t)dxdy + β

∫
R2

u2(x, y, t)dxdy

−
∫
R2

u(x, y, t) (∆u(x, y, t)) dxdy − 2αβ

3

∫
R2

u3(x, y, t)dxdy. (24)

×àñò 4.1 Äèñêðåòåí çàêîí çà çàïàçâàíå íà åíåðãèÿòà íà Êîí-
ñåðâàòèâíàòà ñõåìà
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Êîíñåðâàòèâíàòà ñõåìà èìà âèäà:

β(E1 −∆h,2)
u

(k+1)
i,j − 2u

(k)
i,j + u

(k−1)
i,j

τ 2
=

= (∆h,2 −∆2
h,2)u

(k)
i,j + ∆h,2(g(u

(k)
i,j )), (25)

êúäåòî:

g(u
(k)
i,j ) =− αβ

3

(
(u

(k+1)
i,j )2 + (u

(k−1)
i,j )(u

(k+1)
i,j ) + (u

(k−1)
i,j )2

)
+

+
(β − 1)

2

(
u

(k+1)
i,j + u

(k−1)
i,j

)
. (26)

Ïðè èçâåæäàíåòî íà (25) ñà ñëåäâàíè ñòúïêèòå îïèñàíè â [19,
30, 31], ñ óòî÷íåíèåòî ÷å àïðîêñèìàöèÿòà íà íåëèíåéíèÿ ÷ëåí å
ðàçëè÷íà è ñõåìàòà å íàïðàâåíà çà óðàâíåíèåòî (22) ñëåä ñìÿíàòà
íà ïðîìåíëèâèòå.

Çà Êîíñåðâàòèâíàòà ñõåìà å èçâåäåíà äèñêðåòíàòà åíåðãèÿ:

Eh(v
(k)) =

〈(
β(E1 + (−∆h)

−1)− τ 2

4
(E1 −∆h)

)
v

(k)
t , v

(k)
t

〉
+

+
1

4

〈
(E1 −∆h)(v

(k+1) + v(k)), v(k+1) + v(k)
〉
−

− αβ

3

〈
((v(k+1))3, 1) + ((v(k))3, 1)

〉
+

+
β − 1

2

〈(
(v(k+1))2 + (v(k))2

)
, 1
〉
. (27)

è â Òåîðåìà 1. å ïîêàçàíî, ÷å òÿ å êîíñòàíòà âúâ âñåêè åäèí ìî-
ìåíò îò âðåìå t = τk. Â Òåîðåìà 2. å èçâåäåíî óñëîâèåòî çà óñòîé-
÷èâîñò

τ 2 <
4βh2

8 + h2
, β ≥ 1, (28)

êîåòî âàæè ñàìî çà ëèíåéíàòà ÷àñò ñúîòâåòñòâàùà íà êîíñåðâà-
òèâíîòî äèôåðåí÷íî óðàâíåíèå.

×àñò 4.2 Ñâîéñòâà íà Êîíñåðâàòèâíà ñõåìà
Ïîêàçàíà å ñõîäèìîñòòà íà ÷èñëåíîòî ðåøåíèå ïî ïðàâèëîòî

íà Ðóíãå (12) âúðõó òðè âëîæåíè ìðåæè, êîÿòî âàðèðà ìåæäó
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1.41 è 2.14 çà ðàçëè÷íèòå ïàðàìåòðè β è c è ðàçãëåäàíèòå íîð-
ìè L2 è L∞. Ðàçâèòèå âúâ âðåìåòî çà äèñêðåòíàòà åíåðãèÿ (27) å
ïîêàçàíî íà Ôèãóðà (3). Ñêîðîñòòà �è íà ñõîäèìîñò ïî ïðàâèëîòî
íà Ðóíãå (12) âàðèðà ìåæäó 2.00 è 2.52 çà ðàçëè÷íèòå ïàðàìåòðè
β è c è ðàçãëåäàíèòå íîðìè L2 è L∞. Çà èç÷èñëåíèåòî íà ÷ëåíà

Ôèãóðà 3: Äèñêðåòíàòà åíåðãèÿ íà ðåøåíèåòî îò Êîíñåðâàòèâíàòà ñõåìà ïðè
Òåñò 1 (ëÿâî) è Òåñò 2 (äÿñíî) ñ àïðîêñèìàöèîííà ãðåøêà O(|h|2 + τ2) âúâ
âðåìåòî Tτ = [0, 10].

−∆−1
h,2v

(k)
t îò (27) ñå èçïîëçâàò áúðçèòå äèðåêòíè ìåòîäè çà îáðú-

ùàíå íà äèñêðåòíèÿ îïåðàòîð íà Ëàïëàñ, äåôèíèðàíè â ×àñò 2.6.

×àñò 4.3 Ìåòîä íà Òåéëîð è ìåòîä íà ïðàâèòå çà õèïåðáîëè÷-
íàòà çàäà÷à

Çà õèïåðáîëè÷íîòî ÷àñòíî äèôåðåíöèàëíî óðàâíåíèå (22) ñå
ïðàâè äèñêðåòèçàöèÿ ïî ïðîñòðàíñòâîòî, êîåòî âîäè äî ñëåäíàòà
ñèñòåìà îò Nx×Ny îáèêíîâåíè äèôåðåíöèàëíè óðàâíåíèÿ, êàêòî
ñìå ïîêàçàëè â [25]:

β(E1 −∆h,p)
∂2

∂t2
ui,j(t) =

(E1 −∆h,p)∆h,pui,j(t) + ∆h,p(−βf(ui,j(t)) + (β − 1)ui,j(t)),

i = 0, · · · , Nx − 1, j = 0, · · · , Ny − 1, (29)

êúäåòî ui,j(t) å ïðèáëèæåíèå íà ðåøåíèåòî â òî÷êàòà (xi, yj) ∈ Ωh,
à ∆h,p, p = 2, 4, 6 å äèñêðåòíèÿò îïåðàòîð íà Ëàïëàñ, àïðîêñèìè-
ðàí ñ êðàéíè ðàçëèêè îò âòîðè, ÷åòâúðòè è øåñòè ðåä. Áðîÿò íà
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óðàâíåíèÿòà â ñèñòåìàòà Nx ×Ny å ðàâåí íà áðîÿò òî÷êè â ìðå-
æàòà Ωh è âàðèðà ìåæäó 15625 è 716800 çà ðàçãëåäàíèòå ÷èñëåíè
ïðèìåðè â äèñåðòàöèÿòà. Ïîëó÷åíàòà ñèñòåìà (29) å ðåøåíà ÷èñ-
ëåíî, èçïîëçâàéêè ðàçâèòèå â ðåä íà Òåéëîð, ñïðÿìî âðåìåâàòà
ïðîìåíëèâà t:

ui,j(t+ τ) = ui,j(t) + τ
∂

∂t
ui,j(t) + ...

τ p

p!

∂p

∂tp
ui,j(t) +O(τ p+1) (30)

ïðè p ≥ 2.
Âñÿêà åäíà îò ïðîèçâîäíèòå ïî âðåìåòî â (30) èç÷èñëÿâàìå

ïîñðåäñòâîì äèôåðåíöèðàíå íà (29) ïî âðåìåòî, êàòî äîïóñêàìå,
÷å ðåøåíèåòî å äîñòàòú÷íî ãëàäêî u ∈ Cp+1,p+1,p+1(Ω × T ). Çà äà
ïîëó÷èì ñúîòâåòíàòà ïðîèçâîäíà â ÿâåí âèä, òðÿáâà äà îáúðíåì
îïåðàòîðà (E1 − ∆h,p) â (29). Çà öåëòà èçïîëçâàìå òàêà íàðå÷å-
íèòå ½Fast Poisson Solvers�, êîèòî ñà îïèñàíè â ×àñò 2.6. Ðåäúò
íà àïðîêñèìàöèÿ ïî âðåìåòî çàâèñè îò áðîÿ íà ÷ëåíîâåòå p + 1,
êîèòî ó÷àñòâàò â ðåäà íà Òåéëîð. Ïî òîçè íà÷èí ðåäúò íà àïðîê-
ñèìàöèÿ ïðè ìåòîäà íà Òåéëîð ïî âðåìåòî è ïðîñòðàíñòâîòî å
åäíàêúâ O(|h|p + τ p), è çàâèñè îò èçáîðà íà p = 2, 4, 6.

Ïðè t = 0 ïúðâèòå äâà ÷ëåíà â (30) ñà èçâåñòíè îò íà÷àëíî-
òî óñëîâèå (u0, u1), à òðåòèÿò ñå ïîëó÷àâà ÷ðåç óðàâíåíèå (29).
Ñëåäâàùèÿò ÷ëåí â ðåäà íà Òåéëîð (30) - òðåòàòà ïðîèçâîäíà ïî
âðåìåòî èçãëåæäà ïî ñëåäíèÿ íà÷èí:

∂3

∂t3
ui,j(t) =

1

β
∆h,p

∂

∂t
ui,j(t)+

+
1

β
(E1 −∆h,p)

−1∆h,p

(
−2αβ ui,j(t)

∂

∂t
ui,j(t) + (β − 1)

∂

∂t
ui,j(t)

)
.

Ïðåñìÿòàíåòî íà ïðîèçâîäíèòå å èòåðàöèîíåí ïðîöåñ, êàòî ïðî-
èçâîäíàòà îò ðåä s, êúäåòî s ≤ p, çàâèñè îò âå÷å èç÷èñëåíèòå
ïðîèçâîäíè îò ðåä 0, .., s− 2.

×àñò 4.4 ×èñëåíè ðåçóëòàòè îò Êîíñåðâàòèâíàòà ñõåìà è ìå-
òîäà íà Òåéëîð

Â òàçè ÷àñò ñà ïðåäñòàâåíè ðåçóëòàòè îò èìïëåìåíòèðàíèòå
ìåòîäè çà õèïåðáîëè÷íàòà çàäà÷à. Ðåäúò íà ñõîäèìîñò íà äèñê-
ðåòíèòå ðåøåíèå è åíåðãèÿ, ïîëó÷åíè îò ìåòîäà íà Òåéëîð, ïî
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p = 2, 4, 6 h, τ ‖Ēi‖L2

Ðåä íà ‖Ēi‖L∞
Ðåä íà

ñõîä. ñõîä.

β = 3 0.2, 0.1

c=0.45 0.1, 0.05 0.968044 1.034208

O(h2 + τ2) 0.05, 0.025 0.340955 1.51 0.351518 1.56

β = 3 0.2, 0.1

c=0.45 0.1, 0.05 0.191389 0.194056

O(h4 + τ4) 0.05, 0.025 0.013036 3.88 0.013664 3.83

β = 3 0.2, 0.01

c=0.45 0.1, 0.05 0.032671 0.033625

O(h6 + τ6) 0.05, 0.025 0.000599 5.78 0.000635 5.73

β = 1 0.4, 0.2

c=0.9 0.2, 0.1 0.148014 0.058905

O(h2 + τ2) 0.1, 0.05 0.030690 2.27 0.014185 2.05

β = 1 0.4, 0.2

c=0.9 0.2, 0.1 0.028869 0.013791

O(h4 + τ4) 0.1, 0.05 0.001860 3.96 0.000996 3.80

β = 1 0.4, 0.2

c=0.9 0.2, 0.1 0.006732 0.003334

O(h6 + τ6) 0.1, 0.05 0.000249 4.75 0.000068 5.61

Òàáëèöà 4: Ñêîðîñò íà ñõîäèìîñò íà ÷èñëåíîòî ðåøåíèå ïðè ìåòîäà íà Òåé-
ëîð ñ íóëåâî ãðàíè÷íî óñëîâèå è ãðåøêè îò àïðîêñèìàöèÿòà O(|h|2 + τ2),
O(|h|4 + τ4) è O(|h|6 + τ6). Ãðåøêèòå Ēi ñà èçìåðåíè â L2 è L∞ íîðìè.

ïðàâèëîòî íà Ðóíãå (12) ñà ïîêàçàíè ñúîòâåòíî íà Òàáëèöè 4 è 5.
Ðåäúò íà ñõîäèìîñò îòãîâàðÿ íà ïðèëîæåíèÿ ðåä íà àïðîêñèìà-
öèÿ. Ñàìî ïðè Òåñò 2 è O(|h|6 + τ 6), ñõîäèìîñòòà ïðè åíåðãèÿòà
å ïî-íèñêà îò î÷àêâàíîòî. Òîçè ðåçóëòàò å ïîðàäè âèñîêèÿ ãðà-
äèåíò íà ðåøåíèåòî, áëèçî äî ãðàíèöàòà è ïî-íèñêàòà ñõîäèìîñò,
ïîëó÷åíà îùå ïðè íà÷àëíîòî óñëîâèå îò ðåøàâàíå íà åëèïòè÷íàòà
çàäà÷à (âèæ ïîñëåäíèÿò ðåä â Òàáëèöà 2).

Ìåòîäúò íà Òåéëîð íå çàïàçâà áåçóñëîâíî åíåðãèÿòà, çàòîâà
òÿ çàåäíî ñ ìàñàòà è ôîðìàòà íà ðåøåíèåòî (ïðè O(|h|2 + τ 2)) ñà
ñðàâíåíè ñ òåçè, ïîëó÷åíè ïðè Êîíñåðâàòèâíàòà ñõåìà. Ãðàôèêè-
òå íà äèñêðåòíèòå åíåðãèÿ Eh (âèæ Ôèãóðà 4) è ìàñà Mh (âèæ
Ôèãóðà 5), ïîëó÷åíè îò äâàòà ìåòîäà, êàêòî ïðè Òåñò 1 òàêà è
ïðè Òåñò 2 ñå ïðèïîêðèâàò (÷åðíàòà ëèíèÿ è ñèíèòå êðúã÷åòà).
Îò òóê ìîæå äà ñå íàïðàâÿò äâà âàæíè èçâîäà. Ïúðâî, ìåòîäúò
íà Òåéëîð è Êîíñåðâàòèâíàòà ñõåìà ïðîèçâåæäàò êà÷åñòâåíî è
êîëè÷åñòâåíî áëèçêè ðåçóëòàòè çà Ìàñàòà è Åíåðãèÿòà. Âòîðî,
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åíåðãèÿòà è ïðè äâàòà ìåòîäà å êîíñòàíòíà âåëè÷èíà ñïðÿìî âðå-
ìåâàòà ïðîìåíëèâà.

FDS h, τ ‖ ¯̄Ei‖L2

Ðåä íà ‖ ¯̄Ei‖L∞
Ðåä íà

ñõîä. ñõîä.

β = 3 0.2, 0.1

c=0.45 0.1, 0.05 0.379690 0.446557

O(h2 + τ2) 0.05, 0.025 0.075257 2.33 0.111797 2.00

β = 3 0.2, 0.01

c=0.45 0.1, 0.005 0.044788 0.082344

O(h4 + τ4) 0.05, 0.025 0.002459 4.18 0.003562 4.53

β = 3 0.2, 0.01

c=0.45 0.1, 0.05 0.063681 0.133517

O(h6 + τ6) 0.05, 0.025 0.001086 5.87 0.002041 6.03

β = 1 0.4, 0.2

c=0.9 0.2, 0.1 0.404499 0.348428

O(h2 + τ2) 0.1, 0.05 0.081033 2.32 0.087663 2.00

β = 1 0.4, 0.2

c=0.9 0.2, 0.1 0.064165 0.056574

O(h4 + τ4) 0.1, 0.05 0.005141 3.64 0.005173 3.45

β = 1 0.4, 0.2

c=0.9 0.2, 0.1 0.037448 0.054236

O(h6 + τ6) 0.1, 0.05 0.003098 3.60 0.003293 4.04

Òàáëèöà 5: Ñêîðîñò íà ñõîäèìîñò íà äèñêðåòíàòà Åíåðãèÿ ïðè ìåòîäà íà
Òåéëîð ñ íóëåâî ãðàíè÷íî óñëîâèå è ãðåøêè îò àïðîêñèìàöèÿòà O(|h|2 + τ2),

O(|h|4 + τ4) è O(|h|6 + τ6). Ãðåøêèòå ¯̄
iE ñà èçìåðåíè â L2 è L∞ íîðìè.
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Ôèãóðà 4: Äèñêðåòía eíåðãèÿ íà ðåøåíèåòî êàòî ôóíêöèÿ íà âðåìåòî äî
T = 10 ïðè Òåñò 1 (ëÿâî) è Òåñò 2 (äÿñíî).

Íàïðàâåíè ñà äîïúëíèòåëíè èç÷èñëåíèÿ âúðõó îáëàñòè ñ ïî-
ãîëåìè ðàçìåðè è ïî-ãîëÿìà ñòúïêà h (h = 0.2 ïðè Òåñò 1 è h =
0.4 ïðè Òåñò 2), çà äà ñå îáÿñíè íàðàñòâàíåòî ïðè ìàñàòà, êàòî
ðåçóëòàòèòå îò èçñëåäâàíèÿòà ñà ïîêàçàíè íà Ôèãóðà (6). Âèäíî å,
÷å ñòîéíîñòòà �è ñå çàïàçâà ïî-äîáðå, êîãàòî çàäà÷àòà ñå ïðåñìÿòà
â ïî-ãîëåìè îáëàñòè Ωh.

Ôèãóðà 5: Äèñêðåòía ìàñà íà ðåøåíèåòî êàòî ôóíêöèÿ íà âðåìåòî äî T = 10
ïðè Òåñò 1 (ëÿâî) è Òåñò 2 (äÿñíî).

Ïðåäñòàâåí å àíàëèç íà çàâèñèìîñòòà íà ôîðìàòà è ìàêñèìó-
ìà íà ðåøåíèåòî îò ðåäà íà àïðîêñèìàöèÿ è ãîëåìèíàòà íà äèñ-
êðåòíèòå ñòúïêè ïî ïðîñòðàíñòâîòî è âðåìåòî - h, τ . Ðåçóëòàòèòå
ïîêàçâàò, ÷å ñ íàìàëÿâàíå íà h è τ è óâåëè÷àâàíå ðåäà íà àï-
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Ôèãóðà 6: Ìàñàòà îò ðåøåíèåòî îò ìåòîäà Òåéëîð ñ O(|h|6 + τ6) àïðîêñèìà-
öèÿ êàòî ôóíêöèÿ íà âðåìåòî äî T = 10 âúðõó òðè ðàçëè÷íè ïî ãîëåìèíà
îáëàñòè. Ëåâèÿò ïàíåë å ïðè β = 3, c = 0.45, à äåñíèÿò ïàíåë å ïðè β = 1,
c = 0.9.

ðîêñèìàöèÿ, ðàçëèêàòà â ïðîôèëà íà âúëíàòà ìåæäó íà÷àëíèÿ è
êðàéíèÿ ìîìåíò íàìàëÿâà.

Íàé-íàêðàÿ å ðàçãëåäàí ñëó÷àé ïðè ïî-ãîëÿì âðåìåâè èíòåð-
âàë T = 30, çà êîéòî îòíîâî ñà îïèñàíè ïîâåäåíèåòî íà ôîðìàòà
è ìàêñèìóìà, êàòî å ïîêàçàíî ÷å òåçè äâå ñâîéñòâà íà ðåøåíèåòî
ñå çàïàçâàò ñ ïðåíåáðåæèìî ìàëêè îòêëîíåíèÿ.

×àñò 4.5 ×èñëåí òåñò çà õèïåðáîëè÷íàòà çàäà÷à ïðè ïàðàìåò-
ðè β = 3 è c = 0.3

Íàñòîÿùàòà ÷àñò ðàçãëåæäà åäèí äîáðå ïîçíàò â ëèòåðàòóðà-
òà ñëó÷àé çà õèïåðáîëè÷íàòà çàäà÷à (âèæ [6, 7, 8, 9] ), ïðè êîéòî
çà íà÷àëíî óñëîâèå â ñïîìåíàòèòå òðóäîâå ñà èçïîëçâàíè ½best-
�t� àïðîêñèìàöèîííèòå ôîðìóëè îò [5]. Â íàñòîÿùàòà ðàáîòà ïðè
t = 0 ùå áúäå èçïîëçâàíî ðåøåíèåòî îò ñòàöèîíàðíîòî óðàâíåíèå
íà Áóñèíåñê (åêâèâàëåíòíî íà ñèñòåìàòà (16)) ñ àïðîêñèìàöèè îò
âèñîê ðåä è ½Ñèìåòðè÷íî ãðàíè÷íî óñëîâèå ïî àáöèñàòà è îðäè-
íàòàòà ïðè åëèïòè÷íàòà çàäà÷à�, êàêòî å äåôèíèðàíî â ×àñò 2.3.
Ãîëåìèíàòà íà îáëàñòòà ωh å Lx = Ly = 50, α = 1, à èçïîëçâàíèòå
êðàéíè ðàçëèêè ñà ñ ÷åòâúðòè è øåñòè ðåä íà àïðîêñèìàöèÿ (ïðè
p = 4, 6). Ïîðàäè ñèìåòðèÿòà íà ðåøåíèåòî ïî àáöèñàòà è îðäè-
íàòàòà å ëåñíî äà ñå ïîñòðîè íà÷àëíàòà ôóíêöèÿ â öÿëàòà îáëàñò
Ωh.
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p = 4, 6 h, τ ||u(0) − u(Nt)||L2 ||u(0) − u(Nt)||L∞

0.4, 0.2 3.020072 2.571611

O(|h|4 + τ4) 0.2, 0.1 0.365473 0.371433

0.1, 0.05 0.025631 0.026517

0.4, 0.2 1.939208 1.673675

O(|h|6 + τ6) 0.2, 0.1 0.037638 0.038985

0.1, 0.05 0.000655 0.000679

Òàáëèöà 6: Ðàçëèêà ||u(0)−u(Nt)||κ â L2 è L∞ íîðìè ìåæäó ÷èñëåíèòå ðåøå-
íèÿ â íà÷àëîòî ïðè t = 0 è â êðàÿ ïðè t = 10. Çà ðåçóëòàòèòå â òàáëèöàòà å
èçïîëçâàí ìåòîäúò íà Òåéëîð ñ ÷åòâúðòè è øåñòè ðåä íà àïðîêñèìàöèÿ.

Ïðè õèïåðáîëè÷íàòà çàäà÷à (ðàçãëåäàíà â Ωh) å èçïîëçâàí ìå-
òîä íà Òåéëîð, îòíîâî ñ àïðîêñèìàöèîííè ôîðìóëè îò ÷åòâúðòè
è øåñòè ðåä. Ïðåäñòàâåí å àíàëèç íà çàâèñèìîñòòà íà ôîðìàòà è
ìàêñèìóìà íà ðåøåíèåòî îò ðåäà íà àïðîêñèìàöèÿ è ãîëåìèíàòà
íà äèñêðåòíèòå ñòúïêè ïî ïðîñòðàíñòâîòî è âðåìåòî - h, τ (âèæ
Ôèãóðà 7 è Òàáëèöà 6).

Îñíîâíà õàðàêòåðèñòèêà íà ñîëèòîíèòå å çàïàçâàíåòî íà ôîð-
ìàòà èì ïî âðåìåòî. Â Òàáëèöà 6 ñìå èçñëåäâàëè ôîðìàòà íà
ðåøåíèåòî â èíòåðâàëà [0, 10] è ïîêàçâàìå, ÷å ñ íàìàëÿâàíå íà
ñòúïêèòå ïî ïðîñòðàíñòâîòî h è âðåìåòî τ , ðàçëèêàòà â ïðîôèëà
íà âúëíàòà ìåæäó íà÷àëíèÿ è êðàéíèÿ ìîìåíò íàìàëÿâà. Â äî-
ïúëíåíèå ñå âèæäà, ÷å ôîðìàòà íà âúëíàòà ñå çàïàçâà ïî-äîáðå,
êîãàòî ñòåïåíòà íà àïðîêñèìàöèÿ íà äèôåðåíöèàëíèòå îïåðàòîðè
å ïî-âèñîêà.

Ïîñëåäíèòå ðàçñúæäåíèÿ çàòâúðæäàâàò î÷àêâàíåòî, ÷å ðàç-
ëèêàòà âúâ ôîðìàòà íà ÷èñëåíîòî ðåøåíèå ìåæäó íà÷àëíèÿ è
êðàéíèÿ ìîìåíòè ||u(0)−u(Nt)||κ, çà ïðîèçâîëíî ôèêñèðàíî âðåìå
T , êëîíè êúì íóëà, êîãàòî h è τ íàìàëÿâàò.

Çà ïàðàìåòðèòå β = 3, c = 0.3 îò Òåñò 3 å ðàçãëåäàí ñëó÷àé ïðè
ïî-ãîëÿì âðåìåâè èíòåðâàë T = 30, çà êîéòî ñà îïèñàíè ïîâåäåíè-
åòî íà ôîðìàòà è ìàêñèìóìà, êàòî å ïîêàçàíî ÷å òåçè äâå ñâîéñòâà
íà ðåøåíèåòî ñå çàïàçâàò ñ ïðåíåáðåæèìî ìàëêè îòêëîíåíèÿ äî
âðåìå t = 20 (âèæ Ôèãóðà 8). Â îðèãèíàëíèòå ïðîìåíëèâè òîâà
âðåìå å 34.64 (ïðåäè ñìÿíàòà (21)). Â ñðàâíåíèå ñ ðåçóëòàòèòå ïî-
ëó÷åíè â [7, 6, 9, 8, 10], êúäåòî çà íà÷àëíî óñëîâèå ñà èçïîëçâàíè
½best-�t� ôîðìóëèòå, íà Ôèãóðà 1 îò [7] å ðàçãëåäàíî äåòàéëíî
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Ôèãóðà 7: Ðàçâèòèå íà ìàêñèìóìà íà ðåøåíèåòî â èíòåðâàëà [0, 10] ïðè β = 3,
c = 0.3. Çà ðåçóëòàòèòå îò ãðàôèêàòà å èçïîëçâàí ìåòîäà íà Òåéëîð ñ ÷åòâúð-
òè è øåñòè ðåä íà àïðîêñèìàöèÿ è äèñêðåòíèòå ñòúïêè h = 0.4, 0.2, 0.1, τ =
h/2.

Ôèãóðà 8: Ðàçâèòèå íà ôîðìàòà íà ÷èñëåíîòî ðåøåíèå ïðè β = 3, c = 0.3. Èç-
ïîëçâàí å ìåòîä íà Òåéëîð ñ àïðîêñèìàöèÿ îò øåñòè ðåä è ñëåäíèòå äèñêðåò-
íè ñòúïêè: h = 0.05, τ = 0.025. Ïî âåðòèêàëàòà å y îñòà, à ïî õîðèçîíòàëàòà
x îñòà.
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ðàçâèòèåòî íà ôîðìàòà íà ðåøåíèåòî è íåãîâèÿ ìàêñèìóì. Òàì
ÿñíî ñå âèæäà, ÷å âúëíàòà ïðåòúðïÿâà ìàêàð è ñëàáè (≈ 0.15), íî
âñå ïàê âèäèìè ñòðóêòóðíè ïðîìåíè îùå â íà÷àëîòî çà âðåìåâèÿ
èíòåðâàë [0, 4] (â îðèãèíàëíèòå ïðîìåíëèâè). Òóê èçìåíåíèÿòà
âúâ ôîðìàòà ñà ïîä 7.0e−6 çà âñÿêà åäíà òî÷êà îò ìðåæàòà â èí-
òåðâàëà [0,

√
β15] ≈ [0, 8.66] (îòíîâî â îðèãèíàëíèòå ïðîìåíëèâè).

3 Çàêëþ÷åíèå

Çà ðåøàâàíå íà ñòàöèîíàðíîòî óðàâíåíèå íà Áóñèíåñê ñà èçïîë-
çâàíè äèôåðåí÷íè ñõåìè ñ âòîðè, ÷åòâúðòè è øåñòè ðåä íà àï-
ðîêñèìàöèÿ íà âòîðèòå ïðîèçâîäíè çàåäíî ñ ìåòîäà íà ïðîñòàòà
èòåðàöèÿ. Â Òàáëèöà 2 å ïîêàçàíà ñêîðîñòòà íà ñõîäèìîñò ïî ïðà-
âèëîòî íà Ðóíãå âúðõó òðè âëîæåíè ìðåæè, êîÿòî â ïîâå÷åòî ñëó-
÷àè îòãîâàðÿ íà èçïîëçâàíèÿ ðåä íà àïðîêñèìàöèÿ. Ïîëó÷åíîòî
÷èñëåíî ðåøåíèå èìà ñõîäíî ïîâåäåíèå ñ òîâà, îïèñàíî â [15, 16]
îò ãëåäíà òî÷êà íà ôîðìàòà è çàâèñèìîñòòà �è îò ñêîðîñòòà c è
äèñïåðñèîííèÿ ïàðàìåòúð β. Ïîëó÷åíèòå ðåçóëòàòè ñå èçïîëçâàò
çà íà÷àëíî óñëîâèå â ÏÓÁ.

Èçâåäåíî å íîâî àñèìïòîòè÷íî ãðàíè÷íî óñëîâèå çà åëèïòè÷-
íàòà çàäà÷à, ñëåä êàòî ñà èçñëåäâàíè àñèìïòîòèêèòå íà âñè÷êè
÷ëåíîâå ïîîòäåëíî â ñòàöèîíàðíîòî åëèïòè÷íî óðàâíåíèå íà Áó-
ñèíåñê. Ïîëó÷åíàòà ÿâíà ôîðìóëà å âàëèäèðàíà â ñåðèÿ îò ÷èñ-
ëåíè åêñïåðèìåíòè ïðè ðàçëè÷íè ðàçìåðè íà îáëàñòòà Lx = Ly =
20, 40, 80, 160. Ïîêàçàíî å, ÷å ÷èñëåíîòî ðåøåíèå ñå àïðîêñèìèðà
ïî-äîáðå, êîãàòî Lx è Ly ñà ïî-ãîëåìè. Íàïðàâåíè ñà èç÷èñëåíèÿ
ñ íóëåâî ãðàíè÷íî óñëîâèå è ðåçóëòàòèòå ñà ñðàâíåíè ñ íîâîòî
òàêîâà, êúäåòî ñå âèæäà, ÷å L2 íîðìàòà îò ðàçëèêàòà íàìàëÿâà
äâà ïúòè, à L∞ íîðìàòà - ÷åòèðè ïúòè, ïðè äâîéíî óâåëè÷åíèå
íà îáëàñòòà.

Çà õèïåðáîëè÷íàòà çàäà÷à ñà èçïîëçâàíè äâà ðàçëè÷íè ïîäõî-
äà - Êîíñåðâàòèâíàòà ñõåìà è êîìáèíàöèÿòà îò ìåòîä íà Òåéëîð
è ìåòîä íà ïðàâèòå ñ âòîðè, ÷åòâúðòè è øåñòè ðåä íà àïðîêñèìà-
öèÿ, êîéòî ñå ïðèëàãà çà ïðúâ ïúò çà ÏÓÁ. ×èñëåíèòå ðåøåíèÿ,
çàåäíî ñ íåãîâèòå ñâîéñòâà êàòî ìàñà, åíåðãèÿ è ôîðìà, ïîëó÷å-
íè ñ ìåòîäà íà Òåéëîð ñ O(|h|2 + τ 2) è Êîíñåðâàòèâíàòà ñõåìà,
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ñà ñðàâíåíè è å ïîêàçàíî, ÷å ñà äîñòà áëèçêè. Åäíà îò öåëèòå íà
ðàáîòàòà å äà ïîêàæå, ÷å ìåòîäúò íà Òåéëîð, ïðèëîæåí êúì óðàâ-
íåíèåòî (22), âîäè äî äîñòàòú÷íî äîáðè ðåçóëòàòè, à ñúùî òàêà
ìîæå äà ñå ïðèëîæè ñ ïî-âèñîê ðåä íà àïðîêñèìàöèÿ, êîåòî âîäè
è äî ïî-òî÷íî ðåøåíèå. ×èñëåíàòà åíåðãèÿ å çàïàçåíà è â äâàòà
ñëó÷àÿ. Ïðè ìàñàòà å ïîêàçàíî, ÷å ñå çàïàçâà ïî-äîáðå âúðõó ïî
ãîëåìè îáëàñòè.

Ôîðìàòà è ìàêñèìóìúò íà âúëíàòà ïðè Òåñò 3 ñå çàïàçâàò çà
ïî-äúëãî âðåìå äî T = 34.64 â îðèãèíàëíèòå ïðîìåíëèâè, êîãàòî
ñå èçïîëâàò àïðîêñèìàöèè îò ïî-âèñîê øåñòè ðåä è íà÷àëíî óñëî-
âèå ïîëó÷åíî ÷èñëåíî ÷ðåç ðåøåíèå íà ñòàöèîíàðíîòî óðàâíåíèå
íà Áóñèíåñê. Â äîïúëíåíèå, ôîðìàòà íà ðåøåíèåòî ñå çàïàçâà ïî-
äîáðå ñïðÿìî ïîëó÷åíèòå ðåçóëòàòè â [6, 7, 8, 9, 10]. Ïîêàçàíî å,
÷å íåéíèòå èçìåíåíèÿ, ñïðÿìî íà÷àëíèÿ è êðàéíèÿ ìîìåíòè îò
âðåìå, íàìàëÿâàò, êîãàòî äèñêðåòíèòå ñúïêè ïî ïðîñòðàíñòâîòî
h è âðåìåòî τ ñå ñìàëÿâàò è ðåäúò íà àïðîêñèìàöèÿ íà ÷èñëåíèÿ
ìåòîä ñå óâåëè÷àâà (âèæ Òàáëèöà 6).

×èñëåíèòå àëãîðèòìè çà ðåøåíèÿòà íà ñòàöèîíàðíîòî è Ïàðà-
äèãìàòè÷íîòî óðàâíåíèÿ íà Áóñèíåñê ìîãàò äà áúäàò íàìåðåíè
è êëîíèðàíè îò ñëåäíîòî èíòåðíåò õðàíèëèùå (repository):
https://github.com/CloakMe/Boussinesq.git

4 Íàó÷íè ïðèíîñè

Îñíîâíèòå íàó÷íè ïðèíîñè íà äèñåðòàöèÿòà ñà:

� Ðàçðàáîòèëè ñìå ÷èñëåíè ìåòîäè ñ ÷åòâúðòè è øåñòè ðåä íà
àïðîêñèìàöèÿ çà ñòàöèîíàðíîòî è Ïàðàäèãìàòè÷íîòî óðàâ-
íåíèÿ íà Áóñèíåñê;

� Èçñëåäâàëè ñìå ïîäðîáíî àñèìïòîòèêàòà íà âñåêè åäèí îò
÷ëåíîâåòå â åëèïòè÷íîòî óðàâíåíèå è ñìå èçâåäåëè íîâî àñèì-
ïòîòè÷íî ãðàíè÷íî óñëîâèå;

� Ïîäðîáíî ñà ñðàâíåíè ÷èñëåíîòî ðåøåíèå íà åëèïòè÷íàòà çà-
äà÷à ñ ½best-�t� ïðèáëèæåíèÿòà îò [5]. Ïîêàçàëè ñìå, ÷å íà-
÷àëíîòî óñëîâèå, ïîëó÷åíî ÷ðåç èòåðàöèîíåí ìåòîä ñ âèñîê
ðåä íà àïðîêñèìàöèÿ çà ðåøàâàíå íà ñòàöèîíàðíîòî óðàâ-
íåíèå, ïðåâúçõîæäà ½best-�t� àïðîêñèìàöèîííèòå ôîðìóëè,
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êîãàòî ñå èçñëåäâà ñîëèòîííèÿò õàðàêòåð íà âúëíàòà â ÏÓÁ,
çàùîòî íåéíèòå ôîðìà è ìàêñèìóì ñå çàïàçâàò çà ïî-äúëúã
ïåðèîä îò âðåìå;

� ×èñëåíèòå åêñïåðèìåíòè äåìîíñòðèðàò, ÷å ìàêñèìóìúò è ôîð-
ìàòà íà ðåøåíèåòî ñå çàïàçâàò ïî-äîáðå (êàêòî ïðè íèñêè
c = 0.3 òàêà è ïðè âèñîêè ñêîðîñòè c = 0.45, 0.9), êîãàòî
ñå èçïîëçâàò ïî-ìàëêè äèñêðåòíè ñòúïêè è ïî-âèñîê ðåä íà
àïðîêñèìàöèÿ çà ôèêñèðàí èíòåðâàë îò âðåìå T ;

� Måòîäúò íà Òåéëîð çàïàçâà åíåðãèÿòà è ìàñàòà òîëêîâà äîá-
ðå êîëêîòî è Êîíñåðâàòèâíàòà ñõåìà ïðè ðàçãëåäàíèòå ÷èñ-
ëåíè òåñòîâå.

5 Äåêëàðàöèÿ

Äåêëàðèðàì, ÷å ïðåäñòàâåíàòà äèñåðòàöèÿ íà òåìà: ½×èñëåíî èç-
ñëåäâàíå íà äâóìåðíîòî óðàâíåíèå íà Áóñèíåñê� å ìîé òðóä. Â
íåéíîòî ðàçðàáîòâàíå íå ñà ïîëçâàíè ðàçðàáîòêè è ÷óæäè ïóáëè-
êàöèè â íàðóøåíèå íà àâòîðñêèòå èì ïðàâà.

Âñè÷êè öèòèðàíèÿ íà èçòî÷íèöè íà èíôîðìàöèÿ, òåêñò è äðó-
ãè ñà îáîçíà÷åíè ñïîðåä ñòàíäàðòèòå.

Ðåçóëòàòèòå îò äèñåðòàöèîííîòî èçñëåäâàíå ñà îðèãèíàëíè è
íå ñà âçàèìñòâàíè îò èçòî÷íèöè, â êîèòî íÿìàì ó÷àñòèå.

Ïîäïèñ: ...............
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6 Áëàãîäàðíîñòè è ïîñâåùåíèå

Èñêàì ñúðäå÷íî äà áëàãîäàðÿ íà ìîÿ íàó÷åí ðúêîâîäè-
òåë - ïðîô. ä-ð Íàòàëèÿ Êîëüêîâñêà, çà ïîìîùòà è ñú-
âåòèòå, êîèòî ìè äàäå. Ïðîäúëæèòåëíèòå äèñêóñèè,
êîèòî âîäèõìå, îêàçàõà ñúùåñòâåíî âëèÿíèå âúðõó ðà-
áîòàòà ïî äèñåðòàöèÿòà.
Áëàãîäàðÿ íà ìîåòî ñåìåéñòâîòî è ðîäíèíè çà òúð-

ïåíèåòî è ïîäêðåïàòà, êîÿòî ìè îêàçâàõà ïðåç ãîäè-
íèòå.
Áëàãîäàðÿ íà êîëåãèòå îò ñåêöèÿ ½Ìàòåìàòè÷åñêî

ìîäåëèðàíå è ÷èñëåí àíàëèç� çà ïîëåçíèòå ñúâåòè è
íàñîêè.
Áëàãîäàðÿ íà Òîäîð Êîëàðîâ, óïðàâèòåë íà Òåëåêîíò

ÅÎÎÄ è Äèìèòúð Äèìèòðîâ, óïðàâèòåë íà Äèäæè-
òàë Ëàéòñ ÅÎÎÄ, êîèòî ìè ïîçâîëèõà äà ðàáîòÿ íàä
òîçè òðóä, ÷ðåç äîïúëíèòåëíà ïëàòåíà îòïóñêà.
Áëàãîäàðÿ íà äîö. ä-ð Èâàí Áàæëåêîâ, çà ïðåäîñòà-

âåíèÿ äîñòúï äî íåãîâèÿ ðàáîòåí êîìïþòúð, íà êîéòî
ñúì ïóñêàë èç÷èñëåíèÿ â ïðîäúëæåíèå íà ìåñåöè.

Âúïðåêè ÷å íå ïîçíàâàì ëè÷íî ïðîô. Õðèñòî Õðèñ-
òîâ, èìàõ âúçìîæíîñò äà ñå çàïîçíàÿ ñ èçñëåäâàíè-
ÿòà ìó âúðõó Ïàðàäèãìàòè÷íîòî óðàâíåíèå íà Áóñè-
íåñê. Ïîñâåùàâàì òîçè òðóä íà íåãî.
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Àïðîáàöèÿ íà äèñåðòàöèîííàòà ðàáîòà

Ðåçóëòàòèòå îò äèñåðòàöèÿòà ñà äîêëàäâàíè íà ñëåäíèòå ìåæ-
äóíàðîäíè êîíôåðåíöèè è ñåìèíàðè:

� Scienti�c Seminars of IMI-BAS, Oct 2013;

� Conference ½Mathematics days in So�a�, 10 June 2014;

� Conference ½BIOMATH�, 27 June 2014;

� Conference ½Workshop on Approximation Theory, CAGD, Numerical
Analysis and Symbolic Computation�, Johannes Kepler University,
Linz, September, 2015;

� 13th International Conference for Promoting the Application of
Mathematics in Technical and Natural Sciences (AMiTaNS'22),
Albena, Bulgaria, 24�29 June 2021.
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