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1 Óâîä

Õîìîëîãè÷íàòà îãëåäàëíà ñèìåòðèÿ å íîâî íàïðàâëåíèå â ìîäåðíàòà ìàòåìàòèêà. Îñíîâ-
íàòà öåë íà òàçè Äèñåðòàöèÿ e ðàçâèâàíå íà Õîìîëîãè÷íàòà îãëåäàëíà ñèìåòðèÿ çà öå-
ëèòå íà êëàñè÷åñêàòà áèðàöèîíàëíà ãåîìåòðèÿ � ïîêàçâàíåòî, ÷å îáùàòà ÷åòèðèìåðíà
êóáèêà è äðóãè ìíîãîîáðàçèÿ íà Fano íå ñà ðàöèîíàëíè.

Â ñâîÿ äîêëàä íà Ìåæäóíàðîäíèÿ ìàòåìàòè÷åñêè êîíãðåñ ïðåç 1994, Kontsevich
(îñíîâåí ñúòðóäíèê íà Katzarkov) èçêàçâà õèïîòåçàòà, ÷å Îãëåäàëíàòà ñèìåòðèÿ çà
äâîéêà ìíîãîîáðàçèÿ íà Calabi-Yau X è Y áè ìîãëà äà áúäå îáÿñíåíà êàòî åêâèâà-
ëåíòíîñò íà òðèàíãóëèðàíà êàòåãîðèÿ, êîíñòðóèðàíà îò àëãåáðè÷íàòà ãåîìåòðèÿ íà X
(ïðîèçâîäíàòà êàòåãîðèÿ íà êîõåðåíòíè ñíîïîâå âúðõó X) è äðóãà òðèàíãóëèðàíà êà-
òåãîðèÿ, êîíñòðóðàíà îò ñèìïëåêòè÷íàòà ãåîìåòðèÿ íà Y (ïðîèçâîäíàòà êàòåãîðèÿ íà
Fukaya). Witten îïèñâà òîïîëîãè÷íîòî "óñóêâàíå" íà N = (2, 2) ñóïåðñèìåòðè÷íà òå-
îðèÿ íà ïîëåòî ÷ðåç ò. íàð. îò íåãî A- è B-ìîäåëè íà òîïîëîãè÷íè ñòðóííè òåîðèè.
Òåçè ìîäåëè çàñÿãàò èçîáðàæåíèÿ íà Ðèìàíîâè ïîâúðõíèíè âúðõó ôèêñèðàíà "öåë" �
ìíîãîîáðàçèå íà Calabi-Yau èëè ìíîãîîáðàçèå íà Fano. Ïîâå÷åòî îò ìàòåìàòè÷åñêèòå
õèïîòåçè íà Îãëåäàëíàòà ñèìåòðèÿ ñà âëîæåíè âúâ ôèçè÷åñêàòà åêâèâàëåíòíîñò íà A-
ìîäåëà âúðõó Y ñ B-ìîäåëà âúðõó "îãëåäàëîòî" X íà Y. Çà äà ñå îáõâàíå è ñëó÷àÿò
íà îòâîðåíè ñòðóíè, íåîáõîäèìî å äà ñå âúâåäàò ãðàíè÷íè óñëîâèÿ, çà äà ñå çàïàçè
ñóïåðñèìåòðèÿòà. Â A-ìîäåëà òåçè ãðàíè÷íè óñëîâèÿ ñå ïîÿâÿâàò ïîä ôîðìàòà íà Ëàã-
ðàíæåâè ïîäìíîãîîáðàçèÿ íà Y ñ îïðåäåëåíà äîïúëíèòåëíà ñòðóêòóðà. Â B-ìîäåëà
òåçè ãðàíè÷íè óñëîâèÿ ñå ïîÿâÿâàò ïîä ôîðìàòà íà õîëîìîðôíè ïîäìíîãîîáðàçèÿ íà
X ñ õîëîìîðôíè (èëè àëãåáðè÷íè) âåêòîðíè ðàçñëîåíèÿ âúðõó òÿõ. Òîâà ñà îáåêòèòå,
èçïîëçâàíè, çà äà ñå ïîñòðîÿò ñúîòâåòíèòå êàòåãîðèè. Òå ÷åñòî ñå íàðè÷àò A è B áðà-
íè, ñúîòâåòíî. Ìîðôèçìèòå â êàòåãîðèèòå ñå äàâàò ÷ðåç ñïåêòúðà íà îòâîðåíè ñòðóíè,
îïúíàòè ìåæäó äâå áðàíè. Â ñëó÷àÿ íà çàòâîðåíè ñòðóíè, A- è B-ìîäåëèòå îáõâàùàò
ñàìî òîïîëîãè÷íèÿ ñåêòîð � åäíà ìàëêà ÷àñò îò ïúëíàòà òåîðèÿ íà ñòðóíèòå. Ïîäîáíî,
áðàíèòå â òåçè ìîäåëè ñà ñàìî ïðèáëèæåíèÿ íà öÿëîñòíèòå äèíàìè÷íè îáåêòè, êîèòî
ñà D-áðàíèòå. Ìàòåìàòèêàòà, âúçíèêâàùà îò òàçè ìàëêà ÷àñò îò Òåîðèÿòà íà ñòðóíèòå,
å îñíîâíàòà òåìà íà íàñòîÿùèÿ òåçèñ.

Îñíîâíàòà ÷àñò îò äèñåðòàöèÿòà äàâà äîáðå äåôèíèðàíà ìàòåìàòè÷åñêà òåîðèÿ íà
Õîìîëîãè÷íàòà îãëåäàëíà ñèìåòðèÿ â ñëó÷àÿ íà ìíîãîîáðàçèÿ íà Fano.

2 Îñíîâíè èäåè

Âñúùíîñò, îñíîâíàòà èäåÿ íà òàçè Äèñåðòàöèÿ å äà ñå èçïîëçâàò èäåèòå íà Òåîðåòè÷íàòà
ôèçèêà ñ öåë ðàçðåøàâàíå íà êëàñè÷åñêè ïðîáëåìè íà Àëãåáðè÷íàòà ãåîìåòðèÿ.

Íàøèòå ðàçãëåæäàíèÿ ñå áàçèðàò íà äâà îñíîâíè äÿëà íà Òåîðåòè÷íàòà ôèçèêà:
1) Êîíôîðìíà òåîðèÿ íà ïîëåòî � Êâàíòîâà òåîðèÿ íà ïîëåòî, êîÿòî å èíâàðèàíòíà

ïîä äåéñòâèåòî íà êîíôîðìíè òðàíñôîðìàöèè.
2) Îãëåäàëíà ñèìåòðèÿ � â èíòåðïðåòàöèÿòà íà Hori�Vafa è íåéíàòà êàòåãîðíà íàä-

ñòðîéêà, íàïðàâåíà îò Kontsevich.
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Ðàçâèòèåòî íà Êîíôîðìíàòà òåîðèÿ íà ïîëåòî çàïî÷âà ñ äâóìåðíèÿ ñëó÷àé. Òî å
çàòâúðäåíî ñúñ ñòàòèÿ îò 1983 ã. íà Belavin, Polyakov è Zamolodchikov.

Â äâóìåðíàòà Êâàíòîâà òåîðèÿ íà ïîëåòî èìàìå àëãåáðàòà íà Witt îò èíôèíèòåçè-
ìàëíè êîíôîðìíè òðàíñôîðìàöèè, êîÿòî å öåíòðàëíî ïðîäúëæåíà, ñ öåíòðàëåí çàðÿä
è äðóãè ïðåíîðìàëèçàöèîííè çàðÿäè � ñïåêòðè îò ðàçìåðíîñòè.

Alexander Zamolodchikov äîêàçâà C-òåîðåìàòà íà Zamolodchikov, ñïîðåä êîÿòî ïîòî-
êúò íà ïðåíîðìàëèçàöèîííàòà ãðóïà â äâóìåðíèÿ ñëó÷àé å íåîáðàòèì.

Èç÷èñëÿâàíåòî íà çàðÿäèòå íà Êîíôîðìíèòå òåîðèè íà ïîëåòî â îáùèÿ ñëó÷àé å
ïðåäèçâèêàòåëíà çàäà÷à. Â ñëó÷àÿ íà ìàñèâíè òåîðèè ìîæå äà ñå èçïîëçâà Ãåîìåòðèÿ
ñ öåë òÿõíîòî èç÷èñëÿâàíå.

Òåîðèÿòà íà ñïåêòðèòå îò îñîáåíîñòè å ðàçâèòà ïàðàëåëíî íà Òåîðèÿòà íà öåíòðàë-
íèòå çàðÿäè. Âñúùíîñò, òÿ å ðàçâèòà â ñúùèÿ ãðàä � â Ìîñêâà îò Arnold è Varchenko.
Ñïåêòðèòå îò îñîáåíîñòè ñúîòâåòñòâàò íà çàðÿäèòå íà Êîíôîðìíèòå òåîðèè íà ïîëåòî
è C-òåîðåìàòà íà Zamolodchikov å Òåîðåìàòà çà ñåìèíåïðåêúñíàòîñòòà â Òåîðèÿòà íà
ñïåêòðèòå îò îñîáåíîñòè.

Ïúëíîòî ñúîòâåòñòâèå ìåæäó çàðÿäèòå íà Êîíôîðìíèòå òåîðèè íà ïîëåòî, ñïåêòðè-
òå îò îñîáåíîñòè è àñèìïòîòèêèòå íà ðåøåíèÿòà íà îáèêíîâåíè äèôåðåíöèàëíè óðàâ-
íåíèÿ å çàáåëÿçàíî îò Vafa è Cecotti ïðåç 90-òå ãîäèíè íà XX â.

Â òàçè Äèñåðòàöèÿ ñâúðçâàìå ãîðíîòî ñúîòâåòñòâèå ñ Õîìîëîãè÷íàòà îãëåäàëíà ñè-
ìåòðèÿ � âòîðîòî ôóíäàìåíòàëíî íàïðàâëåíèå íà Òåîðåòè÷íàòà ôèçèêà, êîåòî èçïîëç-
âàìå.

Îñíîâíàòà ÷àñò îò íàñòîÿùàòà Äèñåðòàöèÿ å ïîñâåòåíà íà Õîìîëîãè÷íàòà îãëåäàëíà
ñèìåòðèÿ. Îãëåäàëíàòà ñèìåòðèÿ çàïî÷âà êàòî òåîðèÿ, ïîçâîëÿâàùà �áðîåíå íà êðèâè�,
è å äåëî íà ôèçèöèòå. Çà íàñ òîâà �áðîåíå íà êðèâè� � Òåîðèÿòà íà Gromov�Witten �
å èíñòðóìåíò, êîéòî âîäè äî ïî-âèñøè ñòðóêòóðè, è êàòî ðåçóëòàò � äî ïðèëîæåíèÿ îò
ïî-âèñø ðàíã.

Èçõîäíàòà òî÷êà çà íàñ å, ÷å Áèðàöèîíàëíàòà ãåîìåòðèÿ (ïðîèçâîäíè êàòåãîðèè) å
�îãëåäàëî� íà Òåîðèÿòà íà îñîáåíîñòèòå (êàòåãîðèÿòà íà àíóëèðàùè ñå öèêëè).

Çàïî÷âàìå ñ íàé-ïðîñòèÿ ñëó÷àé � ðàöèîíàëíè ïîâúðõíèíè, êúäåòî Áèðàöèîíàëíà-
òà ãåîìåòðèÿ å äîñòà ëåñíà. Ïúðâî ðàçâèâàìå êàòåãîðíèòå îñíîâè íà Õîìîëîãè÷íàòà
îãëåäàëíà ñèìåòðèÿ. Óñòàíîâÿâàìå ôàêòà, ÷å áèðàöèîíàëíèòå òðàíñôîðìàöèè âîäÿò äî
âúçíèêâàíå íà íîâè îñîáåíîñòè âúðõó "îãëåäàëíàòà" ñòðàíà. Ðàçøèðÿâàìå òîâà ñúîòâåò-
ñòâèå â îáùèÿ ñëó÷àé � òîâà å îñíîâíîòî ñúäúðæàíèå íà ïúðâàòà ÷àñò îò Äèñåðòàöèÿòà.

Âúâ âòîðàòà ÷àñò ðàçâèâàìå Òåîðèÿòà íà íåêîìóòàòèâíèòå ñòðóêòóðè íà Hodge. Ïî-
êàçâàìå ñúùî, ÷å êâàíòîâîòî äèôåðåíöèàëíî óðàâíåíèå è íåãîâèòå àñèìïòîòèêè ñúîò-
âåòñòâàò íà ñïåêòúðà îò îñîáåíîñòè íà ìîäåëà íà Landau�Ginzburgl. Òîâà å âòîðàòà ÷àñò
îò Äèñåðòàöèÿòà.

3 Ñòðóêòóðà íà Äèñåðòàöèÿòà

Äèñåðòàöèÿòà å ñòðóêòóðèðàíà êàêòî ñëåäâà. Çàïî÷âàìå ñ óñòàíîâÿâàíåòî íà Õîìîëî-
ãè÷íàòà îãëåäàëíà ñèìåòðèÿ (ÕÎÑ) îò ãëåäíà òî÷êà íà Áèðàöèîíàëíàòà ãåîìåòðèÿ �
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ïîâúðõíèíè íà Fano.

3.1 Ïîâúðõíèíè íà Fano

Â ñëó÷àÿ íà ìíîãîîáðàçèÿ íà Fano, òâúðäåíèåòî íà õèïîòåçàòà íà ÕÎÑ å ñëåäíîòî:
Õèïîòåçà: Êàòåãîðèÿòà íà A-áðàíè D(FS(W )) å åêâèâàëåíòíà íà ïðîèçâîäíàòà

êàòåãîðèÿ íà êîõåðåíòíè ñíîïîâå (B-áðàíè) âúðõó Y .
Òóê (FS(W )) å êàòåãîðèÿòà íà Fukaya�Seidel íà ïîòåíöèàëà W .
Äîêàçâàìå òàçè õèïîòåçà âúðõó ðàçëè÷íè ïðèìåðè.
Ñúùåñòâóâà è ïàðàëåëíî òâúðäåíèå íà ÕÎÑ, ñâúðçâàùî ïðîèçâîäíàòà êàòåãîðèÿ íà

B-áðàíè âúðõó W : X → C, ÷èÿòî äåôèíèöèÿ å ïðåäëîæåíà îò Kontsevich, è ïðîèç-
âîäíàòà êàòåãîðèÿ íà Fukaya íà Y . Ïîíåæå ìíîãî ìàëêî ñå çíàå çà òåçè êàòåãîðèè íà
Fukaya, íÿìà äà äèñêóòèðàìå äåòàéëèòå íà òîâà òâúðäåíèå â íàñòîÿùàòà ðàáîòà. Íà-
äåæäàòà íè â òîâà íàïðàâëåíèå å, ÷å àëãåáðî�ãåîìåòðè÷íèòå ìåòîäè ùå íè ïîçâîëÿò äà
ïîãëåäíåì êúì êàòåãîðèèòå íà Fukaya îò ðàçëè÷íà ïåðñïåêòèâà.

Ñëó÷àÿò, êîéòî îñíîâíî ùå çàñåãíåì òóê, å òîçè íà ïðåòåãëåíàòà ïðîåêòèâíà ðàâíèíà
P 2(a, b, c) (êúäåòî a, b, c ñà âçàèìíî ïðîñòè åñòåñòâåíè ÷èñëà). Íåéíîòî �îãëåäàëî� å
àôèííàòà õèïåðïîâúðõíèíà X = {xaybzc = 1} ⊂ (C∗)3, ñíàáäåíà ñ òî÷íà ñèìïëåêòè÷íà
ôîðìà ω è ñóïåðïîòåíöèàë W = x+ y + z. Íàøàòà îñíîâíà òåîðåìà å:

Òåîðåìà 1 ÕÎÑ å â ñèëà çà P 2(a, b, c) è íåéíè íåêîìóòàòèâíè äåôîðìàöèè.

Èìåííî, ïîêàçâàìå, ÷å ïðîèçâîäíàòà êàòåãîðèÿ íà êîõåðåíòíè ñíîïîâå (B-áðàíè)
âúðõó ïðåòåãëåíàòà ïðîåêòèâíà ðàâíèíà P 2(a, b, c) å åêâèâàëåíòíà íà ïðîèçâîäíàòà êà-
òåãîðèÿ íà àíóëèðàùè ñå öèêëè (A-áðàíè) âúðõó àôèííàòà õèïåðïîâúðõíèíàX ⊂ (C∗)3.
Îñâåí òîâà, ïîêàçâàìå, ÷å òîâà îãëåäàëíî ñúîòâåòñòâèå ìåæäó ïðîèçâîäíè êàòåãîðèè
ìîæå äà áúäå ïðîäúëæåíî äî òîðè÷íè íåêîìóòàòèâíè äåôîðìàöèè íà P 2(a, b, c), êúäåòî
ñå çàñÿãàò B-áðàíè, è òåõíè îãëåäàëíè ñúîòâåòñòâèÿ, íåòî÷íè äåôîðìàöèè íà ñèìïëåê-
òè÷íàòà ñòðóêòóðà íà X, êúäåòî ñå çàñÿãàò A-áðàíè.

Çàáåëÿçâàìå, ÷å ïðåòåãëåíèòå ïðîåêòèâíè ðàâíèíè ñà "íåîãúâàåìè" â ñìèñúëà íà
êîìóòàòèâíè äåôîðìàöèè, íî èìàò åäíîìåðíî ìîäóëíî ïðîñòðàíñòâî îò òîðè÷íè íåêî-
ìóòàòèâíè äåôîðìàöèè (P 2 èìà ñúùî äðóãè íåêîìóòàòèâíè äåôîðìàöèè). Î÷àêâàìå íà-
ëè÷èåòî íà ïîäîáåí ôåíîìåí â ìíîãî ñëó÷àè, êúäåòî å ïðèëîæèì òîðè÷íî�îãëåäàëíèÿò
ïîäõîä. Èíòåðåñåí âúïðîñ áè áèë äà ñå ïðîäúëæè òîâà ñúîòâåòñòâèå â ñëó÷àÿ íà îáùè
íåêîìóòàòèâíè òîðè÷íè ìíîãîîáðàçèÿ. Íèå ùå ñå âúðíåì êúì òîçè âúïðîñ â ðàçäåë 3
íà Äèñåðòàöèÿòà.

Ùå ðàçãëåäàìå ñúùî è íÿêîè äðóãè ïðèìåðè, îñâåí òåçè íà ïðåòåãëåíè ïðîåêòèâíè
ðàâíèíè, ñ öåë äà ïîêàæåì øèðîêàòà ïðèëîæèìîñò íà ÕÎÑ:

� Êàòî "ïîäãðÿâàù" ïðèìåð äàâàìå åäíî äîêàçàòåëñòâî íà ÕÎÑ çà ïðåòåãëåíè ïðî-
åêòèâíè ëèíèè.

� Äèñêóòèðàìå ñúùî ÕÎÑ çà ïîâúðõíèíè íà Hirzebruch Fn. Çà n ≥ 3 êàíîíè÷íèÿò
êëàñ íå å âå÷å îòðèöàòåëåí (Fn íå å Fano), è ÕÎÑ íå å äèðåêòíî â ñèëà, ïîíåæå
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ñà íåîáõîäèìè íÿêîè ìîäèôèêàöèè íà òîðè÷íî�îãëåäàëíèÿ ïîäõîä. Äèðåêòíîòî
ïðèëîæåíèå íà ïîäõîäà ïðîäóöèðà ìîäåë íà Landau�Ginzburg, ÷èÿòî ïðîèçâîäíà
êàòåãîðèÿ íà àíóëèðàùè ñå öèêëè å èäåíòè÷íà íà òàçè íà "îãëåäàëîòî" íà ïðå-
òåãëåíàòà ïðîåêòèâíà ðàâíèíà P 2(1, 1, n). Ñ öåë äà íàïðàâèì õèïîòåçàòà íà ÕÎÑ
ïðèëîæèìà â òîçè ñëó÷àé, íóæíî å äà ñå îãðàíè÷èì âúðõó îòâîðåíè ïîäìíîæåñòâà
íà "öåëåâîòî" ïðîñòðàíñòâî X íà òîçè ìîäåë íà Landau�Ginzburg.

� Ùå ñêèöèðàìå ñúùî åäíà èäåÿ çà äîêàçàòåëñòâî íà ÕÎÑ (èçïóñêàéêè ñàìî íÿ-
êîè àðãóìåíòè îò Òåîðèÿòà íà Floer îòíîñíî îïðåäåëåíè ìîäóëíè ïðîñòðàíñòâà îò
ïñåâäî�õîëîìîðôíè äèñêîâå) çà íÿêîè ìíîãîîáðàçèÿ íà Fano îò âèñîêà ðàçìåð-
íîñò, íàïð. P 3.

3.2 Ðàçäóâàíå

Ïðåäèøíèòå ðàçãëåæäàíèÿ ïðåäïîëàãàò îáùî ðàçáèðàíå íà îãëåäàëíèòå áèðàöèîíàëíè
òðàíñôîðìàöèè.

3.3 Ôîðìóëèðîâêà íà ðåçóëòàòèòå

Íàøèÿò îñíîâåí ðåçóëòàò â òðåòàòà ÷àñò íà Äèñåðòàöèÿòà ìîæå äà áúäå ôîðìóëèðàí
êàêòî ñëåäâà.

Íåêà H = f−1(0) å ãëàäêà ïî÷òè òðîïè÷íà õèïåðïîâúðõíèíà â (äîïóñòèìî íåêîì-
ïàêòíî) òîðè÷íî ìíîãîîáðàçèå V îò ðàçìåðíîñò n, è íåêà X å ðàçäóâàíåòî íà V ×C ïî
H × 0, ñíàáäåíî ñ S1-èíâàðèàíòíà Êåëåðîâà ôîðìà ωε, çà êîeòî ñëîåâåòå íà èçêëþ÷è-
òåëíèÿ äèâèçîð èìàò äîñòàòú÷íî ìàëêà ïëîù ε > 0.

Íåêà Y å òîðè÷íîòî ìíîãîîáðàçèå, äåôèíèðàíî ÷ðåç ïîëèòîïà {(ξ, η) ∈ Rn ×R | η ≥
ϕ(ξ)}, êúäåòî ϕ å òðîïèêàëèçàöèÿòà íà f . Íåêà w0 = −T ε + T εv0 ∈ O(Y ), êúäåòî T
å ïàðàìåòúðúò íà Novikov è v0 å òîðè÷íèÿò ìîíîì ñ òåãëî (0, . . . , 0, 1), è äà ïîëîæèì
Y 0 = Y \w−1

0 (0). Íàêðàÿ, íåêà W0 = w0+w1+ · · ·+wr ∈ O(Y ) å ãëàâíèÿò ÷ëåí, èìåííî,
ñóìàòà íà w0 è åäèí òîðè÷åí ìîíîì wi (1 ≤ i ≤ r) çà âñåêè íåðàçëîæèì òîðè÷åí äèâèçîð
íà V . Ïðåäïîëàãàìå:

Ïðåäïîëîæåíèå 1 c1(V ) ·C > max(0, H ·C) çà âñÿêà ðàöèîíàëíà êðèâà C ' P1 âúâ V .

Òîâà âêëþ÷âà âàæíèÿ ñïåöèàëåí ñëó÷àé, êîãàòî V å àôèííî òîðè÷íî ìíîãîîáðàçèå.
Ïðèåìàéêè òîâà ïðåäïîëîæåíèå, íàøèÿò îñíîâåí ðåçóëòàò å ñëåäíèÿò:

Òåîðåìà 2 Àêî ïðåäïîëîæåíèåòî å â ñèëà, òîãàâà Landau�Ginzburg ìîäåëúò (Y 0,W0)
îò B-ñòðàíàòà å SYZ îãëåäàëî íà X.

Â îáùèÿ ñëó÷àé, îãëåäàëîòî íà X ñå ðàçëè÷àâà îò (Y 0,W0) ñ åäèí êîðèãèðàù ÷ëåí,
êîéòî å îò ïî-âèñîê ðåä ïî îòíîøåíèå íà ïàðàìåòúðà íà Novikov.

Ñíàáäÿâàíåòî íà X ñ ïîäõîäÿù ñóïåðïîòåíöèàë, äàäåí ÷ðåç àôèííàòà êîîðäèíàòà
íà C�ìíîæèòåëÿ, âëå÷å Landau�Ginzburg ìîäåë îò A-ñòðàíàòà, ÷èéòî îñîáåíîñòè ñà îò
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òèï íà Morse�Bott. Ñ òî÷íîñò äî "óñóêâàíå" ÷ðåç êëàñ îò H2(X,Z/2), òîçè Landau�
Ginzburg ìîäåë îò A-ñòðàíàòà ìîæå äà áúäå ðàçãëåæäàí êàòî ñòàáèëèçàöèÿ íà ñèãìà
ìîäåëúò ñ "öåë"H.

Òåîðåìà 3 Ïðåäïîëàãàìå, ÷å V å àôèííî, è íåêà WH
0 = −v0 + w1 + · · · + wr ∈ O(Y ).

Òîãàâà Landau�Ginzburg ìîäåëúò (Y,WH
0 ) îò B-ñòðàíàòà å îáîáùåíî SYZ îãëåäàëî íà

H.

Landau�Ginzburg ìîäåë

Çà ðàçëèêà îò äðóãèòå ðåçóëòàòè, ôîðìóëèðàíè â òîâà âúâåäåíèå, òàçè òåîðåìà,
ñòðîãî êàçàíî, ñå îñíîâàâà íà ïðåäïîëîæåíèåòî, ÷å êàòåãîðèèòå íà Fukaya íà ìîäåëèòå
íà Landau�Ginzburg óäîâëåòâîðÿâàò îïðåäåëåíè ñâîéñòâà, çà êîèòî íÿìà äà ïðåäîñòà-
âÿìå ïúëíè äîêàçàòåëñòâà. Äàâàìå ñõåìè íà äîêàçàòåëñòâàòà íà òåçè ðåçóëòàòè, êàêòî
è ïîñî÷âàìå ñòúïêèòå, ëèïñâàùè â íàøèÿ àðãóìåíò.

Åäèí ðåçóëòàò, ïîäîáåí íà Òåîðåìàòà, ìîæå äà áúäå ïîëó÷åí îò ãëåäíà òî÷êà íà
îãëåäàëíàòà äóàëíîñò ìåæäó òîðè÷íè Landau�Ginzburg ìîäåëè. Âúïðåêè òîâà, òîðè÷-
íèÿò ïîäõîä å ìíîãî ïî-ìàëêî îñâåòëÿâàù, ïîíåæå ãåîìåòðè÷íî òîé ðàáîòè íà íèâîòî
íà îòâîðåíè òîðè÷íè ñòðàòè â ñúîòâåòíèòå òîðè÷íè ìíîãîîáðàçèÿ (òîòàëíîòî ïðîñòðàí-
ñòâî íà O(−H)→ V îò åäíà ñòðàíà, è Y � îò äðóãà), äîêàòî èíòåðåñíèòå ãåîìåòðè÷íè
õàðàêòåðèñòèêè íà òåçè ïðîñòðàíñòâà ñå íàìèðàò èçöÿëî â òîðè÷íèòå äèâèçîðè.

Îñíîâíàòà òåîðåìà íà òàçè ÷àñò îò Äèñåðòàöèÿòà ñå îñíîâàâà íà åäíî òâúðäåíèå îò
Îãëåäàëíàòà ñèìåòðèÿ çà îòâîðåíè ìíîãîîáðàçèÿ íà Calabi-Yau, êîåòî ñàìî ïî ñåáå ñè
å èíòåðåñíî. Ðàçãëåæäàìå êîíè÷íîòî ðàçñëîåíèå

X0 = {(x, y, z) ∈ V 0 × C2 | yz = f(x)}

íàä îòâîðåíà ñòðàòà V 0 ' (C∗)n íà V , êúäåòî f å îòíîâî äåôèíèöèîííîòî óðàâíåíèå íà
õèïåðïîâúðõíèíàòà H. Êîíè÷íîòî ðàçñëîåíèå X0 ñå ÿâÿâà îòâîðåíî ãúñòî ïîäìíîæåñ-
òâî íà X. Òîãàâà èìàìå:

Òåîðåìà 4 Îòâîðåíîòî ìíîãîîáðàçèå íà Calabi-Yau Y 0 å SYZ îãëåäàëî íà X0.

Â ãîðíèòå òâúðäåíèÿ, êàêòî è â ïî-ãîëÿìàòà ÷àñò îò òàçè ãëàâà, ðàçãëåæäàìå X èëè
X0 êàòî ñèìïëåêòè÷íî ìíîãîîáðàçèå, è êîíñòðóèðàìå SYZ îãëåäàëîòî Y 0 (ñúñ ñóïåð-
ïîòåíöèàë) êàòî àëãåáðè÷íî ìîäóëíî ïðîñòðàíñòâî îò îáåêòè â êàòåãîðèÿòà íà Fukaya
íà X èëè X0. Òåçè ðàçãëåæäàíèÿ ñà â åäíî è ñúùî íàïðàâëåíèå. Îáà÷å, ìîæå äà ñå
ðàáîòè è â îáðàòíîòî íàïðàâëåíèå, çàïî÷âàéêè îò ñèìïëåêòè÷íàòà ãåîìåòðèÿ íà Y 0 è
ïîêàçâàéêè, ÷å òî äîïóñêà X0 (ñåãà ðàçãëåæäàíî êàòî êîìïëåêñíî ìíîãîîáðàçèå) êàòî
SYZ îãëåäàëî. Çà ïúëíîòà îïèñâàìå òàçè îáðàòíà êîíñòðóêöèÿ â ñëåäâàùèÿ ðàçäåë.

Êàòåãîðèÿ íà Fukaya

Ìåòîäèòå, êîèòî èçïîëçâàìå, ñà ïðèëîæèìè è â ïî-øèðîê êîíòåêñò. Â ÷àñòíîñò, ïðåä-
ïîëîæåíèåòî, ÷å V å òîðè÷íî ìíîãîîáðàçèå íå å ñòðîãî íåîáõîäèìî � äîñòàòú÷íî å SYZ
îãëåäàëíàòà ñèìåòðèÿ çà V äà áúäå äîñòàòú÷íî äîáðå ðàçáðàíà. Êàòî èëþñòðàöèÿ ðàç-
ãëåæäàìå ïîâå÷å ïðèìåðè.
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Îñòàíàëàòà ÷àñò îò òàçè ãëàâà å îðãàíèçèðàíà êàêòî ñëåäâà.
Ïúðâî, íàêðàòêî ðàçãëåæäàìå SYZ ïîäõîäúò êúì Îãëåäàëíàòà ñèìåòðèÿ. Òîãàâà

âúâåæäàìå îçíà÷åíèÿòà è îïèñâàìå îñíîâíèòå îáåêòè íà ãëàâíèÿ íè ðåçóëòàò, èìåííî,
ïðîñòðàíñòâàòà X è Y è ñóïåðïîòåíöèàëà W0.

Ñëåä òîâà êîíñòðóèðàìå Ëàãðàíæåâà òîðè÷íà ôèáðàöèÿ âúðõó X0, ïîäîáíà íà òåçè,
ðàçãëåäàíè ïðåäè îò Gross. Ïîñëå èçó÷àâàìå Ëàãðàíæåâàòà òåîðèÿ íà Floer çà òîðè÷-
íèòå ñëîåâå, êîèòî èçïîëçâàìå, çà äà äîêàæåì îñíîâíàòà òåîðåìà. Òîãàâà ðàçãëåæäàìå
÷àñòè÷íàòà êîìïàêòèôèêàöèÿ íà X0 äî X, è äîêàçâàìå îñíîâíàòà òåîðåìà.

Íàêðàòêî ðàçãëåæäàìå îáðàòíàòà êîíñòðóêöèÿ, èìåííî, çàïî÷âàìå îò Ëàãðàíæåâà
òîðè÷íà ôèáðàöèÿ âúðõó Y 0 è ïîëó÷àâàìå X0 êàòî íåãîâî SYZ îãëåäàëî.

Íàêðàÿ ñà äàäåíè íÿêîè ïðèìåðè, èëþñòðèðàùè îñíîâíèòå íè ðåçóëòàòè, â êîèòî
îáùî èìà ðàçäóâàíèÿ, âîäåùè íå äî äðóãî, à äî âúçíèêâàíåòî íà íîâ îñîáåí ñëîé.

Êàêòî ñëåäâà, íóæäàåì ñå îò ðàçâèâàíå íà Òåîðèÿ íà îñîáåíèòå ñëîåâå, êîèòî íå
ïðîèçõîæäàò îò ðàçäóâàíèÿ. Ñ öåë äà íàïðàâèì òîâà, íåîáõîäèìî å äà ðàçâèåì:

1) Íåêîìóòàòèâíà òåîðèÿ íà Hodge è Òåîðèÿ íà êâàíòîâèòå ñïåêòðè � ñîáñòâåíè
ñòîéíîñòè íà êâàíòîâîòî óìíîæåíèå ñ êàíîíè÷åí êëàñ.

2) Òåîðèÿ íà íåêîìóòàòèâíèòå ñïåêòðè.

3.4 Íåêîìóòàòèâíà òåîðèÿ íà Hodge

Çàðàäè îñíîâîïîëàãàùàòà ïðèðîäà íà òàçè ãëàâà îò Äèñåðòàöèÿòà, òÿ å äîñòà îáÿñíè-
òåëíà è òåõíè÷åñêà. Òÿ å îðãàíèçèðàíà â òðè îñíîâíè ÷àñòè:

Ïúðâàòà ÷àñò âúâåæäà è ðàçâèâà àáñòðàêòíàòà Òåîðèÿ íà íåêîìóòàòèâíèòå ñòðóê-
òóðè íà Hodge. Òàçè òåîðèÿ å âàðèàíò íà ôîðìàëèçìà íà ñåìèáåçêðàéíèòå ñòðóêòóðè
íà Hodge, êîèòî ñà âúâåäåíè îò Barannikov. Äèñêóòèðàìå Îáùàòà òåîðèÿ íà íåêîìóòà-
òèâíèòå ñòðóêòóðè íà Hodge â ðåçþìåòî è àíàëèçèðàìå ðàçëè÷íèòå íà÷èíè, ïî êîèòî
ôèëòðàöèîííèòå äàííè íà Betti, de Rham è Hodge ìîãàò äà áúäàò ñïåöèôèöèðàíè.
Â ÷àñòíîñò, ñðàâíÿâàìå Íåêîìóòàòèâíàòà òåîðèÿ íà Hodge è îáèêíîâåíàòà Òåîðèÿ íà
Hodge, êàêòî è îáÿñíÿâàìå êàê Íåêîìóòàòèâíàòà òåîðèÿ íà Hodge ïàñâà êúì Êàòåãîð-
íàòà íåêîìóòàòèâíà ãåîìåòðèÿ.

Çàïî÷âàìå ñ äèñêóòèðàíåòî íà ïîíÿòèåòî ñúùèíñêà íåêîìóòàòèâíà ñòðóêòóðà íà
Hodge. Íåêîìóòàòèâíèòå ñòðóêòóðè íà Hodge ñà àíàëîçè íà êëàñè÷åñêîòî ïîíÿòèå ñú-
ùèíñêà ñòðóêòóðà íà Hodge âúðõó êîìïëåêñíî âåêòîðíî ïðîñòðàíñòâî. Íåêîìóòàòèâíè-
òå ñòðóêòóðè, äèñêóòèðàíè òóê, è íåàáåëåâèòå ñòðóêòóðè íà Hodge íà Simpson çàåäíî
îáîáùàâàò êëàñè÷åñêàòà Òåîðèÿ íà Hodge. Â Òåîðèÿòà íà Simpson ñå äîïóñêà íåëèíåé-
íîñò â îñíîâàòà íà ñòðóêòóðàòà íà Hodge: íåàáåëåâèòå ñòðóêòóðè íà Hodge ñà äàäåíè
÷ðåç íàëàãàíåòî íà ôèëòðàöèè íà Hodge è íà òåãëîâè ôèëòðàöèè âúðõó íåëèíåéíè
òîïîëîãè÷íè èíâàðèàíòè íà Êåëåðîâî ïðîñòðàíñòâî, íàïðèìåð âúðõó êîõîìîëîãèÿ ñ
íåàáåëåâè êîåôèöèåíòè, èëè âúðõó õîìîòîïè÷íèÿ òèï. Çà ðaçëèêà îò ãîðíîòî, íåêîìó-
òàòèâíèòå ñòðóêòóðè, ðàçãëåæäàíè â òàçè ãëàâà, ñúäúðæàò íîâè äàííè îò ôèëòðàöèî-
íåí òèï (òâèñòîðíèòå ñòðóêòóðè íà êîèòî ñà âñå îùå ñïåöèôèöèðàíè âúðõó âåêòîðíî
ïðîñòðàíñòâî, íàïðèìåð âúðõó ïåðèîäè÷íàòà öèêëè÷íà õîìîëîãèÿ íà àëãåáðà).
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Ïîäîáíî íà îáèêíîâåíàòà Òåîðèÿ íà Hodge, íåêîìóòàòèâíèòå ñòðóêòóðè íà Hodge
âúçíèêâàò åñòåñòâåíî âúðõó êîõîìîëîãèÿòà íà de Rham íà íåêîìóòàòèâíè ïðîñòðàíñ-
òâà îò êàòåãîðåí ïðîèçõîä. Ùå äàäåì íÿêîëêî ðàçëè÷íè îïèñàíèÿ íà íåêîìóòàòèâíà
ñòðóêòóðà â òåðìèíèòå íà ëîêàëíè äàííè. Çàïî÷âàìå ñ ïîÿòèÿòà ðàöèîíàëíà è íåïî-
ëÿðèçèðàíà íåêîìóòàòèâíà ñòðóêòóðà íà Hodge, èãíîðèðàéêè çà ìîìåíò íàëè÷èåòî íà
ïîëÿðèçàöèè è èíòåãðàëíè ðåøåòêè.

Íåêîìóòàòèâíèòå ñòðóêòóðè ùå áúäàò îïèñàíè â òåðìèíèòå íà ãåîìåòðè÷íè äàííè
âúðõó "ïðîáèòàòà" êîìïëåêñíà ïðàâà; òàêà, ôèêñèðàìå âåäíúæ çàâèíàãè êîîðäèíàòà u
âúðõó C è êîìïàêòèôèêàöèÿòà C ⊂ P1. Ùå îçíà÷àâàìå ñ C[[u]] àëãåáðàòà íà ôîðìàë-
íèòå ñòåïåííè ðåäîâå íà u, è ñ C((u)) � ïîëåòî íà ôîðìàëíèòå ðåäîâå íà Laurent íà u.
Ïîäîáíî, ùå îçíà÷âàìå ñ C{u} àëãåáðàòà íà ñòåïåííèòå ðåäîâå íà u, èìàùè ïîëîæèòå-
ëåí ðàäèóñ íà ñõîäèìîñò, è ñ C{u}[u−1] � ïîëåòî íà ìåðîìîðôíèòå ðåäîâå íà Laurent íà
u ñ ïîëþñ íàé-ìíîãî â u = 0.

Òîâà âîäè äî Êâàíòîâ D-ìîäóë è íåãîâèòå àñèìïòîòèêè � Íåêîìóòàòèâíèÿ ñïåêòúð.
Îáðúùàìå ñúùî ñïåöèàëíî âíèìàíèå íà íåêîìóòàòèâíèòå àñïåêòè íà Òåîðèÿòà íà

Hodge è íåéíîòî âçàèìîäåéñòâèå ñ êëàñèôèêàöèÿòà íà íåðåãóëÿðíè ñâúðçàíîñòè âúðõó
ïðàâàòà ïîñðåäñòâîì òîïîëîãè÷íè äàííè. Åäèí îò íàé-ïîëåçíèòå òåõíè÷åñêè ðåçóëòàòè
â òàçè ÷àñò å Òåîðåìàòà �çà ëåïåíå�, êîÿòî íè ïîçâîëÿâà äà ñãëîáÿâàìå íåêîìóòàòèâ-
íè ñòðóêòóðè îò îïðåäåëåíè ïðîñòè ãåîìåòðè÷íè åëåìåíòè. Òàçè òåîðåìà å èçïîëçâàíà
ïî-êúñíî â ãëàâàòà çà êîíñòðóèðàíå íà íåêîìóòàòèâíè ñòðóêòóðè, ïðèêðåïåíè êúì ãå-
îìåòðèè ñ ïîòåíöèàë.

Âòîðàòà ÷àñò îáÿñíÿâà êàê ñèìïëåêòè÷íàòà è êîìïëeêñíàòà ãåîìåòðèè ïîðàæäàò
íåêîìóòàòèâíè ñòðóêòóðè íà Hodge è êàê òåçè ñòðóêòóðè ìîãàò äà áúäàò ðàçãëåæäàíè
êàòî èíòåðåñíè èíâàðèàíòè íà Òåîðèÿòà íà Gromov�Witten, Ïðîåêòèâíàòà ãåîìåòðèÿ è
Òåîðèÿòà íà àëãåáðè÷íèòå öèêëè. Â ÷àñòíîñò, àíàëèçèðàìå Betti � ÷àñòòà íà Íåêîìóòà-
òèâíàòà òåîðèÿ íà Hodge íà ïðîåêòèâíî ïðîñòðàíñòâî (ðàçãëåæäàíî êàòî ñèìïëåêòè÷íî
ìíîãîîáðàçèå) è èçïîëçâàìå òîçè àíàëèç, çà äà ïðåäëîæèì îáùà õèïîòåçà çà èíòåãðàë-
íàòà ñòðóêòóðà âúðõó êîõîìîëîãèÿòà íà êàòåãîðèÿòà íà Fukaya íà îáùî êîìïàêòíî
ñèìïëåêòè÷íî ìíîãîîáðàçèå. Ôîðìóëàòà çà èíòåãðàëíàòà ñòðóêòóðà èçïîëçâà ñàìî èí-
âàðèàíòè íà Gromov�Witten îò ðîä íóëà è õàðàêòåðèñòè÷íè êëàñîâå íà äîïèðàòåëíîòî
ðàçñëîåíèå. Íàøàòà õèïîòåçà å â ïúëíî ñúîòâåòñòâèå ñúñ ñêîðîøíà ðàáîòà íà Iritani,
êîéòî ïðàâè ïîäîáíî ïðåäëîæåíèå, îñíîâàâàùî ñå íà îãëåäàëíà ñèìåòðèÿ çà òîðè÷íè
îðáèòàëíè ìíîãîîáðàçèÿ íà Fano. Äèñêóòèðàìå ñúùî äåòàéëíî è ïðîèçõîäà íà äàííèòå
íà Stokes çà õîëîìîðôíè ãåîìåòðèè ñ ïîòåíöèàëè è èçñëåäâàìå âúçìîæíèòå êàòåãîðíè
âúïëúùåíèÿ íà òåçè äàííè.

Â òðåòàòà ÷àñò èçó÷àâàìå íåêîìóòàòèâíè ñòðóêòóðè íà Hodge è òåõíè âàðèàöèè,
ïðåäïîëàãàéêè Calabi-Yau óñëîâèå. Ðàçøèðÿâàìå è îáîáùàâàìå ñòàíäàðòíaòa Òåîðèÿ
íà äåôîðìàöèèòå íà ïðîñòðàíñòâà íà Calabi-Yau ñ öåë äà ïîëó÷èì òåîðèÿ, ðàáîòåùà
åäíàêâî äîáðå â íåêîìóòàòèâåí êîíòåêñò, è äà äàâà âúçìîæíîñò çà ïðàâèëíî äåôè-
íèðàíå íà êàíîíè÷íè êîîðäèíàòè â Õîìîëîãè÷íàòà îãëåäàëíà ñèìåòðèÿ. Ïîäõîæäàìå
êúì äåôîðìàöèîííî�îáñòðóêòèâíèÿ ïðîáëåì åäíîâðåìåííî àëãåáðè÷íî è ÷ðåç Òåîðèÿ-
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òà íà Hodge, è ïîëó÷àâàìå íåîáñòðóêòèâíè ðåçóëòàòè, îáîáùàâàùè ïðå�Ôðîáåíèóñîâè
ñòðóêòóðè, êàêòî è íÿêîè èíòåðåñíè ãåîìåòðè÷íè ñâîéñòâà íà ïåðèîäè÷íè îáëàñòè çà
íåêîìóòàòèâíè ñòðóêòóðè íà Hodge. Èçó÷àâàìå ñúùî ãëîáàëíè è èíôèíèòåçèìàëíè äå-
ôîðìàöèè è îïèñâàìå ðàçëè÷íè êîíñòðóêöèè íà äàííè îò òèï íà Betti è îò òèï íà de
Rham â Íåêîìóòàòèâíàòà òåîðèÿ íà Hodge çà îáèêíîâåíàòà ãåîìåòðèÿ, ðåëàòèâíàòà ãå-
îìåòðèÿ, ãåîìåòðèÿòà ñ ïîòåíöèàëè, êàêòî è çà àáñòðàêòíàòà íåêîìóòàòèâíà ãåîìåòðèÿ.

Íàêðàÿ âúâåæäàìå ïîíÿòèÿòà êâàíòîâ è íåêîìóòàòèâåí ñïåêòúð.

3.5 Ñïåêòðè

Îñíîâíàòà èäåÿ íà ñïåêòðèòå å èíòåðïðåòàöèÿ íà êëàñè÷åñêèÿ ñïåêòúð íà îñîáåíîñòè-
òå â ìåäåëèòå íà Landau�Ginzburg (LG). Èçïîëçâàìå òåîðèÿòà íà LG ìîäåëèòå êàòî
îáîáùåíà òåîðèÿ íà îñîáåíîñòèòå.

Ãîðíèòå ðàçãëåæäàíèÿ âîäÿò äî áèðàöèîíàëíè èíâàðèàíòè. Ùå îñíîâàâàìå íàøèòå
áèðàöèîíàëíè ðàçãëåæäàíèÿ íà ñëåäíèòå îñíîâíè ïîíÿòèÿ è èäåè:

1. Êâàíòîâ ñïåêòúð. Äåôèíèðàí å êâàíòîâèÿò ñïåêòúð. Íåêà K· å êâàíòîâîòî óì-
íîæåíèå ñ êàíîíè÷åí êëàñ. Òî äåôèíèðà ñëåäíîòî ðàçëàãàíå íà êîõîìîëîãèÿ:

H = ⊕λiHλi .

Òóê λi ñà ñîáñòâåíèòå ñòîéíîñòè íà K·. Íàðè÷àìå òåçè ñîáñòâåíè ñòîéíîñòè êâàí-

òîâ ñïåêòúð. Îñíîâíàòà òåîðåìà å:

Îñíîâíà òåîðåìà: Ðàçëàãàíåòî H = ⊕λiHλi å áèðàöèîíàëíà èíâàðèàíòà.

2. Íåêîìóòàòèâåí ñïåêòúð. Äåôèíèðàí å íåêîìóòàòèâíèÿò ñïåêòúð.

Ðàçøèðÿâàìå òåçè èäåè è äàâàìå íÿêîè ïðèìåðè.

A) Ïîñòðîÿâàìå àíàëîçè ñ íèñêîðàçìåðíà òîïîëîãèÿ è äàâàìå íÿêîëêî íîâè íàïðàâ-
ëåíèÿ çà èçñëåäâàíå.

B) Ðàçøèðÿâàìå äåôèíèöèÿòà íà íåêîìóòàòèâåí ñïåêòúð äî ìóëòèñïåêòðè. Âúçìîæ-
íè ïðèëîæåíèÿ ñà äèñêóòèðàíè.

Íàøèòå ðàçãëåæäàíèÿ ñà ñàìî âúðõúò íà àéñáåðãà. Ïðåäëàãàìå ñúîòâåòñòâèå ìåæäó
íåðàöèîíàëíîñòòà íàä àëãåáðè÷íî íåçàòâîðåíè ïîëåòà è êîìïëåêñíîñòòà íà äèñêðèìè-
íàíòíèòå ëîêóñè íà ìîäóëíîòî ïðîñòðàíñòâî íà LG ìîäåëè. Ðàçãëåæäàìå íÿêîè àðèò-
ìåòè÷íè ïðèëîæåíèÿ. Âñúùíîñò, ìîæå äà ñå äåôèíèðàò íÿêîëêî ðàçëè÷íè ñïåêòðè.

Â äîáàâêà êúì êâàíòîâèÿ ñïåêòúð, ñïîìåíàò ïî-ãîðå, ìîæå ñå äåôèíèðàò ñëåäíèòå
ñïåêòðè:
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• Íåêîìóòàòèâåí ñïåêòúð,

äåôèíèðàí ÷ðåç àñèìïòîòèêèòå íà êâàíòîâîòî óðàâíåíèå.

• Ñïåêòúð íà Givental,

äåôèíèðàí ÷ðåç ðåøåíèÿòà íà óðàâíåíèåòî íà Givental.

• Ñïåêòúð íà LG ìîäåë � ìóëòèïëèêàòîðåí ñíîï îò èäåàëè,

äåôèíèðàí êàòî ñïåêòúð íà Steenbrink íà íîâà Òåîðèÿ íà îñîáåíîñòèòå íà LG
ìîäåëà.

• Àñèìïòîòèêè íà óñëîâèÿ çà ñòàáèëíîñò � ñïåêòúð íà ñòàáèëíîñò,

äåôèíèðàí êàòî àñèìïòîòèêè íà ãðàíè÷íè óñëîâèÿ çà ñòàáèëíîñò.

• Ðàçìåðíîñò íà Serre íà êîìïîíåíòàòà íà Kuznetsov,
äåôèíèðàíà êàòî êàòåãîðíà ðàçìåðíîñò.

• Ñïåêòúð íà Arnold-Varchenko-Steenbrink íà àôèííèÿ êîíóñ,

äåôèíèðàí êàòî êëàñè÷åñêèÿ ñïåêòúð íà àôèííà êîíè÷íà ñèíãóëÿðíîñò íàä X.

• R-çàðÿäè � àñèìïòîòèêèòå íà RG-ïîòîê � ñúùîòî êàòî àñèìïòîòèêè íà ïîòîê íà
K�ahler-Ricci.

4 Çàêëþ÷èòåëíè áåëåæêè è áúäåùè íàïðàâëåíèÿ

Ãîðíèòå ðàçãëåæäàíèÿ âîäÿò äî êîìáèíèðàíå íà äâåòå ñòðàíè íà Õîìîëîãè÷íàòà îãëå-
äàëíà ñèìåòðèÿ è îòêðèâàíå íà íîâè áèðàöèîíàëíè èíâàðèàíòè. Íÿêîëêî çàáåëåæèòåë-
íè ïðèëîæåíèÿ ñà äèñêóòèðàíè íàêðàÿ.

Êàêâî ñìå ïîñòèãíàëè ñ òàçè Äèñåðòàöèÿ?

Âúâåæäàìå èçïîëçâàíåòî íà Õîìîëîãè÷íàòà îãëåäàëíà ñèìåòðèÿ çà ðåøåíèå íà äúë-
áîêè ïðîáëåìè íà Áèðàöèîíàëíàòà ãåîìåòðèÿ � âúïðîñè çà íåðàöèîíàëíîñò. Åäèíñòâå-
íèòå àëãåáðî�ãåîìåòðè÷íè ïðèëîæåíèÿ íà Õîìîëîãè÷íàòà îãëåäàëíà ñèìåòðèÿ îòïðåäè
ñà ñâúðçàíè ñ �áðîåíå íà êðèâè�.

Áèðàöèîíàëíàòà ãåîìåòðèÿ å öåíòðàëíî íàïðàâëåíèå â Àëãåáðè÷íàòà ãåîìåòðèÿ �
òðÿáâà äà ïðèåìåì, ÷å âñå îùå íå çíàåì íàïúëíî çà íåðàöèîíàëíîñòòà íà êóáèêèòå.

Ïúðâàòà ñòúïêà â òàçè ïîñîêà å íàïðàâåíà îò Riemann � òåîðèÿòà íà åëèïòè÷íèòå
èíòåãðàëè äîêàçâà íåðàöèîíàëíîñòòà íà åäíîìåðíàòà ãëàäêà êóáèêà.

Â ðàçìåðíîñò äâå âúïðîñè çà ðàöèîíàëíîñò ñà ðàçãëåæäàíè îò Enriques, Castelnuovo,
Zariski.

Íÿêîè çàáåëåæèòåëíè ðåçóëòàòè â ðàçìåðíîñò òðè è â ïî-âèñîêè ðàçìåðíîñòè ñà
óñòàíîâåíè îò Clemens, Gri�ths, Voisin, Kollar, Tschinkel.

10



Äèñåðòàöèÿòà ïðåäëàãà íàïúëíî ðàçëè÷åí ìåòîä, áàçèðàù ñå íà Õîìîëîãè÷íàòà îãëå-
äàëíà ñèìåòðèÿ.

Õîìîëîãè÷íàòà îãëåäàëíà ñèìåòðèÿ å íàóêà ñ ìíîãî ëèöà, îòðàçåíè â ðàçëè÷íè äðóãè
íàóêè, îò Ëîãèêàòà äî Àðèòìåòèêàòà.

Â íàñòîÿùàòà Äèñåðòàöèÿ ñå êîíöåíòðèðàìå âúðõó âðúçêàòà é ñ Áèðàöèîíàëíàòà
ãåîìåòðèÿ è Òåîðèÿòà íà Hodge.

Ïðè÷èíàòà çà òîâà å ïðèëîæåíèåòî é êúì âúïðîñè çà íåðàöèîíàëíîñò, êîèòî èìàìå
ïðåäâèä.

Çàïî÷âàìå ñ åäèí ïðîñò ïðèìåð, ñâúðçàí ñ ðàöèîíàëíè ïîâúðõíèíè, êúäåòî å ëåñíî
äà ñå èçñëåäâà "îãëåäàëíàòà ñòðàíà" íà Áèðàöèîíàëíàòà ãåîìåòðèÿ.

Â ïúðâàòà ÷àñò íà òîçè Òåçèñ äîêàçâàìå Õîìîëîãè÷íàòà îãëåäàëíà ñèìåòðèÿ çà ïðî-
åêòèâíàòà ðàâíèíà è çà ïîâúðõíèíèòå íà Del Pezzo � âæ. Theorem 1.2 è Theorem 1.4.

Â òåçè äâà ïðèìåðà ñòàâà ÿñíî, ÷å áèðàöèîíàëíèòå òðàíñôîðìàöèè âîäÿò äî Òåîðèÿ
íà îñîáåíîñòèòå â "îãëåäàëíàòà ñòðàíà".

Â òðåòàòà ÷àñò ðàçøèðÿâàìå òîâà íàáëþäåíèå äî ïðîèçâîëíà ðàçìåðíîñò. Ñòàâà ÿñ-
íî, ÷å áèðàöèîíàëíèòå òðàíñôîðìàöèè íå ñà íèùî äðóãî, îñâåí íîâè îñîáåíè ñëîåâå â
ìîäåëèòå íà Landau�Ginzburg � âæ. Theorem 1.7.

Ñ öåë äà îòèäåì ïî-íàäúëáîêî â áèðàöèîíàëíèòå òðàíñôîðìàöèè, íóæíî å äà ðàçøè-
ðèì èíâàðèàíòèòå îò Òåîðèÿòà íà Hodge � âæ. ðàçäåë Non-commutative Hodge Structure.
Ïðàâèì òîâà âúâ âòîðàòà ÷àñò íà Òåçèñà. Âúâåæäàìå Íåêîìóòàòèâíà òåîðèÿ íà Hodge
� Òåîðèÿ íà êâàíòîâèòå D-ìîäóëè.

Òîâà âîäè äî äâà ñïåêòúðà � âæ. ðàçäåë Interpretation of spectra:
1. Ñîáñòâåíèòå ñòîéíîñòè íà êâàíòîâîòî óìíîæåíèå ñ êàíîíè÷åí êëàñ � êâàíòîâ

ñïåêòúð.
2. Àñèìïòîòèêèòå íà ðåøåíèÿòà íà êâàíòîâè äèôåðåíöèàëíè óðàâíåíèÿ.
Ïîñëåäíàòà ÷àñò îò Òåçèñà ïðåäñòàâÿ êàê òåçè äâà ñïåêòúðà âîäÿò äî çàáåëåæèòåëíè

áèðàöèîíàëíè ïðèëîæåíèÿ.
Â äåéñòâèòåëíîñò, ìîæåì äà èçïîëçâàìå òåçè ñïåêòðè, çà äà ïîêàæåì íåðàöèîíàë-

íîñò íà îáùàòà ÷åòèðèìåðíà êóáèêà � ïðîáëåì â Áèðàöèîíàëíàòà ãåîìåòðèÿ, äàòèðàù
îòïðåäè ïîâå÷å îò 60 ãîäèíè.

Ìíîãî äðóãè ìíîãîîáðàçèÿ íà Fano ñà ðàçãëåäàíè. Ðàçáèðà ñå, òîâà å ñàìî âúðõúò
íà àéñáåðãà. Î÷àêâàìå ïî-íàòàòúøíè ïðèëîæåíèÿ â ñëåäíèòå íàïðàâëåíèÿ:

� Ïðèëîæåíèå íà ãîðíèÿ ìåòîä êúì âúïðîñè çà íåðàöèîíàëíîñò çà ìíîãîîáðàçèÿ
íàä àëãåáðè÷íî íåçàòâîðåíè ïîëåòà.

� Ìîæåì äà ðàçøèðèì ìåòîäà äî ñëó÷àÿ íà îðáèòàëíè ìíîãîîáðàçèÿ.

� Â ÷àñòíîñò, äèñêðåòíàòà òîðçèÿ îò K�òåîðèÿòà ñòàâà áèðàöèîíàëíà èíâàðèàíòà.

� Ìåòîäúò ìîæå äà áúäå ðàçøèðåí äî âúïðîñè çà íåðàöèîíàëíîñò çà îñîáåíè ìíî-
ãîîáðàçèÿ.
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� Âñúùíîñò, îòèâà ñå ìíîãî ïî-íàäúëáîêî ÷ðåç ïðåäñòàâÿíåòî íà íåêîìóòàòèâåí ìî-
òèâ êàòî äèðåêòíà ñóìà íà àòîìè � êàòåãîðèè ñ òåõíèòå óñëîâèÿ çà ñòàáèëíîñò.

� Äèíàìèêàòà íà äðóãèòå ÷èñëà îò ñïåêòúðà ùå äîâåäå äî íîâè îãðàíè÷åíèÿ çà
ðàöèîíàëíîñò.
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