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I. ÓÂÎÄ

Ðàçíîîáðàçèåòî îò çàäà÷è, âîäåùè äî ñïåöèàëíè ôóíêöèè, å ïðåäèçâèêàëî
áúðçî íàðàñòâàíå íà áðîÿ íà ôóíêöèèòå, èçïîëçâàíè â ïðèëîæåíèÿòà. Òàêà
íàïðèìåð, ôóíêöèèòå íà Áåñåë, è òåõíèòå ìíîãîáðîéíè îáîáùåíèÿ, êîèòî äúë-
æàò ñâîÿ ïðîèçõîä íà êîíêðåòíè çàäà÷è îò ìåõàíèêàòà è àñòðîíîìèÿòà, ñà ñå
óòâúðäèëè êàòî åäíè îò íàé-÷åñòî èçïîëçâàíèòå ñïåöèàëíè ôóíêöèè â ìàòåìà-
òè÷åñêèÿ àíàëèç è ïðèëîæåíèÿòà ìó âúâ ôèçèêàòà, ìåõàíèêàòà è èíæåíåðíèòå
äèñöèïëèíè. Äðóã âèä âàæíè ôóíêöèè ñà ôóíêöèèòå íà Ìèòàã-Ëåôëåð. Âúï-
ðåêè, ÷å ñà âúçíèêíàëè â íà÷àëîòî íà äâàäåñåòè âåê ïðè ðåøàâàíåòî íà ÷èñòî
òåîðåòè÷íè çàäà÷è, ñâúðçàíè ñ àíàëèòè÷íî ïðîäúëæåíèå, è äúëãî ñà îñòàíàëè
íåèçïîëçâàíè è íåïîçíàòè, äíåñ òå ñà åäíè îò íàé-÷åñòî èçïîëçâàíèòå ñïåöèàë-
íè ôóíêöèè íà äðîáíîòî ñìÿòàíå. ×ðåç òåçè äâà âèäà ñïåöèàëíè ôóíêöèè ñå
èçðàçÿâàò ðåøåíèÿòà íà ìíîãî çàäà÷è îò ïîñî÷åíèòå îáëàñòè è èìåííî ïîðàäè
ñâîÿòà çíà÷èìîñò è øèðîêî ïðèëîæåíèå, òå ñà ïðåòúðïåëè ìíîãîáðîéíè îáîá-
ùåíèÿ � 2-, 3-, 4- èíäåêñíè îáîáùåíèÿ íà ôóíêöèèòå íà Áåñåë, õèïåðáåñåëîâè
ôóíêöèè, 3-èíäåêñíè è ìóëòèèíäåêñíè ôóíêöèè íà Ìèòàã-Ëåôëåð (íàêðàòêî
êàçàíî ôóíêöèè îò Áåñåëîâ è Ìèòàã-Ëåôëåðîâ òèï). ×àñò îò ðåçóëòàòèòå â òî-
çè òðóä ñà ïîñâåòåíè íà èçó÷àâàíå íà èçáðîèìè ôàìèëèè îò òàêèâà ôóíêöèè,
óñòàíîâåíè ñà íÿêîè îò òåõíèòå ñâîéñòâà è å èçó÷åíà ñõîäèìîñò íà ðåäîâå ïî
òÿõ. Ïîëó÷åíèòå â òîâà íàïðàâëåíèå ðåçóëòàòè ñà àíàëîãè÷íè íà êëàñè÷åñêèòå
ðåçóëòàòè çà ñòåïåííè ðåäîâå è èçâîäúò å, ÷å âñåêè åäèí îò ðàçãëåæäàíèòå ðå-
äîâå èìà ïîâåäåíèå àíàëîãè÷íî íà ñòåïåííèòå ðåäîâå. Äðóã êðúã îò ðåçóëòàòè
å ñâúðçàí ñ âúâåæäàíåòî è èçó÷àâàíåòî íà íîâ êëàñ îò ìóëòèèíäåêñíè ôóíê-
öèè íà Ìèòàã-Ëåôëåð. Èçó÷åíè ñà îñíîâíè íåãîâè ñâîéñòâà, êàòî èíòåãðàëíè
ïðåäñòàâÿíèÿ, äèôåðåíöèðàíå è èíòåãðèðàíå îò ïðîèçâîëåí ðåä.

Äèñåðòàöèîíèÿò òðóä ñúäúðæà 206 ñòàíèöè. Òîé ñå ñúñòîè îò óâîä, äåâåò
ãëàâè è çàêëþ÷èòåëíè áåëåæêè, ðàçïðåäåëåíè îáùî â 55 ñåêöèè, èçïîëçâàíà
ëèòåðàòóðà è àçáó÷åí óêàçàòåë (èíäåêñ). Âñè÷êè ôîðìóëèðàíè è äîêàçàíè â
äèñåðòàöèÿòà ëåìè è òåîðåìè ñà íîìåðèðàíè ñ òðè ÷èñëà. Ïúðâîòî îçíà÷àâà
íîìåðà íà ãëàâàòà, âòîðîòî å íîìåðúò íà ñåêöèÿòà, à òðåòîòî å ïîðåäíèÿò íî-
ìåð âúòðå â ñàìàòà ñåêöèÿ, êàòî íîìåðàöèÿòà å îòäåëíà çà ëåìèòå è òåîðåìèòå.
Íîìåðàöèÿòà íà çàáåëåæêèòå, äåôèíèöèèòå è ôîðìóëèòå ñëåäâà ñúùèÿ ïðèí-
öèï.

II. ÑÚÄÚÐÆÀÍÈÅ ÍÀ ÄÈÑÅÐÒÀÖÈÎÍÍÈß ÒÐÓÄ

Ùå ïðîñëåäèì ñúäúðæàíèåòî íà äèñåðòàöèîííèÿ òðóä ïî ãëàâè, êàòî ñå ïîñ-
òàðàåì äà îáÿñíèì ïîäáóäèòå çà íàïðàâåíèòå èçñëåäâàíèÿ è âúçïðèåòèÿ ïîäõîä
çà ðàáîòà.
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Óâîä

Óâîäúò äàâà êðàòúê èñòîðè÷åñêè ïðåãëåä íà ìàòåðèÿòà âêëþ÷åíà â òîçè
òðóä. Òîé ïðîñëåäÿâà âúçíèêâàíåòî íà ñïåöèàëíèòå ôóíêöèè, èçáðîåíè ïî-ãîðå,
êàêòî è ïðîáëåìèòå, ñâúðçàíè ñ òÿõ, êàòî äàâà ìîòèâàöèÿòà çà ïî-íàòàòúøíî
ðàçâèòèå, èçó÷àâàíå è ïðèëîæåíèÿ.

1 Ãëàâà 1

Â Ãëàâà 1, ñúñòîÿùà ñå îò 6 ñåêöèè, ñà âêëþ÷åíè íÿêîè ïðåäâàðèòåëíè äîáðå
èçâåñòíè ðåçóëòàòè çà Ãàìà- è Áåòà-ôóíêöèèòå, êàêòî è çà ñèìâîëà íà Ïîõõàìåð

(γ)0 = 1; (γ)k = γ(γ + 1) . . . (γ + k − 1), γ ∈ C, k ∈ N, (1.1)

êîèòî ó÷àñòâàò â äåôèíèöèèòå íà èçó÷àâàíèòå ñïåöèàëíè ôóíêöèè. Òîâà å íàï-
ðàâåíî â Ñåêöèè 1.1 � 1.3, à â Ñåêöèÿ 1.4 ñà äîêàçàíè è íÿêîè íåðàâåíñòâà,
ñâúðçàíè ñ òÿõ. Â Ñåêöèÿ 1.5 è Ïîäñåêöèÿ 1.6.1 íà òàçè ãëàâà ñà äàäåíè äåôè-
íèöèèòå è äîáðå èçâåñòíè îñíîâíè ðåçóëòàòè çà ôóíêöèèòå íà Áåñåë îò ïúðâè
ðîä [84, 3.1 (8)]

Jν(z) =
∞∑
k=0

(−1)k(z/2)2k+ν

k! Γ(k + ν + 1)
, z ∈ C \ (−∞, 0], (1.2)

è òÿñíî ñâúðçàíèòå ñ òÿõ ôóíêöèè íà Áåñåë�Êëèôîðä

Cν(z) = z−ν/2Jν(2
√
z) =

∞∑
k=0

(−1)k(z)k

k! Γ(ν + k + 1)
, ν ∈ C, (1.3)

êàòî èíòåãðàëíè ïðåäñòàâÿíèÿ è àñèìïòîòè÷íè ôîðìóëè. Äèñêóòèðàíèòå ðå-
çóëòàòè ñëóæàò çà äà íàïðàâÿò èçëîæåíèåòî ñàìîñòîÿòåëíî. Ïîñëåäíàòà ÷àñò
íà Ñåêöèÿ 1.6 (Ïîäñåêöèÿ 1.6.2) ñå îòíàñÿ äî ïðåöèçèðàíå íà ñëåäíàòà àñèìïòî-
òè÷íà ôîðìóëà çà ôóíêöèèòå íà Áåñåë Jn(z) îò ïúðâè ðîä ñ öÿë íåîòðèöàòåëåí
èíäåêñ [86, �17.81]:

Jn(z) =
(z
2

)n

(1 + θn(z))
1

n!
, θn(z) → 0 êîãàòî n → ∞ (1.4)

êîåòî å èçëîæåíî ïî-äîëó. Èìåííî, äîêàçàíà å ñëåäíàòà òåîðåìà.

Òåîðåìà 1.1. [65] Íåêà K ⊂ C å íåïðàçíî êîìïàêòíî ìíîæåñòâî. Òîãàâà
ñúùåñòâóâà êîíñòàíòà C = C(K), 0 < C < ∞, òàêàâà ÷å çà âñÿêî n ∈ N0 è
âñÿêî z ∈ K, å â ñèëà íåðàâåíñòâîòî

|θn(z)| ≤ C/(n+ 1). (1.5)

Îöåíêàòà, äàäåíà ñ òàçè òåîðåìà èãðàå ñúùåñòâåíà ðîëÿ â èçñëåäâàíåòî íà
ñõîäèìîñò íà ðåäîâå ïî Áåñåëîâè ôóíêöèè â ñëåäâàùèòå ãëàâè, îñîáåíî ïî ïå-
ðèôåðèÿòà íà îáëàñòòà íà ñõîäèìîñò.

4



2 Ãëàâà 2

Â Ãëàâà 2 (8 ñåêöèè) ñå ðàçãëåæäàò ðåäîâå ïî ôóíêöèèòå íà Áåñåë â êîì-
ïëåêñíàòà ðàâíèíà è ñå èçó÷àâà ñõîäèìîñòòà è ðàâíîìåðíàòà èì ñõîäèìîñò. Â
Ñåêöèÿ 2.1. ñà îïèñàíè íÿêîè ìíîæåñòâà â êîìïëåêñíàòà ðàâíèíà, êîèòî ñå èç-
ïîëçâàò ïî-íàòàòúê è ñà äàäåíè îçíà÷åíèÿ çà òÿõ. Â Ñåêöèè 2.2 ñà äàäåíè äîáðå
èçâåñòíè êëàñè÷åñêè ðåçóëòàòè çà øèðîêî ðàçïðîñòðàíåíèòå ñòåïåííè ðåäîâå

∞∑
n=0

anz
n, an ∈ C, n = 0, 1, 2, ..., (2.1)

ñâúðçàíè ñúñ ñõîäèìîñòòà èì.
Â Ñåêöèÿ 2.3 ñå ðàçãëåæäà ðåäúò ïî Áåñåëîâè ôóíêöèè

∞∑
n=0

anJn(z), z ∈ C (2.2)

ñ êîìïëåêñíè êîåôèöèåíòè an, çà êðàòêîñò íàðå÷åí Áåñåëîâ ðåä. Ïî-íàòàòúê â
òàçè ãëàâà ñå èçó÷àâà íåãîâàòà ãåîìåòðèÿ íà ñõîäèìîñò, îïðåäåëÿ ñå êúäå òîçè
ðåä å ñõîäÿù è êúäå íå å, è îñâåí òîâà êúäå ñõîäèìîñòòà å ðàâíîìåðíà è êúäå
íå å. Êàòî íà÷àëî ñå íàìèðà êðúãúò ìó íà ñõîäèìîñò è ñå èçñëåäâà ïîâåäåíèåòî
íà ðåäà ïî ãðàíèöàòà ìó, êàòî ñå äîêàçâàò òâúðäåíèÿ, àíàëîçè íà êëàñè÷åñêèòå
òåîðåìè íà Êîøè�Àäàìàð, Àáåë, Òàóáåð è Ôàòó. ×àñò îò äåôèíèöèèòå è ïî-ãîðå
ñïîìåíàòèòå ðåçóëòàòè ñå ïîÿâÿâàò ïúðâî â Ïàíåâà-Êîíîâñêà [55].

Â Ñåêöèÿ 2.4 å íàìåðåíà îáëàñòòà íà ñõîäèìîñò íà Áåñåëîâèÿ ðåä (2.2) è
å äîêàçàíà ñúîòâåòíàòà òåîðåìà îò Êîøè�Àäàìàðîâ òèï, à êàòî ñëåäñòâèå å
ïîëó÷åíî òâúðäåíèå îò òèïà íà ëåìàòà íà Àáåë. Ïî-êîíêðåòíî, ïîëó÷åíè ñà
äîëó ôîðìóëèðàíèòå ðåçóëòàòè.

Òåîðåìà 2.1 (îò Êîøè�Àäàìàðîâ òèï [65]). Îáëàñòòà íà ñõîäèìîñò íà
ðåäà (2.2) å êðúãúò D(0;R) ñ ðàäèóñ íà ñõîäèìîñò

R = 2

(
lim sup
n→∞

( |an| / Γ(n+ 1) )1/n
)−1

. (2.3)

Ïî-òî÷íî, ðåäúò, (2.2) å àáñîëþòíî ñõîäÿù â êðúãà D(0;R) è ðàçõîäÿù â îá-
ëàñòòà |z| > R. Ñëó÷àèòå R = 0 è R = ∞ ñà âêëþ÷åíè â îáùèÿ ñëó÷àé.

Ñëåäñòâèå 2.1. [65] Íåêà ðåäúò (2.2) å ñõîäÿù â òî÷êàòà z0 ̸= 0. Òîãàâà
òîé å àáñîëþòíî ñõîäÿù â êðúãà D(0; |z0|). Âúòðå â êðúãà D(0;R), ò.e. âúðõó
âñåêè çàòâîðåí êðúã |z| ≤ r (r < R), ñõîäèìîñòòà å ðàâíîìåðíà.

Â Ñåêöèÿ 2.5 å äîêàçàí àíàëîã íà òåîðåìàòà íà Àáåë çà ðåäà (2.2). Çà öåëòà
ïúðâî ñà ðàçãëåäàíè äâå îò ìíîæåñòâàòà, äåôèíèðàíè â Ñåêöèÿ 2.1. Åäíîòî îò
òÿõ å úãëîâàòà îáëàñò gφ ñ âðúõ â òî÷êàòà z = z0, z0 ∈ C, 0 < |z0| = R < ∞,
êîÿòî å ñèìåòðè÷íà îòíîñíî ïðàâàòà ëèíèÿ, ìèíàâàùà ïðåç òî÷êèòå 0 è z0 è
èìà ãîëåìèíà íà úãúëà 2φ < π, à äðóãîòî å ÷àñòòà dφ îò úãëîâàòà îáëàñò gφ,
çàòâîðåíà ìåæäó ðàìåíåòå íà úãúëà è äúãàòà îò îêðúæíîñòòà âïèñàíà â úãúëà
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ñ öåíòúð â êîîðäèíàòíîòî íà÷àëî. Ñëåäâàùàòà òåîðåìà å ñâúðçàíà ñ ðàâíîìåð-
íàòà ñõîäèìîñò íà ðåäà (2.2) â ìíîæåñòâîòî dφ è ãðàíèöàòà íà ñóìàòà ìó â
òî÷êàòà z0, ñòèãà ñàìî z ∈ D(0;R) ∩ gφ.

Òåîðåìà 2.2 (îò Àáåëîâ òèï [65]). Íåêà {an}∞n=0 å ðåäèöà îò êîìïëåêñíè
÷èñëà è R å ïîëîæèòåëíî ÷èñëî, äåôèíèðàíî îò (2.3), F (z) å ñóìàòà íà ðåäà
(2.2) â îáëàñòòà D(0;R), ò.å.

F (z) =
∞∑
n=0

anJn(z), z ∈ D(0;R), (2.4)

è òîçè ðåä å ñõîäÿù â òî÷êàòà z0 îò ãðàíèöàòà íà D(0;R). Òîãàâà:

(I) Ðåäúò (2.2) å ðàâíîìåðíî ñõîäÿù â îáëàñòòà dφ.

(II) Â ñèëà å ñëåäíîòî ðàâåíñòâî

lim
z→z0

F (z) =
∞∑
n=0

anJn(z0), (2.5)

ñòèãà ñàìî z ∈ D(0;R) ∩ gφ.

Ïðåäè äà ïðåìèíåì êúì îáðàòíè òâúðäåíèÿ íà Òåîðåìàòà îò Àáåëîâ òèï, à
èìåííî, òåîðåìè îò Òàóáåðîâ è Ëèòúëóäîâ òèï, íàé-íàïðåä â Ñåêöèÿ 2.6 äåôè-
íèðàìå ïîíÿòèå (J, z0)-ñóìèðóåìîñò, ñâúðçàíî ñ ðåäà (2.2) è ïî-îáùî ñ ðåäîâå è
ïî äðóãè ôóíêöèè, ïî àíàëîãèÿ íà A-ñóìèðóåìîñòòà íà ÷èñëîâ ðåä îò âèäà

∞∑
n=0

an, an ∈ C, n = 0, 1, 2, ..., (2.6)

ñâúðçàíà ñúñ ñòåïåíåí ðåä. Çà öåëòà íåêà ïúðâî z0 ∈ C, z0 ̸= 0, |z0| = R,
0 < R < ∞ è

(J ; z0) := {jn : jn − öÿëà ôóíêöèÿ, jn(z0) = 1}n∈N0
. (2.7)

Ñåãà, ðàçãëåæäàéêè ðåäà ïî ôóíêöèèòå îò òàçè ôàìèëèÿ, äàäåí ïî-äîëó

∞∑
n=0

anjn(z), jn ∈ (J ; z0), (2.8)

äàâàìå ñëåäíàòà äåôèíèöèÿ.

Äåôèíèöèÿ 2.1. ×èñëîâèÿò ðåä (2.6) ñå íàðè÷à (J, z0)-ñóìèðóåì, àêî ðåäúò
(2.8) å ñõîäÿù â êðúãà D(0;R), è îñâåí òîâà ñúùåñòâóâà ãðàíèöàòà

lim
z→z0

∞∑
n=0

anjn(z), (2.9)

êîãàòî z îñòàâà âúðõó ñåãìåíòà [0, z0) (ò.å. z → z0 ðàäèàëíî).
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Îáà÷å, èçïîëçâàíåòî íà òàçè äåôèíèöèÿ èçèñêâà äà ñå äúðæè ñìåòêà çà ðå-
ãóëÿðíîñòòà íà ñóìèðàíåòî.

Ïî-íàòàòúê, ïðåìèíàâàéêè êúì èçëîæåíèåòî â Ñåêöèÿ 2.7, ìîäèôèöèðàìå
ëåêî ôóíêöèèòå Jn, êàòî ãè óìíîæàâàìå ñ ïîäõîäÿùè êîåôèöèåíòè. Òîâà ïîç-
âîëÿâà ðåçóëòàòèòå äà ñå ïîëó÷àò â ïî-îïðîñòåíà ôîðìà. Èìåííî îçíà÷àâàéêè

J̃n(z) = n!2nJn(z), n = 0, 1, . . . , (2.10)

âìåñòî (2.2) ðàçãëåæäàìå ðåäà

∞∑
n=0

anJ̃n(z), an ∈ C, z ∈ C, (2.11)

êîéòî å àáñîëþòíî ñõîäÿù â îòâîðåíèÿ êðúã D(0;R) ñ öåíòúð íà÷àëîòî è ðàäèóñ

R =

(
lim sup
n→∞

( |an| )1/n
)−1

,

è å ðàçõîäÿù â îáëàñòòà |z| > R (ñúãëàñíî Òåîðåìà 2.1, ðàâåíñòâî (2.3)).

Êàêòî å äîáðå èçâåñòíî, òåîðåìàòà íà Òàóáåð å òâúðäåíèå, êîåòî ñâúðçâà
Àáåëîâàòà ñóìèðóåìîñò è îáè÷àéíàòà ñõîäèìîñò íà ÷èñëîâè ðåäîâå ïðè íàëàãàíå
íà íÿêàêâè óñëîâèÿ âúðõó îáùèÿ ÷ëåí íà ðàçãëåæäàíèÿ ðåä.

Àíàëîãè÷íè ðåçóëòàòè ñà ïîëó÷åíè çà ñóìèðàíå ïî ïîëèíîìè íà Ëàãåð â [75].
Òóê íèå äàâàìå òåîðåìà îò Òàóáåðîâ òèï çà (J, z0) - ñóìèðóåìîñò, äåôèíèðàíà
ñ Äåôèíèöèÿ 2.1.

Çà òàçè öåë ïúðâî ðàçãëåæäàìå ÷èñëîâèÿ ðåä (2.6), z0 ∈ C \ R, |z0| = R,
0 < R < ∞, è ôóíêöèèòå J∗

n(z; z0), äàäåíè ñ ðàâåíñòâàòà

J∗
n(z; z0) = jn(z) =

Jn(z)

Jn(z0)
=

J̃n(z)

J̃n(z0)
.

Íåêà ñåãà ðåäúò (2.11) å ñõîäÿù çà z ∈ D(0; 1) è

F (z) =
∞∑
n=0

anJ
∗
n(z; z0), z ∈ D(0;R). (2.12)

Çà ïúëíîòà, ñàìî äà îòáåëåæèì, ÷å èçïîëçâàíåòî íà ðåäà (2.11) å çà ïðåäïî-
÷èòàíå ïðåä (2.2), çàùîòî ðàäèóñèòå íà ñõîäèìîñò íà ðåäîâåòå (2.11) è (2.12) ñà
åäíîâðåìåííî êðàéíè èëè áåçêðàéíè. Ïî-êîíêðåòíî, àêî (2.11) èìà ðàäèóñ íà
ñõîäèìîñò 1, òî (2.12) èìà ðàäèóñ íà ñõîäèìîñò |z0|.

Ïî àíàëîãèÿ ñ òåîðåìàòà íà Òàóáåð çà ñòåïåííè ðåäîâå, ôîðìóëèðàíàòà ïî-
äîëó òåîðåìà îò Òàóáåðîâ òèï çà ðåäà (2.11) ïî Áåñåëîâè ôóíêöèè, ñâúðçâà
(J ; z0) ñóìèðóåìîñòòà çà jn(z) = J∗

n(z; z0) ñ îáè÷àéíàòà ñõîäèìîñò íà ÷èñëîâèÿ
ðåä (2.6), ïðè íàëîæåíè äîïúëíèòåëíè óñëîâèÿ çà ðúñòà íà îáùèÿ ÷ëåí an.
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Òåîðåìà 2.3 (îò Òàóáåðîâ òèï [65]). Àêî ðåäúò (2.6) å (J, z0) - ñóìèðóåì ñ
jn(z) = J∗

n(z; z0) è
lim
n→∞

nan = 0, (2.13)

òîãàâà òîé å ñõîäÿù.

Îêàçâà ñå ÷å òîâà òâúðäåíèå îñòàâà â ñèëà è ïðè ïî-ñëàáè îãðàíè÷åíèÿ çà
êîåôèöèåíòèòå, ò.å. o(n) âåðñèÿòà íà òåîðåìàòà îò Òàóáåðîâ òèï ìîæå äà ñå
óñèëè äî òåîðåìàòà îò Ëèòúëóäîâ òèï, ôîðìóëèðàíà ïî-äîëó.

Òåîðåìà 2.4 (îò Ëèòúëóäîâ òèï [65]). Àêî ðåäúò (2.6) å (J, z0)-ñóìèðóåì ñ
jn(z) = J∗

n(z; z0) è êîåôèöèåíòèòå an óäîâëåòâîðÿâàò óñëîâèåòî

an = O(1/n), (2.14)

òî ðåäúò (2.6) å ñõîäÿù.

Èçó÷àâàéêè ïî-íàòàòúê ïîâåäåíèåòî íà ðåäà (2.11) ïî ïåðèôåðèÿòà íà êðú-
ãà D(0;R) è ðàçãëåæäàéêè çà óäîáñòâî ñëó÷àÿ R = 1, íèå äàâàìå çàâèñèìîñò
ìåæäó ðàçïðåäåëåíèåòî íà ðåãóëÿðíèòå òî÷êè íà ôóíêöèÿòà (2.15) âúðõó îê-
ðúæíîñòòàà C(0; 1) è ðàâíîìåðíàòà ñõîäèìîñò íà ðåäà (2.11) âúðõó ìíîæåñòâîòî
îò òåçè òî÷êè. Òâúðäåíèÿ, êîèòî ñå îòíàñÿò äî äèñêóòèðàíîòî ñâîéñòâî ñà óñ-
òàíîâåíè çà ðåäîâå ïî ïîëèíîìè íà Ëàãåð è Åðìèò (âèæ íàïðèìåð Ðóñåâ [76]).
Òóê ñà äàäåíè òåîðåìè îò òàêúâ òèï çà ðàçãëåæäàíèòå Áåñåëîâè ðåäîâå (2.11).

Òåîðåìà 2.5 (îò òèïà íà Ôàòó [65]). Íåêà {an}∞n=0 å ðåäèöà îò êîìïëåêñíè
÷èñëà, óäîâëåòâîðÿâàùà óñëîâèÿòà

lim
n→∞

an = 0, lim sup
n→∞

( |an| )1/n = 1,

è F (z) å ñóìàòà íà ðåäà (2.11) â åäèíè÷íèÿ êðúã D(0; 1), ò.e.

F (z) =
∞∑
n=0

anJ̃n(z), z ∈ D(0; 1). (2.15)

Íåêà σ å ïðîèçâîëíà äúãà îò åäèíè÷íàòà îêðúæíîñò C(0; 1) âñè÷êè òî÷êè íà
êîÿòî (âêëþ÷èòåëíî êðàèùàòà) ñà ðåãóëÿðíè çà ôóíêöèÿòà F . Òîãàâà ðåäúò
(2.11) å ñõîäÿù, äàæå ðàâíîìåðíî, âúðõó äúãàòà σ.

3 Ãëàâà 3

Ãëàâà 3 (3 ñåêöèè) å ïîñâåòåíà íà ñâðúõñõîäèìîñòòà íà ðåäîâå ïî ôóíêöèèòå
íà Áåñåë â êîìïëåêñíàòà ðàâíèíà. Çà öåëòà â Ñåêöèÿ 3.1 ñà ïðèïîìíåíè äîáðå
èçâåñòíè êëàñè÷åñêè ðåçóëòàòè çà øèðîêî ðàçïðîñòðàíåíèòå ñòåïåííè ðåäîâå.

Â Ñåêöèÿ 3.2 ñå óñòàíîâÿâà ñâðúõñõîäèìîñò íà ðåäîâå ïî Áåñåëîâè ôóíêöèè è
ñå äîêàçâà àíàëîã íà òåîðåìàòà íà Àäàìàð. Çà äà âúâåäåì ñúîòâåòíîòî ïîíÿòèå
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�ñâðúõñõîäèìîñò� è �ïðàçíèíè� çà ðåäîâåòå (2.11), ïî àíàëîãèÿ ñúñ ñúîòâåòíè-
òå äåôèíèöèè ïðè ñòåïåííèòå ðåäîâå, ðåäúò (2.1) òðÿáâà äà áúäå çàìåñòåí îò
Áåñåëîâèÿ ðåä (2.11) à ðåäèöàòà {sp} îò ïàðöèàëíèòå ìó ñóìè � ñúîòâåòíî ñ
ðåäèöàòà {Sp}, ñ îáù ÷ëåí

Sp(z) =

p∑
k=0

akJ̃k(z), p = 0, 1, 2, . . . . (3.1)

Ñ äðóãè äóìè, ìîãàò äà ñå äàäàò ñëåäíèòå äåôèíèöèè.

Äåôèíèöèÿ 3.1. Áåñåëîâèÿò ðåä (2.11), ñ êðàåí ðàäèóñ íà ñõîäèìîñò R,
ñå íàðè÷à ñâðúõñõîäÿù, àêî ñúùåñòâóâà ïîäðåäèöà {Spk}

∞
k=1 íà ðåäèöàòà îò

ïàðöèàëíèòå ñóìè {Sp}∞p=0 è îáëàñò G, ñúäúðæàùà îòâîðåíèÿ êðúã D(0;R),

G∩ ∂D(0;R) ̸= ∅, òàêèâà ÷å ðåäèöàòà {Spk} å ðàâíîìåðíî ñõîäÿùà âúòðå â G.

Äåôèíèöèÿ 3.2. Êàçâà ñå, ÷å ôóíêöèÿòà F (èëè ðåäúò), äàäåí ñ (2.11),
ïðèòåæàâà Àäàìàðîâè ïðàçíèíè, àêî ñúùåñòâóâàò äâå ðåäèöè {pn}∞n=1 è {qn}∞n=1,
ñúñ ñâîéñòâàòà qn−1 ≤ pn < qn, (1 + θ)pn ≤ qn (θ > 0) è ak = 0 çà pn < k <
qn (n = 1, 2, . . . ).

Çàáåëåæêà 3.1. Çà äà ñå âúâåäå ñúîòâåòíîòî ïîíÿòèå çà �ñâðúõñõîäèìîñò�
è �ïðàçíèíè� çà äàäåí ðåä ïî ïðîèçâîëíà ôàìèëèÿ îò ôóíêöèè, ïî àíàëîãèÿ ñ
Äåôèíèöèÿ 3.1 è 3.2, å íóæíî ðåäèöàòà {Sp}, äåôèíèðàíà ñ (3.1), è íåéíàòà
ïîäðåäèöà {Spk} äà ñå çàìåñòÿò ñúñ ñúîòâåòíàòà ðåäèöà îò ïàðöèàëíèòå èì
ñóìè {Sp} è òåõíèòå ïîäðåäèöè.

È òàêà, âå÷å ñìå ãîòîâè äà ôîðìóëèðàìå ñëåäâàùèòå ðåçóëòàòè, êîèòî ñå
îòíàñÿò çà ðåäîâå ñ Àäàìàðîâè ïðàçíèíè ïî ôóíêöèèòå íà Áåñåë îò ïúðâè ðîä,
äåôèíèðàíè ñ (2.10).

Òåîðåìà 3.1 (çà ñâðúõñõîäèìîñò [65]). Íåêà {an}∞n=0 å ðåäèöà îò êîìïëåêñ-
íè ÷èñëà, óäîâëåòâîðÿâàùà óñëîâèåòî lim sup

n→∞
( |an| )1/n = 1, íåêà F (z) å ñóìàòà

íà ðåäà (2.11) â îòâîðåíèÿ åäèíè÷åí êðúã D(0; 1), F (z) èìà ïîíå åäíà ðåãóëÿð-
íà òî÷êà, ïðèíàäëåæàùà íà îêðúæíîñòòà C(0; 1), è íåêà F (z) ïðèòåæàâà
Àäàìàðîâè ïðàçíèíè. Òîãàâà ðåäúò (2.11) å ñâðúõñõîäÿù.

Òåîðåìà 3.2 (îò Àäàìàðîâ òèï çà ïðàçíèíèòå [65]). Íåêà {ak}∞k=0 å ðåäèöà
îò êîìïëåêñíè ÷èñëà, óäîâëåòâîðÿâàùè óñëîâèÿòà

lim sup
n→∞

( |akn | )1/kn = 1

çà kn+1 ≥ (1 + θ)kn (θ > 0), ak = 0 çà kn < k < kn+1 è F (z) å ñóìàòà íà ðåäà
(2.11) â åäèíè÷íèÿ êðúã D(0; 1), ò.e.

F (z) =
∞∑
n=0

akn J̃kn(z), z ∈ D(0; 1).
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Òîãàâà âñè÷êè òî÷êè íà åäèíè÷íàòà îêðúæíîñò C(0; 1) ñà ñèíãóëÿðíè çà ôóí-
êöèÿòà F , ò.e. åäèíè÷íàòà îêðúæíîñò å åñòåñòâåíà ãðàíèöà íà àíàëèòè÷-
íîñò çà ðåäà

∞∑
n=0

akn J̃kn(z). (3.2)

Â Ñåêöèÿ 3.3 å ðàçãëåäàíà îáðàòíàòà çàäà÷à. Àíàëîãè÷íî íà ñëó÷àÿ çà ñòå-
ïåííèòå ðåäîâå, äîáàâÿíåòî íà ðåä îò âèäà (2.11) ñ ðàäèóñ íà ñõîäèìîñò ïî-ãîëÿì
îò 1 êúì äàäåí ñâðúõñõîäÿù ðåä îò ñúùèÿ âèä ñ ðàäèóñ íà ñõîäèìîñò 1, çàïàçâà
ñâðúõñõîäèìîñòòà íà äàäåíèÿ ðåä [53]. Òâúðäåíèå îò òîçè âèä, íî çà ðåäîâå íà
Ôóðèå å óñòàíîâåíî îò Êîâà÷åâà â ïóáëèêàöèÿòà [34].

Ïî-íàòàòúê å äàäåíî òâúðäåíèå, îáðàòíî íà Òåîðåìà 3.1, êîåòî ãëàñè, ÷å
ñâðúõñõîäÿùèÿò ðåä (2.11) ñ ðàäèóñ íà ñõîäèìîñò 1 ìîæå äà ñå ïðåäñòàâè êàòî
ñóìà íà äâà ðåäà � ïúðâèÿò ñ ðàäèóñ íà ñõîäèìîñò ïî-ãîëÿì îò 1, à âòîðèÿò �
ñ Àäàìàðîâè ïðàçíèíè. Ïî-òî÷íî, âÿðíà å ñëåäíàòà òåîðåìà.

Òåîðåìà 3.3 (çà ñâðúõñõîäèìîñò [67]). Íåêà {an}∞n=0 å ðåäèöà îò êîìïëåêñíè
÷èñëà, óäîâëåòâîðÿâàùà óñëîâèåòî lim sup

n→∞
( |an| )1/n = 1, íåêà F (z) å ñóìàòà íà

ðåäà (2.11) â åäèíè÷íèÿ êðúã D(0; 1) è ðåäúò (2.11) å ñâðúõñõîäÿù. Òîãàâà F (z)
ìîæå äà ñå ïðåäñòàâè âúâ âèäà

F (z) = H(z) +G(z), (3.3)

êúäåòî ðåäúò H(z) ïðèòåæàâà Àäàìàðîâè ïðàçíèíè, à ðàäèóñúò íà ñõîäèìîñò
íà ðåäà G(z) å ïî-ãîëÿì îò 1.

4 Ãëàâà 4

Ãëàâà 4 (6 ñåêöèè) ñå çàíèìàâà ñ íÿêîëêîèíäåêñíèòå îáîáùåíèÿ. íà Áåñåëîâè-
òå ôóíêöèè îò ïúðâè ðîä, ïîëó÷åíè ñ äîáàâÿíå íà äîïúëíèòåëíè èíäåêñè âêëþ-
÷èòåëíî õèïåð-Áåñåëîâàòà ôóíêöèÿ. Â Ñåêöèÿ 4.1. ñå äàâà êðàòêà èñòîðè÷åñêà
ñïðàâêà çà âúçíèêâàíåòî íà îáîáùåíèÿòà íà Áåñåëîâèòå ôóíêöèè è ñå äàâàò äå-
ôèíèöèèòå èì (Òàçè ñåêöèÿ èìà ïîìîùåí õàðàêòåð.). Ïî-íàäîëó òåçè ôóíêöèè
ñà èçáðîåíè ïî ðåäà íà òÿõíîòî ïîÿâÿâàíå. Ïúðâî çàïî÷âàìå ñ äâóèíäåêñíî-
òî îáîáùåíèå íà ôóíêöèÿòà íà Áåñåë (ïî-òî÷íî íà ñâúðçàíàòà ñ íåÿ ôóíêöèÿ
(1.3) íà Áåñåë�Êëèôîðä). Òàçè öÿëà ôóíêöèÿ, ñúäúðæàùà åäèí äîïúëíèòåëåí
èíäåêñ µ, å âúâåäåíà îò Ðàéò [87] è å íàðå÷åíà ôóíêöèÿ íà Áåñåë�Ðàéò, èìåííî

Jµ
ν (z) =

∞∑
k=0

(−z)k

k! Γ(ν + µk + 1)
, µ > −1, (4.1)

çà äåòàéëè âèæ [41, ñòð.109]; [22, ñòð.336], è äð. Òÿ å èçâåñòíà â ëèòåðàòóðàòà îùå
êàòî ôóíêöèÿ íà Áåñåë�Ìåéòëàíä, ïî âòîðîòî èìå íà Ñúð Åäóàðä Ìåéòëàíä
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Ðàéò. Ïúðâîíà÷àëíî Ðàéò äåôèíèðà (4.1) ñàìî çà ñòîéíîñòè íà µ > 0 à íà
ïî-êúñåí åòàï ðàçøèðÿâà íåéíàòà äåôèíèöèÿ çà µ > −1 (íàïðèìåð [22], [28]).
Ïî-îáùè ñà òðè- è ÷åòèðèïàðàìåòðè÷íèòå îáîáùåíèÿ íà Áåñåëîâàòà ôóíêöèÿ
Jν . Òîâà ñà îáîáùåíàòà ôóíêöèÿ íà Áåñåë�Ìåéòëàíä (èëè Ðàéò), âúâåäåíà îò
Ïàòàê [70] (çà äåòàéëè âèæ ñúùî [27]):

Jµ
ν,λ(z) = (z/2)ν+2λ

∞∑
k=0

(−1)k(z/2)2k

Γ(λ+ k + 1)Γ(ν + kµ+ λ+ 1)
,

z ∈ C \ (−∞, 0] ; µ > 0, ν, λ ∈ C,
(4.2)

è îáîáùåíàòà ôóíêöèÿ íà Ëîìåë�Ðàéò

Jµ,m
ν,λ (z) = (z/2)ν+2λ

∞∑
k=0

(−1)k(z/2)2k

(Γ(λ+ k + 1))m Γ(ν + kµ+ λ+ 1)
,

z ∈ C \ (−∞, 0] ; µ > 0, m ∈ N, ν, λ ∈ C,
(4.3)

âúâåäåíà îò äå Îòåéçà, Êàëà è Êîíäå (äåòàéëè è ðåçóëòàòè, ñâúðçàíè ñ äðîáíîòî
ñìÿòàíå ìîãàò äà ñå âèäÿò â [27] è ñúùî [73]).

Äðóãî èíòåðåñíî îáîáùåíèå å òàêà íàðå÷åíàòà õèïåð-Áåñåëîâà ôóíêöèÿ

J
(m)
ν1,...,νm = J

(m)
(νi)

(z), äåôèíèðàíà ñ ôîðìóëàòà

J (m)
ν1,...,νm

(z) = J
(m)
(νi)

(z) =

(
z

m+1

)ν1+···+νm

Γ(ν1 + 1) . . .Γ(νm + 1)
j (m)
ν1,...,νm

(z) , (4.4)

êúäåòî z, νi ∈ C, Re(νi + 1) > 0 (i = 1, . . . ,m), è

j (m)
ν1,...,νm

(z) =
∞∑
k=0

(−1)k
(

z
m+1

)k(m+1)

(ν1 + 1)k . . . (νm + 1)k

1

k!
, |z| < ∞. (4.5)

Èìàéêè ïðåäâèä (4.5), õèïåð-Áåñåëîâèòå ôóíêöèè ìîãàò äà ñå çàïèøàò âúâ âèäà

J (m)
ν1,...,νm

(z) =

(
z

m+ 1

) m∑
i=1

νi ∞∑
k=0

(−1)k
(

z
m+1

)k(m+1)

Γ(k + ν1 + 1) . . .Γ(k + νm + 1)

1

k!
· (4.6)

Òàçè ôóíêöèÿ å âúâåäåíà îò Äåëåðþ [4] ïðåç 1953 ã. êàòî åñòåñòâåíî îáîá-
ùåíèå îò ðåä m ñ âåêòîðíè èíäåêñè ν = (ν1, ν2, . . . , νm) (èëè ñ ìóëòèèíäåêñè
(ν1, . . . , νm)) íà ôóíêöèèòå íà Áåñåë îò ïúðâè ðîä Jν . Ïî-êúñíî òàçè ôóíêöèÿ å
èçó÷àâàíà è îò äðóãè àâòîðè, íàïðèìåð îò Ìàðè÷åâ [41], Äèìîâñêè [5], Êëþ÷àí-
÷åâ [32, 33], Äèìîâñêè è Êèðÿêîâà [6, 7], Êèðÿêîâà [22, 23, 29], Ïàíåâà-Êîíîâñêà
[62, 65], è äðóãè.

Õèïåð-Áåñåëîâèòå ôóíêöèè íà Äåëåðþ ñà òÿñíî ñâúðçàíè ñ õèïåð-Áåñåëîâèòå
äèôåðåíöèàëíè îïåðàòîðè îò ïðîèçâîëåí ðåä m > 1, âúâåäåíè îò Äèìîâñêè [5].
Òîâà ñà ñèíãóëÿðíè ëèíåéíè äèôåðåíöèàëíè îïåðàòîðè, êîèòî ñå ïîÿâÿâàò ìíî-
ãî ÷åñòî â çàäà÷è îò ìàòåìàòè÷åñêàòà ôèçèêà êàòî îáîáùåíèÿ íà îïåðàòîðà íà
Áåñåë îò âòîðè ðåä è ìîãàò äà ñå ïðåäñòàâÿò â ñëåäíèòå àëòåðíàòèâíè ôîðìè
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B = zα0
d

dz
zα1 . . .

d

dz
zαm = z−β

m∏
k=1

(
z
d

dz
+ βγk

)
(4.7)

= z−β

(
zm

dm

dzm
+ a1z

m−1 dm−1

dzm−1
+ ...+ am−1z

d

dz
+ am

)
,

çà 0 < z < ∞, ñ ìíîæåñòâî îò (m + 1) ïàðàìåòúðà {α0, α1, ..., αm}, èëè {β >
0, γk ðåàëíè, k = 1, ...m}, èëè {β > 0, a1, ..., am}. Äåòàéëèòå ìîãàò äà ñå âèäÿò
ñúùî â Äèìîâñêè è Êèðÿêîâà [6, 7], è Êèðÿêîâà [22, Ch.3]. Íàèñòèíà, êàêòî å
ïîêàçàíî â Òåîðåìà 3.4.3 è Ñëåäñòâèå 3.4.4 â Êèðÿêîâà [22], ôóíäàìåíòàëíàòà
ñèñòåìà îò ðåøåíèÿ íà õèïåð-Áåñåëîâîòî äèôåðåíöèàëíî óðàâíåíèå îòm-òè ðåä
By(z) = λ y(z), λ ̸= 0 ñå ñúñòîè îò ñëåäíîòî ìíîæåñòâî îò õèïåð-Áåñåëîâèòå
ôóíêöèè

J
(m−1)
1+γ1−γk,...,∗,...,1+γm−γk

[
(−λ)1/m(m/β) zβ/m

]
, k = 1, ...,m,

ïðè ïðåäïîëîæåíèå çà ôîðìàëíî ïîäðåæäàíå íà ïàðàìåòðèòå γ ïî ñëåäíèÿ íà-
÷èí γ1 < γ2 < ... < γm < γ1 + 1 è êúäåòî ∗ îçíà÷àâà, ÷å å ïðîïóñíàò k-ÿò ÷ëåí â
èíäåêñèòå. Òîãàâà, ðåøåíèÿòà íà õèïåð-Áåñåëîâèòå îáèêíîâåíè äèôåðåíöèàëíè
óðàâíåíèÿ

By(z) = λ y(z) + f(z)

ìîãàò äà ñå èçðàçÿò ÿâíî ÷ðåç õèïåð-Áåñåëîâè ôóíêöèè, ðåäîâå ïî òÿõ, èëè
ðåäîâå ïî èíòåãðàëè îò òÿõ [22].

Î÷åâèäíî, õèïåð-Áåñåëîâèòå ôóíêöèè (4.6) ñà åñòåñòâåíî îáîáùåíèå íà ôóí-
êöèèòå íà Áåñåë îò ïúðâè ðîä (ñ m+ 1 = 2, m = 1), ò.e.

J (1)
ν (z) = Jν(z) =

(z
2

)ν
∞∑
k=0

(−1)k
(
z
2

)2k
Γ(k + ν + 1)

1

k!
. (4.8)

Ïî-íàòàòúê, â Ñåêöèÿ 4.2 å ðàçãëåäàíà îáîáùåíàòà ôóíêöèÿ íà Ëîìåë�Ðàéò
(4.3) çà ñòîéíîñòè íà ïàðàìåòðèòå

µ > 0, m ∈ N,

èíäåêñè ν îò âèäà ν = n− 2λ; è n = 0, 1, 2, ..., èìåííî:

Jµ,m
n−2λ,λ(z) = (z/2)n

∞∑
k=0

(−1)k(z/2)2k

(Γ(λ+ k + 1))mΓ(n− λ+ kµ+ 1)
, z ∈ C. (4.9)

Äàäåíè ñà íÿêîè ñâîéñòâà, ñâúðçàíè ñ ïàðàìåòðèòå íà òåçè ôóíêöèè, à êàòî
÷àñòíè ñëó÷àè ñà ïîëó÷åíè ðåçóëòàòè è çà ôóíêöèèòå

Jµ
n (z) è Jµ

n−2λ,λ(z), z ∈ C. (4.10)

Àíàëîãè÷íè ñâîéñòâà ñà ïîëó÷åíè è çà

J
(m)
(νi)

(z), çà νi0 = n; 0 ≤ i0 ≤ m. (4.11)
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Â ðåçóëòàò ñà ïîëó÷åíè ïðåäñòàâÿíèÿòà íà ôóíêöèèòå Jµ
n (z) è Jµ,m

n−2λ,λ(z),
êàêòî ñëåäâà:

Jµ
n (z) =

1

Γ(n+ 1)
(1 + ϑµ

n(z)) , µ > 0, (4.12)

è ðåñïåêòèâíî

Jµ,m
n−2λ,λ(z) =

(−1)p(z/2)n+2p

(Γ(λ+ p+ 1))m Γ(n− λ+ pµ+ 1)

(
1 + ϑµ,m

n−2λ,λ(z)
)
, (4.13)

êàòî p è s (p ≥ 0, s ≥ 1) ñà äåôèíèðàíè ïî-ãîðå â òàçè ñåêöèÿ ñïîðåä ñòîéíîñ-
òèòå íà ïàðàìåòðèòå.

Â Ñåêöèÿ 4.3 ñà îöåíåíè àáñîëþòíèòå ñòîéíîñòè íà öåëèòå ôóíêöèè ϑµ
n è

ϑµ,m
n−2λ,λ â öÿëàòà êîìïëåêñíà ðàâíèíà, ïðè êîåòî ñà ïîëó÷åíè ïîëåçíè íåðàâåíñ-
òâà. Îñâåí òîâà å äîêàçàíî, ÷å àêî K ⊂ C å íåïðàçíî êîìïàêòíî ìíîæåñòâî, òî
ñúùåñòâóâà êîíñòàíòà 0 < C = C(K) < ∞, òàêàâà ÷å ñà èçïúëíåíè íåðàâåíñò-
âàòà

|ϑµ
n(z)| ≤ C Γ(n+ 1)/Γ(n+ 1 + µ), (4.14)

|ϑµ,m
n−2λ,λ(z)| ≤ C

|Γ(n− λ+ pµ+ 1)|
|Γ(n− λ+ (p+ s)µ+ 1)|

, (4.15)

çà âñÿêî n ∈ N0 è âñÿêî z ∈ K (ñúñ ñúîòâåòíèòå ñòîéíîñòè íà p è s, äàäåíè â Ñåê-
öèÿ 4.2). Â êðàÿ íà ñåêöèÿòà å ôîðìóëèðàí àíàëîãè÷åí ðåçóëòàò çà ôóíêöèèòå
(4.11), ÷èåòî äîêàçàòåëñòâî å èçëîæåíî â Ñåêöèÿ 6.3.

Â Ñåêöèÿ 4.4 ñà äàäåíè àñèìïòîòè÷íè ôîðìóëè çà �ãîëåìè� ñòîéíîñòè íà
èíäåêñèòå çà òåçè ñïåöèàëíè ôóíêöèè. Äîêàçàíè ñà ðåçóëòàòè îò òèïà íà (1.4)
è (1.5). Â Ñåêöèè 4.5 è 4.6 ñå äàâàò íÿêîè ÷àñòíè ñëó÷àè è àñèìïòîòè÷íè ôîð-
ìóëè çà òÿõ. Â çàêëþ÷åíèå äà îòáåëåæèì, ÷å òàçè ãëàâà ñå îïèðà îñíîâíî íà
ïóáëèêàöèèòå [62] è [65].

5 Ãëàâà 5

Ãëàâà 5 (6 ñåêöèè) èçó÷àâà ñúîòâåòíî ôóíêöèèòå íà Ìèòàã-Ëåôëåð è òåõíèòå
3-ïàðàìåòðè÷íè îáîáùåíèÿ, âúâåäåíè îò Ïðàáõàêàð. Ãëàâàòà çàïî÷âà ñ êðàòúê
èñòîðè÷åñêè ïðåãëåä (Ñåêöèÿ 5.1) çà ôóíêöèÿòà íà Ìèòàã-Ëåôëåð, âúâåäåíà â
íà÷àëîòî íà 20-òè âåê îò ñàìèÿ Ìèòàã-Ëåôëåð. Íåãîâèòå èçñëåäâàíèÿ ñà ñâúðçà-
íè ñ ðåøàâàíåòî íà çàäà÷àòà çà àíàëèòè÷íî ïðîäúëæåíèå íà êîìïëåêñíîçíà÷íè
ôóíêöèè, ïðåäñòàâåíè ñúñ ñòåïåííè ðåäîâå. Ôóíêöèÿòà, äî êîÿòî ñòèãà ïðè ðå-
øàâàíåòî íà òàçè çàäà÷à, ïî-êúñíî å íàðå÷åíà ôóíêöèÿ íà Ìèòàã-Ëåôëåð. Òîé
ÿ äåôèíèðà ñúñ ñòåïåíåí ðåä ïî ñëåäíèÿ íà÷èí

Eα(z) =
∞∑
k=0

zk

Γ(αk + 1)
, z ∈ C, α ∈ C, ℜ(α) > 0. (5.1)
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Òàçè ôóíêöèÿ å ïðîñòî îáîáùåíèå íà åêñïîíåíöèàëíàòà ôóíêöèÿ, òúé êàòî
ìîæå äà ñå ïîëó÷è ñëåä çàìåñòâàíå íà èçðàçà k! = Γ(k + 1), êîéòî ñå íàìèðà
â çíàìåíàòåëÿ íà îáùèÿ ÷ëåí íà ñòåïåííèÿ ðåä çà exp(z), ñ Γ(αk + 1), ïîðàäè
êîåòî ïîíÿêîãà òÿ ñå íàðè÷à îáîáùåíà åêñïîíåíòà. Îñíîâíèòå ñâîéñòâà íà òàçè
ôóíêöèÿ ñà èçó÷åíè êàêòî îò Ìèòàã-Ëåôëåð [45]�[50], òàêà ñúùî è îò Óèìàí
[85]. Êàêòî å îòáåëÿçàíî îò ñàìèÿ Ìèòàã-Ëåôëåð, ðåäúò (5.1) å ñõîäÿù â öÿëàòà
êîìïëåêñíà ðàâíèíà çà âñè÷êè ñòîéíîñòè íà ïàðàìåòúðà α, çà êîèòî Reα > 0, è
ïîðàäè òîâà òîé ïðåäñòàâÿ öÿëà ôóíêöèÿ íà êîìïëåêñíàòà ïðîìåíëèâà z. Äîáðå
èçâåñòíî å, ÷å àêî α > 0, òî ðåäúò (5.1) å ïðèìåð çà öÿëà ôóíêöèÿ ñ ðåä ρ = 1/α
è òèï σ = 1.

Ïðåç ïúðâàòà ïîëîâèíà íà äâàäåñåòè âåê ôóíêöèÿòà íà Ìèòàã-Ëåôëåð îñ-
òàâà ïî÷òè íåïîçíàòà çà ïî-ãîëÿìàòà ÷àñò îò ó÷åíèòå. Íàé-âåðîÿòíî çà ïúðâè
ïúò èíòåðåñ êúì òàçè ôóíêöèÿ å ïðîÿâåí îò Õèë è Òàìàðêèí [12], ïîðàäè ïðè-
ëàãàíåòî �è çà ïðåäñòàâÿíåòî íà ðåøåíèåòî íà èíòåãðàëíîòî óðàâíåíèå íà Àáåë
îò âòîðè ðîä ÷ðåç íåÿ. Îïèñàíèå íà íàé-âàæíèòå ñâîéñòâà íà (5.1) å íàïðàâåíî
â òðåòè òîì íà �Ðúêîâîäñòâî çà âèñøè òðàíñöåíäåíòíè ôóíêöèè� íà Áåéòìàí
[10]. Â íåãî ôóíêöèèòå íà Ìèòàã-Ëåôëåð ñà âêëþ÷åíè â ãëàâà XVIII, ïîñâå-
òåíà íà òàêà íàðå÷åíèòå ðàçëè÷íè (miscellaneous) ôóíêöèè. Ïðèïèñâàíåòî íà
åïèòåòà �ðàçëè÷íà� íà ôóíêöèÿòà íà Ìèòàã-Ëåôëåð ñå äúëæè íà ôàêòà, ÷å ÷àê
ïî-êúñíî, ïðåç 1960-òå òÿ å ðàçïîçíàòà êàòî åëåìåíò íà ïî-øèðîê êëàñ îò âèñøè
òðàíñöåíäåíòíè ôóíêöèè, èçâåñòíè êàòî H-ôóíêöèè íà Ôîêñ (âèæ íàïðèìåð
[43, 19, 44]). Â äíåøíî âðåìå òàçè ôóíêöèÿ è íåéíèòå ìíîãîáðîéíè îáîáùåíèÿ ñà
âêëþ÷åíè â ðàçëè÷íè äðîáíè ìîäåëè (êàêòî å îïèñàíî íàïðèìåð â ìîíîãðàôèè-
òå èçáðîåíè ïî-äîëó â êðàÿ íà òàçè ñåêöèÿ). Ñïåöèàëíàòà ðîëÿ íà ôóíêöèÿòà íà
Ìèòàã-Ëåôëåð å èçòúêíàòà îò Êèðÿêîâà [27], [28], è å âêëþ÷åíà â êëàñà íà ñïå-
öèàëíèòå ôóíêöèè çà äðîáíîòî ñìÿòàíå. Îñâåí òîâà, áàçèðàéêè ñå íà ðîëÿòà íà
ôóíêöèÿòà íà Ìèòàã-Ëåôëåð â ïðèëîæåíèåòî, Ìàéíàðäè ÿ íàðè÷à �Êðàëèöàòà
íà äðîáíîòî ñìÿòàíå� (âèæ íàïðèìåð [40]). Ïîðàäè òàçè èçêëþ÷èòåëíà ðîëÿ íà
ôàìèëèÿòà îò ôóíêöèè íà Ìèòàã-Ëåôëåð, âñåêè íîâ òî÷åí ðåçóëòàò, âêëþ÷âàù
òåçè ôóíêöèè, èçãëåæäà ìíîãî èíòåðåñåí.

Ïúðâîòî îáîáùåíèå íà ôóíêöèÿòà Eα(z), ñúùî íàðå÷åíî ôóíêöèÿ íà Ìèòàã-
Ëåôëåð, êîåòî å äàäåíî ïî-äîëó

Eα,β(z) =
∞∑
k=0

zk

Γ(αk + β)
, z ∈ C, α, β ∈ C, ℜ(α) > 0, (5.2)

å âúâåäåíî îò Àãàðâàë [1], ìàêàð ÷å íÿêîè ôàêòè çà íåãî ñà ñïîìåíàòè îò Óè-
ìàí â [85] ïî-ðàíî (ïî÷òè ïåò äåñåòèëåòèÿ). Ðåäèöà çàâèñèìîñòè, ñâúðçàíè ñ
òàçè ôóíêöèÿ, ñà ïîëó÷åíè îò Àãàðâàë è Õóìáåðò [13] ñ èçïîëçâàíå àïàðàòà íà
òðàíñôîðìàöèÿòà íà Ëàïëàñ. Òàçè ôóíêöèÿ áè ìîãëà äà áúäå íàðå÷åíà ôóíê-
öèÿ íà Àãàðâàë, íî Àãàðâàë è Õóìáåðò ùåäðî ñà �è îñòàâèëè ñúùîòî èìå êàòî
íà åäíîïàðàìåòðè÷íàòà ôóíêöèÿ íà Ìèòàã-Ëåôëåð. Òîâà å ïðè÷èíàòà, ïîðà-
äè êîÿòî, äíåñ äâóïàðàìåòðè÷íàòà ôóíêöèÿ (5.2) ñå íàðè÷à ñúùî ôóíêöèÿ íà
Ìèòàã-Ëåôëåð. Òàçè ôóíêöèÿ å ïîäðîáíî èçñëåäâàíà è îò Äæðáàøÿí [8, 9],
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êîéòî ïîëó÷àâà àñèìïòîòè÷íè ôîðìóëè â ðàçëè÷íè îáëàñòè, êàêòî è ðàçíîîá-
ðàçíè ñâîéñòâà íà èíòåãðàëíè òðàíñôîðìàöèè, ñúäúðæàùè ôóíêöèè íà Ìèòàã-
Ëåôëåð. Èíòåðåñíî å äà ñå ñïîìåíå ôàêòúò, ÷å äâàìà îò ïèîíåðèòå íà ñúâ-
ðåìåííàòà áúëãàðñêà ìàòåìàòèêà, ñà ïðèëàãàëè ôóíêöèÿòà íà Ìèòàã-Ëåôëåð
(âúïðåêè ÷å íå ñà ñïîìåíàâàëè èçðè÷íî èìåòî �è, òe ñà èçïîëçâàëè âå÷å ïðèå-
òîòî îçíà÷åíèå Eα â ñâîèòå èçñëåäâàíèÿ â îáëàñòòà íà êîìïëåêñíèÿ àíàëèç).
Ïðåç 1930 ã. Íèêîëà Îáðåøêîâ [51, 52] äåôèíèðà îáîáùåí ìåòîä çà ñóìèðàíå
(ïî-òî÷íî ìåòîä îò òèïà íà Áîðåë çà àíàëèòè÷íî ïðîäúëæåíèå íà êîìïëåêñíè
ôóíêöèè, äåôèíèðàíè ñúñ ñõîäÿùè ñòåïåííè ðåäîâå), îïðåäåëÿ ãî êàòî òàêà
íàðå÷åíîòî ñóìèðàíå íà Ìèòàã-Ëåôëåð è èçó÷àâà àñèìïòîòèêàòà íà ôóíêöèÿ-
òà íà Ìèòàã-Ëåôëåð. Ïî-êúñíî, ïðåç 1969 ã., Ëþáîìèð Èëèåâ [14, 15] èçïîëçâà
ôóíêöèÿòà íà Ìèòàã-Ëåôëåð â êîíñòðóêòèâíàòà òåîðèÿ íà ôóíêöèèòå íà Ëà-
ãåð. Âúâ ìíîæåñòâîòî îò ñòåïåííè ðåäîâå òîé äåôèíèðà ëèíååí äèôåðåíöèàëåí
îïåðàòîð Dα, ïîðîäåí îò ôóíêöèÿòà íà Ìèòàã-Ëåôëåð Eα,α.

Ñëåäâàùîòî îáîáùåíèå íà ôóíêöèÿòà Eα(z) å ïðåäëîæåíî îò Ïðàáõàêàð [72]
(Ñåêöèÿ 5.3), êîéòî îáîáùàâà (5.1), à ñúùî òàêà è (5.2), âúâåæäàéêè òðèïàðà-
ìåòðè÷íàòà ôóíêöèÿ Eγ

α, β îò âèäà

Eγ
α, β(z) =

∞∑
k=0

(γ)k
Γ(αk + β)

zk

k!
, z ∈ C, α, β, γ ∈ C, Re(α) > 0, (5.3)

êúäåòî (γ)k å ñèìâîëúò íà Ïîõõàìåð ([10], Ñåêöèÿ 2.1.1), äàäåí ñ (1.1). Çà γ = 1
ôóíêöèÿòà Eγ

α, β ñúâïàäà ñ Eα, β, à çà γ = β = 1 ñ Eα, ò.e.

E1
α, β(z) = Eα, β(z), E1

α, 1(z) = Eα(z).

Îáîáùåíàòà 3-ïàðàìåòðè÷íà ôóíêöèÿ íà Ìèòàã-Ëåôëåð (5.3) å èçâåñòíà â ëè-
òåðàòóðàòà îùå êàòî ôóíêöèÿ íà Ïðàáõàêàð. Òÿ ñúùî å öÿëà ôóíêöèÿ íà z ñ ðåä
ρ = 1/Re(α), êàêòî å ñïîìåíàòî â [21] è [42]. Ñàìèÿò Ïðàáõàêàð èçó÷àâà íÿêîè
ñâîéñòâà íà òàçè ôóíêöèÿ, êàêòî è ñâîéñòâàòà íà åäèí èíòåãðàëåí îïåðàòîð,
ñúäúðæàù ÿ êàòî ÿäðî, è ïðèëàãà ïîëó÷åíèòå ðåçóëòàòè çà äà äîêàæå ñúùåñò-
âóâàíåòî è åäèíñòâåíîñòòà íà ðåøåíèåòî íà ñúîòâåòíîòî èíòåãðàëíî óðàâíåíèå.
Ïî-êúñíî ñà äîêàçàíè è äðóãè ñâîéñòâà íà Eγ

α, β(z), âêëþ÷èòåëíî äèôåðåíöè-
ðàíå è èíòåãðèðàíå îò êëàñè÷åñêè è äðîáåí ðåä, îò Êèëáàñ, Ñàéãî è Ñàêñåíà
[20]. Íàñêîðî áåøå ïóáëèêóâàíî ïîäðîáíî èçñëåäâàíå îò Êðèñòèÿí Ëàâîëò [35].
Â íåãî ñå èçó÷àâàò îáîáùåíè äðîáíè äèôåðåíöèàëíè è èíòåãðàëíè îïåðàòîðè
îò îáîáùåíàòà ôóíêöèÿ íà Ìèòàã-Ëåôëåð, êàòî îñâåí òîâà ñå îáîáùàâàò îáè-
÷àéíèòå �è ñâîéñòâà. Îòáåëÿçàíè ñà è âàæíè ïðèëîæåíèÿ çà òåîðåòè÷íà ôèçèêà
è ïðèëîæíà ìàòåìàòèêà.

Çà ðàçëè÷íè ñâîéñòâà íà Ïðàáõàêàðîâàòà ôóíêöèÿ îò Ìèòàã-
Ëåôëåðîâ òèï ìîæå äà ñå âèäè â ìîíîãðàôèÿòà íà Êèëáàñ, Ñðèâàñòàâà è Òðó-
õèëüî [21], à çà íåéíîòî ñêîðîøíî èçïîëçâàíå â òðèåíåòî è îáîáùåíèòå ÿäðà íà
ïàìåòòà, êàêòî è â òî÷íèòå ðåøåíèÿ íà îáîáùåíîòî äðîáíî óðàâíåíèå íà Ëàí-
ãåâèí � íàïðèìåð â Ñàíäåâ, Ìåòöëåð, Òîìîâñêè [79], [80], â Ñàíäåâ, ×å÷êèí,
Êàíòö è Ìåòöëåð [78], Ñàíäåâ, Òîìîâñêè è Äóáåëäàì [81] è â Ñàíäåâ è Òîìîâñ-
êè [82]. Èçó÷àâàí å ñúùî è èíòåãðàëåí îïåðàòîð, êîéòî èìà çà ÿäðî ôóíêöèÿ îò
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òàêúâ âèä, â ïðîñòðàíñòâîòî L(a, b). Òàçè ôóíêöèÿ èãðàå ôóíäàìåíòàëíà ðîëÿ
â îïèñàíèåòî íà àíîìàëíèòå äèåëåêòðè÷íè ñâîéñòâà â íåðàçïðåäåëåíèòå ìàòå-
ðèàëè è õåòåðîãåííèòå ñèñòåìè, êîèòî ïðîÿâÿâàò åäíîâðåìåííî íåëîêàëíîñò è
íåëèíåéíîñò [11]. Ôóíêöèèòå (5.3) è ðåäîâå ïî òÿõ ñà èçïîëçâàíè íàïîñëåäúê
çà èçðàçÿâàíå íà ðåøåíèÿòà íà îáîáùåíîòî óðàâíåíèå íà Ëàíãåâèí îò Ñàíäåâ,
Òîìîâñêè è Äóáåëäàì [81], à ñúùî òàêà è çà ðàçëàãàíå ïî ñîáñòâåíèòå ôóíêöèè
íà ðåøåíèåòî íà äâó÷ëåííî äðîáíî óðàâíåíèå (îòíîñíî âðåìåòî) îò Áàæëåêîâà
è Äèìîâñêè [2, 3].

Â Ñåêöèÿ 5.4 ñà íàïðàâåíè èçñëåäâàíèÿ íà 3-ïàðàìåòðè÷íà ôóíêöèÿ íà Ìèòàã-
Ëåôëåð (5.3) â çàâèñèìîñò îò ïàðàìåòðèòå, à â Ñåêöèè 5.2 è 5.5 ñà äîêàçàíè
íåðàâåíñòâà îò òèïà (1.5) ñúîòâåòíî çà ôóíêöèèòå En, Eα, n è Eγ

α, n, ñ öÿë íåîò-
ðèöàòåëåí èíäåêñ n.

Â ïîñëåäíàòà ñåêöèÿ íà ãëàâàòà (Ñåêö. 5.6) ñà îñèãóðåíè íÿêîëêî àñèìï-
òîòè÷íè ôîðìóëè çà �ãîëåìè� ñòîéíîñòè íà èíäåêñèòå n, êîèòî ñå èçïîëçâàò
ñúùåñòâåíî â ïî-íàòàòúøíîòî èçëîæåíèå. Òå ñà äàäåíè ñúîòâåòíî â ñëåäâàùèòå
äâå òåîðåìè.

Òåîðåìà 5.1. [65] Íåêà α > 0 è n ∈ N, òîãàâà ôóíêöèèòå íà Ìèòàã-Ëåôëåð
En è Eα,n èìàò ñëåäíèòå àñèìïòîòè÷íè ôîðìóëè

En(z) = 1 + θn(z), θn(z) → 0 êîãàòî n → ∞, (5.4)

Eα,n(z) =
1

Γ(n)
(1 + θα,n(z)), θα,n(z) → 0 êîãàòî n → ∞, (5.5)

çà z ∈ C. Ôóíêöèèòå θn(z), θα,n(z) ñà õîëîìîðôíè òàì, à â êîìïàêòíèòå
ïîäìíîæåñòâà íà êîìïëåêñíàòà ðàâíèíà C ñõîäèìîñòòà å ðàâíîìåðíà è îñâåí
òîâà ñà èçïúëíåíè ðàâåíñòâàòà

θn(z) = O (1/n!) , θα, n(z) = O (1/nα) · (5.6)

Òåîðåìà 5.2. [65] Íåêà z, α, γ ∈ C, n ∈ N0, γ ̸= 0, Re(α) > 0. Òîãàâà îáîá-
ùåíèòå ôóíêöèè íà Ìèòàã-Ëåôëåð Eγ

α, n óäîâëåòâîðÿâàò ñëåäíèòå àñèìïòî-
òè÷íè ôîðìóëè

Eγ
α, n(z) =

(γ)p
Γ(αp+ n)

zp
(
1 + θγα, n(z)

)
è θγα, n(z) → 0 êîãàòî n → ∞, (5.7)

ñúñ ñúîòâåòíàòà ñòîéíîñò íà p, ñïîðåä ñòîéíîñòòà íà γ. Ôóíêöèèòå θγα, n ñà
õîëîìîðôíè â êîìïëåêñíàòà ðàâíèíà C, à â êîìïàêòíèòå ïîäìíîæåñòâà íà
C ñõîäèìîñòòà å ðàâíîìåðíà è

θγα, n(z) = O

(
1

nRe(α)

)
(n ∈ N). (5.8)

Íàêðàÿ äà îòáåëåæèì, ÷å ñòîéíîñòòà íà p âúâ ôîðìóëà (5.7) çàâèñè îò ïà-
ðàìåòðèòå, à ïîäðîáíèòå èçñëåäâàíèÿ, ñâúðçàíè ñ òîâà, ñå íàìèðàò â Ñåêöèÿ
5.4. Â ÷àñòíîñò ïðè γ = 1 ôîðìóëèòå (5.7) è (5.8) âîäÿò äî âåðíîñòòà íà (5.5) è
âòîðàòà îò (5.6) çà ñòîéíîñòè íà ïàðàìåòúðà α ∈ C ñ Re(α) > 0.
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6 Ãëàâà 6

Âúïðåêè ÷å ôóíêöèèòå íà Ìèòàã-Ëåôëåð îñòàâàò äúëãî âðåìå íåçàáåëÿçàíè
è íåïîçíàòè, â äíåøíî âðåìå ñà ñå ïîÿâèëè íàé-ðàçíîîáðàçíè òåõíè îáîáùå-
íèÿ âúâ âðúçêà ñ ïðèëîæåíèÿòà èì êàòî ðåøåíèÿ íà óðàâíåíèÿ è ñèñòåìè îò
äðîáåí ðåä, êîèòî ìîäåëèðàò ðàçëè÷íè ôåíîìåíè è ÷èñëåíè àëãîðèòìè. Â êðàÿ
íà äâàäåñåòè âåê å âúâåäåí è èçó÷àâàí îò ßêóáîâè÷ è Ëó÷êî [88], Ëó÷êî è Ãî-
ðåíôëî [37], Ëó÷êî [36] è Êèðÿêîâà [24] � [28] êëàñ îò ñïåöèàëíè ôóíêöèè îò
Ìèòàã-Ëåôëåðîâ òèï, êîèòî ñà ìóëòèèíäåêíè àíàëîçè íà Eα, β(z).

Â òåçè ôóíêöèè èíäåêñèòå α := 1/ρ, β := µ ñà çàìåñòåíè îò äâå ìíîæåñòâà
îò ìóëòèèíäåêñè, èëè âåêòîð-èíäåêñè, à èìåííî

α → (1/ρ1, 1/ρ2, ..., 1/ρm) è β → (µ1, µ2, ..., µm),

îò ðàçìåðíîñò m = 1, 2, 3, . . .

E(
1
ρi

)
,(µi)

(z) = Em(
1
ρi

)
,(µi)

(z) =
∞∑
k=0

zk

Γ
(

k
ρ1

+ µ1

)
... Γ

(
k
ρm

+ µm

) , (6.1)

êúäåòî ρ1, ..., ρm > 0 è µ1, ..., µm ñà ïðîèçâîëíè ðåàëíè (êîìïëåêñíè) ÷èñëà.
Tîçè èíòåðåñåí êëàñ îò ôóíêöèè ñå ïîÿâÿâà çà ïúðâè ïúò â êà÷åñòâîòî íà

ÿâíî ðåøåíèå íà çàäà÷è îò òèïà íà Êîøè çà äðîáíè äèôåðåíöèàëíè óðàâíåíèÿ
îò äðîáåí ìóëòèðåä â ìîíîãðàôèÿòà [88]. Tåîðèÿòà íà òîçè êëàñ îò ìóëòèèí-
äåêñíè ôóíêöèè íà Ìèòàã-Ëåôëåð å ïîäðîáíî ðàçâèòà â ïîðåäèöà îò ñòàòèè îò
Êèðÿêîâà è äðóãè àâòîðè. Ïî-êîíêðåòíî, â Êèðÿêîâà [25] å äîêàçàíî, ÷å ìóëòè-
èíäåêñíèòå ôóíêöèè íà Ìèòàã-Ëåôëåð (6.1) ñà öåëè ôóíêöèè îò ðåä ρ è òèï σ,
ñâúðçàíè ñúñ çàâèñèìîñòèòå:

1

ρ
=

1

ρ1
+ · · ·+ 1

ρm
, σ =

(
ρ1
ρ

) ρ
ρ1

· · ·
(
ρm
ρ

) ρ
ρm

. (6.2)

Â òàçè ñòàòèÿ, à ñúùî è â [28], ìîãàò äà áúäàò íàìåðåìè ðåäèöà äðóãè îñíîâíè
ñâîéñòâà, èíòåãðàëíè è äèôåðåíöèàëíè ôîðìóëè è ïð. çà (6.1). Èíôîðìàöèÿ çà
ïðèëîæåíèÿòà íà òîçè êëàñ îò ñïåöèàëíè ôóíêöèè â ðåøåíèÿòà íà óðàâíåíèÿ è
ìîäåëè îò äðîáåí ðåä ìîæå äà ñå íàìåðè íàïðèìåð â Êèðÿêîâà è Ëó÷êî [31]. Èç-
ñëåäâàíåòî íà Êèëáàñ, Êîðîëåâà è Ðîãîçèí [18] îïèñâà èñòîðè÷åñêîòî ðàçâèòèå
íà òåîðèÿòà íà òåçè ìóëòèèíäåêñíè (2m-ïàðàìåòðè÷íè) Ìèòàã-Ëåôëåðîâè ôóí-
êöèè êàòî ïîäêëàñ íà îáîáùåíèòå õèïåðãåîìåòðè÷íè ôóíêöèè íà Ðàéò pΨq(z).
Ìåòîäúò íà ïðåäñòàâÿíåòî ÷ðåç èíòåãðàë îò òèïà íà Ìåëèí�Áàðíñ ïîçâîëÿâà
íà òåçè àâòîðè äà ðàçøèðÿò âúïðîñíèòå ôóíêöèè è äà ãè èçó÷àò çà ñëó÷àÿ
íà ïðîèçâîëíè ñòîéíîñòè íà ïàðàìåòðèòå (íàïðèìåð çà êîìïëåêñíè ïàðàìåòðè
èíôîðìàöèÿ èìà â [16] è [17]).

Ìóëòèèíäåêñíèòå ôóíêöèè íà Ìèòàã-Ëåôëåð (6.1) ìîãàò äà ñå ðàçãëåæäàò
ñúùî è êàòî �äðîáíî èíäåêñíè� àíàëîçè íà Áåñåëîâèòå è õèïåð-Áåñåëîâèòå ôóí-
êöèè è îáîáùåíèÿ íà äúëúã ñïèñúê îò ñïåöèàëíè ôóíêöèè, èçïîëçâàíè â ìàòå-
ìàòè÷åñêàòà ôèçèêà, äðîáíîòî ñìÿòàíå è ñúùî òàêà êàòî ðåøåíèÿ íà ðàçíîîá-
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ðàçíè ìàòåìàòè÷åñêè ìîäåëè (íàïðèìåð â èçñëåäâàíèÿòà íà Êèðÿêîâà [28], [27],
[26], è Êèðÿêîâà è Ëó÷êî [31]).

Ãîðåèçëîæåíèÿ ìàòåðèàë îò òàçè ãëàâà ñå ñúäúðæà â Ñåêöèÿ 6.1. Â Ñåêöèÿ
6.2 ñà äàäåíè ðåçóëòàòè, ñâúðçàíè ñ ïàðàìåòðèòå íà (6.1), à â Ñåêöèÿ 6.3 �
íåðàâåíñòâà è àñèìïòîòè÷íè ôîðìóëè çà òÿõ îò òèïà íà (1.4) è (1.5).

Íàñêîðî, â [56], [59] è ñúùî â ìîíîãðàôèÿòà [65], êîèòî ñà îñíîâàòà íà òàçè
ãëàâà, ñà âúâåäåíè è èçó÷àâàíè 3m-ïàðàìåòðè÷íèòå ôóíêöèè íà Ìèòàã-Ëåôëåð,
êîèòî îáîáùàâàò åäíîâðåìåííî ôóíêöèèòå íà Ïðàáõàêàð (5.3) è ìóëòèèíäåê-
ñíèòå ôóíêöèè íà Ìèòàã-Ëåôëåð ñ 2m ïàðàìåòúðà, äàäåíè ñ (6.1). Ïî-äîëó å
äàäåíà òÿõíàòà äåôèíèöèÿ îò Ñåêöèÿ 6.4.

Äåôèíèöèÿ 6.1. [56, 65] Íåêà m > 1 å åñòåñòâåíî ÷èñëî è äà ðàçãëåäàìå
ïàðàìåòðèòå αi, βi, γi ∈ C (Re(αi) > 0), çà âñè÷êè ñòîéíîñòè íà i = 1, 2, . . .m.
Ïîñðåäñòâîì ìóëòèèíäåêñèòå (αi), (βi), (γi) âúâåæäàìå òàêà íàðå÷åíèòå 3m-
ïàðàìåòðè÷íè ôóíêöèè (ìóëòèèíäåêñíè) íà Ìèòàã-Ëåôëåð, èìåííî:

E
(γi),m
(αi), (βi)

(z) =
∞∑
k=0

(γ1)k . . . (γm)k
Γ(α1k + β1) . . .Γ(αmk + βm)

zk

(k!)m
. (6.3)

Ïî-íàòàòúê â òàçè ñåêöèÿ íèå ñìå äîêàçàëè ñëåäíîòî òâúðäåíèå, êîåòî äàâà
ðåäà è òèïà íà (6.3).

Òåîðåìà 6.1. [65] Àêî íèêîé îò ïàðàìåòðèòå γ1, . . . , γm íå å îòðèöàòåëíî
öÿëî ÷èñëî èëè íóëà, òî ìóëòèèíäåêñíàòà ôóíêöèÿ íà Ìèòàã-Ëåôëåð (6.3) å
öÿëà ôóíêöèÿ ñ ðåä ρ è òèï σ, äàäåíè ñúñ çàâèñèìîñòèòå:

1

ρ
= Re(α1) + · · ·+Re(αm), (6.4)

ñúîòâåòíî
1

σ
= |(ρα1)

ρα1 | . . . |(ραm)
ραm | . (6.5)

Îñâåí òîâà, çà âñÿêî ïîëîæèòåëíî ÷èñëî ε å â ñèëà àñèìïòîòè÷íàòà îöåíêà

|E(γi),m
(αi), (βi)

(z)| < exp((σ + ε)|z|ρ), |z| ≥ r0 > 0, (6.6)

ñúñ ñòîéíîñòè íà ρ è σ êàêòî å äàäåíî â (6.4) è (6.5), çà |z| ≥ r0(ε) è r0(ε)
äîñòàòú÷íî ãîëÿìî.

Ñúîòâåòíî, â äðóãèÿ ñëó÷àé, êîãàòî íÿêîé îò ïàðàìåòðèòå γ1, . . . , γm å îòðè-
öàòåëíî öÿëî ÷èñëî èëè íóëà, èìàìå ñëåäíîòî àëòåðíàòèâíî òâúðäåíèå.

Òåîðåìà 6.2. [65] Àêî ïîíå åäèí îò ïàðàìåòðèòå γ1, . . . , γm å îòðèöàòåëíî
öÿëî ÷èñëî èëè íóëà, òî ìóëòèèíäåêñíàòà ôóíêöèÿ íà Ìèòàã-Ëåôëåð (6.3)
ñå ðåäóöèðà äî êðàéíà ñóìà, êàêòî ñëåäâà:

E
(γi),m
(αi), (βi)

(z) =
M∑
k=0

(γ1)k . . . (γm)k
Γ(α1k + β1) . . .Γ(αmk + βm)

zk

(k!)m
. (6.7)
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Òúé êàòî ïîâå÷åòî îò ñïåöèàëíèòå ôóíêöèè íà ìàòåìàòè÷åñêàòà ôèçèêà ñà
÷àñòíè ñëó÷àè íà îáîáùåíèòå õèïåðãåîíåòðè÷íè ôóíêöèè pFq, è ïî òîçè íà÷èí
íà ïî-îáùèòå G-ôóíêöèè íà Ìàéåð [10, Òîì 1, Ãë. 5] è H-ôóíêöèÿ íà Ôîêñ, òî
â Ñåêöèÿ 6.5 ñà äàäåíè òÿõíèòå äåôèíèöèè.

Äåôèíèöèÿ 6.2. Ïîä ïîíÿòèåòî H-ôóíêöèÿ íà Ôîêñ ñå ðàçáèðà îáîáùåíà
õèïåðãåîìåòðè÷íà ôóíêöèÿ, äåôèíèðàíà ÷ðåç èíòåãðàë îò òèïà íà êîíòóðíèÿ
èíòåãðàë íà Ìåëèí�Áàðíñ

Hm, n
p, q (σ) = Hm, n

p, q

[
σ

∣∣∣∣(a1, A1) . . . (ap, Ap)

(b1, B1) . . . (bq, Bq)

]

= Hm, n
p, q

[
σ

∣∣∣∣(ak, Ak)
p
1

(bk, Bk)
q
1

]
=

1

2πi

∫
L′

Hm, n
p, q (s)σsds

(6.8)

ñ ïîäèíòåãðàëíà ôóíêöèÿ îò âèäà

Hm, n
p, q (s) =

m∏
i=1

Γ(bi − sBi)
n∏

j=1

Γ(1− aj + sAj)

q∏
i=m+1

Γ(1− bi + sBi)
p∏

j=n+1

Γ(aj − sAj)

·

Êðèâàòà L′ å ïîäõîäÿùî èçáðàí êîíòóð â C, m, n, p, q ñà öåëè ÷èñëà
0 ≤ m ≤ q, 0 ≤ n ≤ p, ïàðàìåòðèòå aj, bi ∈ C, Aj, Bi > 0, j = 1, . . . , p, i = 1, . . . , q
è Aj(bi + l) ̸= Bi(aj − l′ − 1), l, l′ = 0, 1, 2, . . . . Èíôîðìàöèÿ çà ðàçëè÷íè
òèïîâå êîíòóðè è óñëîâèÿ çà ñúùåñòâóâàíå è àíàëèòè÷íîñò íà ôóíêöèÿòà (6.8)

â êðúãîâå ⊂ C ñ ðàäèóñè ρ =
p∏

j=1

Aj
−Aj

q∏
i=1

Bi
Bi , ìîæå äà áúäå íàìåðåíà â [74],

[22, Àïåíäèêñ], [21], [42] è äðóãè.
Çà A1 = · · · = Ap = 1, B1 = · · · = Bq = 1, ôóíêöèÿòà (6.8) ñå îáðúùà

â ïî-ïîïóëÿðíàòà G−ôóíêöèÿ íà Ìàéåð [10, Òîì 1, Ãë. 5, 23, 14]. Òúé êàòî
G- è H-ôóíêöèèòå îáõâàùàò ïî÷òè âñè÷êè åëåìåíòàðíè è ñïåöèàëíè ôóíêöèè,
òîâà ïðàâè ïîçíàâàíåòî èì èçêëþ÷èòåëíî ïîëåçíî. Äà îòáåëåæèì, ÷å îáîáùå-
íèòå õèïåðãåîìåòðè÷íè pFq ôóíêöèè ïðåäñòàâëÿâàò ñïåöèàëíè ñëó÷àè íà G-
ôóíêöèÿòà:

pFq(a1, . . . , ap; b1, . . . , bq;σ) =
∞∑
k=0

(a1)k . . . (ap)k
(b1)k . . . (bq)k

σk

k!

=

q∏
i=1

Γ(bi)

p∏
i=1

Γ(ai)

G1, p
p, q+1

[
−σ

∣∣∣∣ 1− a1, . . . , 1− ap
0, 1− b1, . . . , 1− bq

]
,

(6.9)

äîêàòî ôóíêöèèòå íà Ìèòàã-Ëåôëåð (5.2) ñ èðàöèîíàëíè ïàðàìåòðè
α > 0 è îáîáùåíèòå õèïåðãåîìåòðè÷íè pΨq ôóíêöèè íà Ðàéò c èðàöèîíàëíè

19



Aj, Bi > 0, äàâàò ïðèìåðè çà H-ôóíêöèè, êîèòî íå ìîãàò äà ñå ðåäóöèðàò äî
G-ôóíêöèè, êàòî íàïðèìåð ïðåäñòàâÿíåòî (6.12) (ïî-äîëó), è ñúùî òàêà

pΨq

[
(a1, A1) . . . (ap, Ap)

(b1, B1) . . . (bq, Bq)

∣∣∣∣σ] =
∞∑
k=0

Γ(a1 + kA1) . . .Γ(ap + kAp)

Γ(b1 + kB1) . . .Γ(bq + kBq)

σk

k!

= H1, p
p, q+1

[
−σ

∣∣∣∣ (1− a1, A1), . . . , (1− ap, Ap)

(0, 1), (1− b1, B1), . . . , (1− bq, Bq)

]
.

(6.10)

Îáà÷å çà A1 = · · · = Ap = 1, B1 = · · · = Bq = 1, êàêòî ñå âèæäà è îò (6.9), å
èçïúëíåíî ðàâåíñòâîòî

pΨq

[
(a1, 1) . . . (ap, 1)

(b1, 1) . . . (bq, 1)

∣∣∣∣σ] =

p∏
i=1

Γ(ai)

q∏
i=1

Γ(bi)
pFq(a1, . . . , ap; b1, . . . , bq;σ)

= G1, p
p, q+1

[
−σ

∣∣∣∣ 1− a1, . . . , 1− ap
0, 1− b1, . . . , 1− bq

]
.

(6.11)

Ñàìî äà îòáåëåæèì, ÷å ôóíêöèèòå íà Ìèòàã-Ëåôëåð ñà ïðèìåð çà ñïåöèàëíè
ôóíêöèè, êîèòî íå ìîãàò äà áúäàò âêëþ÷åíè â ñõåìàòà íà G-ôóíêöèèòå íà
Ìàéåð, áèäåéêè îáðàçåö çà ïî-îáùàòà H-ôóíêöèÿ íà Ôîêñ, èìåííî

Eα,β(z) = H1, 1
1, 2

[
−z

∣∣∣∣ (0, 1)

(0, 1), (1− β, α)

]

=
1

2πi

∫
L′

Γ(s)Γ(1− s)

Γ(β − αs)
(−z)−sds,

(6.12)

ñ ïîäõîäÿù êîíòóð íà èíòåãðèðàíå L′ (ìîæå äà ñå âèäè íàïðèìåð â [22, Àïåí-
äèêñ]), è ñàìî çà ðàöèîíàëíè ñòîéíîñòè íà α = p/q, (6.12) ñå ñâåæäà äî G-
ôóíêöèÿ. Ïî-îáùèòå pΨq ôóíêöèè íà Ðàéò ñúùî ñëóæàò çà òàêúâ ïðèìåð.

Â Ñåêöèÿ 6.6 å îïðåäåëåíî ìÿñòîòî íà âúâåäåíèòå ôóíêöèè (6.3) ñðåä ïîçíà-
òèòå ñïåöèàëíè ôóíêöèè, ïî-ñïåöèàëíî â êëàñîâåòå íà îáîáùåíèòå õèïåðãåîìåò-
ðè÷íè ôóíêöèè íà Ðàéò è H-ôóíêöèèòå íà Ôîêñ (ïîâå÷å çà òåõíèòå äåôèíèöèè
è ñâîéñòâà ìîæå äà ñå íàìåðè íàïðèìåð â [74], [22, Àïåíäèêñ]).

Çà òàçè öåë, âçåìàéêè

γi ∈ C, Re(γi) > 0; i = 1, . . . ,m,

ïúðâî îïðåäåëÿìå äâå ÷èñëîâè ìíîæåñòâà, êàêòî å äàäåíî ïî-äîëó:

Sl = {s : s = −k (k ∈ N0)},

Sr = {s : s = l + γi, (l ∈ N0)},
çà êîèòî âåäíàãà ìîæå äà áúäå çàïèñàíà ñëåäíàòà çàáåëåæêà.
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Çàáåëåæêà 6.1. Ñå÷åíèåòî íà ìíîæåñòâàòà Sl è Sr å ïðàçíî ìíîæåñòâî,
ò.e. Sl ∩ Sr = ∅. Îñâåí òîâà, àêî

γ̃ = min
i=1÷m

Re(γi), (6.13)

òî ìíîæåñòâîòî Sl ëåæè îò ëÿâàòà ñòðàíà íà èâèöàòà

S = {s : s ∈ C, 0 < γ ′ ≤ Re(s) ≤ γ′′ < γ̃}, (6.14)

äîêàòî ìíîæåñòâîòî Sr ëåæè îò äÿñíàòà �è ñòðàíà.

Òóêà íèå äîêàçâàìå ñëåäíèòå íîâè ïðåäñòàâÿíèÿ.

Òåîðåìà 6.3. [65] Íåêà αi > 0, βi, γi ∈ C, è Re(γi) > 0 çà i = 1, . . . , m. Òîãàâà
ìóëòèèíäåêñíèòå ôóíêöèè íà Ìèòàã-Ëåôëåð (6.3) ñå èçðàçÿâàò ÷ðåç îáîáùå-
íèòå õèïåðãåîìåòðè÷íè ôóíêöèè íà Ðàéò, à ñúùî òàêà è ÷ðåç H-ôóíêöèèòå
íà Ôîêñ, êàêòî ñëåäâà:

E
(γi),m
(αi), (βi)

(z) = A mΨ2m−1

[
(γ1, 1), . . . , (γm, 1)

(β1, α1), . . . , (βm, αm), (1, 1), . . . , (1, 1)

∣∣∣∣ z]
= A H1, m

m, 2m

[
−z

∣∣∣∣(1− γ1, 1), . . . , (1− γm, 1)

[(0, 1), (1− βi, αi)]m1

]
,

(6.15)

êúäåòî ñ A å îçíà÷åí ñëåäíèÿò èçðàç A =

[
m∏
i=1

Γ(γi)

]−1

.

Òå èìàò ñëåäíèòå ïðåäñòàâÿíèÿ ÷ðåç èíòåãðàë îò òèïà íà êîíòóðíèÿ èí-
òåãðàë íà Ìåëèí�Áàðíñ, ðàçøèðÿâàùè èíòåãðàëíàòà ôîðìóëà (6.12):

E
(γi),m
(αi), (βi)

(z) =
A

2πi

∫
L′

H1, m
m, 2m(s)(−z)sds =

A

2πi

∫
L

H1, m
m, 2m(−s)(−z)−sds, (6.16)

çà | arg(−z)| < π, êúäåòî H1, m
m, 2m(s) å ôóíêöèÿòà

H1, m
m, 2m(s) =

Γ(−s)
m∏
i=1

Γ(γi + s)

[Γ(1 + s)]m−1
m∏
i=1

Γ(βi + sαi)
, (6.17)

è L å ïðîèçâîëåí êîíòóð â C ðàçïîëîæåí îò −i∞ äî +i∞ ïî òàêúâ íà÷èí,
÷å ïîëþñèòå s = −k (k ∈ N0) íà Γ(s) äà ëåæàò îòëÿâî íà L, à ïîëþñèòå
s = l + γi (l ∈ N0) íà Γ(γi − s) (i = 1, . . . ,m) � îò äÿñíàòà �è ñòðàíà.

Êàòî ñëåäñòâèå îò òàçè òåîðåìà ñå ïîëó÷àâà ñëåäíèÿò ðåçóëòàò.

Ñëåäñòâèå 6.1. [65] Íåêà αi > 0, βi, γi ∈ C è Re(γi) > 0 çà i = 1, . . . ,m.
Òîãàâà òðàíñôîðìàöèÿòà íà Ìåëèí îò 3m-èíäåêñíàòà ôóíêöèÿ íà Ìèòàã-
Ëåôëåð ñå èçðàçÿâà êàêòî ñëåäâà:

M[E
(γi),m
(αi), (βi)

(−t)](s) = A H1, m
m, 2m(−s) (6.18)
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ñ t > 0, 0 < Re(s) < γ̃, γ̃ è H1, m
m, 2m ñà êàòî îïðåäåëåíèòå â (6.13), ðåñïåêòèâíî

(6.17), à êîåôèöèåíòúò A =

[
m∏
i=1

Γ(γi)

]−1

.

Çà èëþñòðàöèÿ â Ñåêöèÿ 6.7 ñà îïèñàíè ðàçëè÷íè èíòåðåñíè ñïåöèàëíè ñëó-
÷àè íà ìóëòèèíäåêñíèòå ôóíêöèè íà Ìèòàã-Ëåôëåð, êàêòî ñ 2m, òàêà è ñ 3m
èíäåêñà.

7 Ãëàâà 7

Ãëàâà 7, êîÿòî ñå ñúñòîè îò 6 ñåêöèè, å ñâúðçàíà ñ äðîáíî ñìÿòàíå â ðàç-
ãëåæäàíèòå êëàñîâå îò ìóëòèèíäåêñíè ôóíêöèè. Ïîíÿòèåòî �äðîáíî ñìÿòàíå�
(ÄÑ) èëè �äðîáåí àíàëèç� ñå èçïîëçâà êàòî ðàçøèðåíèå íà �ñìÿòàíå� (�àíàëèç�),
êîãàòî ðåäúò íà äèôåðåíöèðàíå è èíòåãðèðàíå ìîæå äà áúäå ïðîèçâîëíî ÷èñëî
(äðîáíî, èðàöèîíàëíî, êîìïëåêñíî), ò. å. íå çàäúëæèòåëíî öÿëî. Ïîäðîáíîñòè
çà íåãîâàòà òåîðèÿ è ïðèëîæåíèå ìîãàò äà ñå íàìåðÿò íàïðèìåð â åíöèêëîïå-
äèÿòà íà ÄÑ [77] è ñúùî â íåîòäàâíà ïóáëèêóâàíèòå [83, 71], a ñòðàòåãèÿòà è
èäåîëîãèÿòà çà ïî-íàòàòúøíîòî ðàçâèòèå ìîæå äà ñå âèäÿò â [38, 39].

Íàé-ïîïóëÿðíàòà äåôèíèöèÿ çà èíòåãðèðàíå îò ðåä

λ ∈ C (Re(λ) > 0),

å çà äðîáíèÿ èíòåãðàë íà Ðèìàí�Ëèóâèë

Rλf(z) =
1

Γ(λ)

z∫
0

(z − t)λ−1f(t)dt =
zλ

Γ(λ)

1∫
0

(1− τ)λ−1f(zτ)dτ . (7.1)

Òîãàâà äðîáíàòà ïðîèçâîäíà íà Ðèìàí�Ëèóâèë îò ðåä

λ ∈ C (Re(λ) > 0),

ñå äåôèíèðà êàòî êîìïîçèöèÿ íà ïðîèçâîäíà îò öÿë ðåä è èíòåãðàë îò äðîáåí
ðåä îò âèäà (7.1), èìåííî:

Dλf(z) := DnRn−λf(z), (7.2)

êúäåòî

n := [Re(λ)] + 1 > Re(λ), [Re(λ)] = öÿëàòà ÷àñò íà Re(λ).

Â ïúðâàòà ñåêöèÿ íà òàçè ãëàâà (Ñåêöèÿ 7.1) íèå ïðåñìÿòàìå äðîáíèòå èíòåã-
ðàëè (7.1) è ïðîèçâîäíè (7.2) íà Ðèìàí�Ëèóâèë îò ìóëòèèíäåêñíèòå ôóíêöèè
íà Ìèòàã-Ëåôëåð (6.3). Çà òàçè öåë íàé-íàïðåä ñå íóæäàåì îò ïðîèçâîäíèòå
îò öÿë ðåä. Äèôåðåíöèðàíåòî íà ìóëòèèíäåêñíèòå ôóíêöèè íà Ìèòàã-Ëåôëåð
(6.3) å äàäåíî ñúñ ñëåäíîòî åëåìåíòàðíî òâúðäåíèå.
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Òåîðåìà 7.1. [56, 65] Íåêà αi, βi, γi, ω ∈ C. Íåêà îñâåí òîâà ñà èçïúëíåíè
óñëîâèÿòà

Re(αi) > 0, Re(βi0) > 0, i = 1, . . . ,m, 1 ≤ i0 ≤ m, è i0 ∈ N.

Òîãàâà çà âñÿêî n ∈ N å â ñèëà ñëåäíîòî òúæäåñòâî:

Dn[zβi0
−1E

(γi),m
(αi), (βi)

(ωzαi0 )] =

(
d

dz

)n

[zβi0
−1E

(γi),m
(αi), (βi)

(ωzαi0 )]

= zβi0
−n−1E

(γi),m

(αi), (β̃i)
(ωzαi0 ), | arg z| < π,

(7.3)

ñúñ ñòîéíîñòè íà ïàðàìåòðèòå ñúîòâåòíî

β̃i0 = βi0 − n è β̃i = βi, àêî i ̸= i0.

Çàáåëåæêà 7.1. Äîïúëíèòåëíî, àêî αi0, βi0 ∈ N, òî (7.3) å êîðåêòíî íå
ñàìî çà | arg z| < π íî è çà âñè÷êè êîìïëåêñíè ñòîéíîñòè íà z, åâåíòóàëíî ñ
èçêëþ÷åíèå íà íóëàòà. Âñè÷êî òîâà ñå îòíàñÿ è çà îñòàíàëèòå ðåçóëòàòè â
òàçè ãëàâà.

Çàáåëåæêà 7.2. Â ÷àñòíîñò, êàòî ðåçóëòàò îò (7.3), íèå ïîëó÷àâàìå
ñëåäíèòå òúæäåñòâà, ñâúðçàíè ñ 3-ïàðàìåòðè÷íèòå è ìóëòèèíäåêñíèòå (ñ
2m ïàðàìåòúðà) ôóíêöèè íà Ìèòàã-Ëåôëåð:

Dn[zβ−1Eγ
α, β(ωz

α)] = zβ−n−1Eγ
α, β−n(ωz

α),

Dn[zβi0
−1Em

(αi), (βi)
(ωzαi0 )] = zβi0

−n−1Em
(αi), (β̃i)

(ωzαi0 ),

ñúñ ñòîéíîñòè β̃i0 = βi0 − n è β̃i = βi, àêî i ̸= i0. Òåçè ðåçóëòàòè ñëåäâàò,
êàòî ñå âçåìàò ïðåäâèä (5.3) è (6.1), çà m = 1, ñúîòâåòíî γ1 = · · · = γm = 1.
Ñïîìåíàòèòå ðåëàöèè ñà äîáðå ïîçíàòè è ìîãàò äà ñå íàìåðÿò íàïðèìåð â
[20] è [25].

Îñòàíàëèòå ðåçóëòàòè, äîêàçàíè â òàçè ñåêöèÿ, ñà ñâúðçàíè ñ èíòåãðàëèòå
è ïðîèçâîäíèòå íà Ðèìàí�Ëèóâèë çà ìóëòèèíäåêñíèòå ôóíêöèè îò ïðîèçâîëåí
ðåä è ñà ôîðìóëèðàíè ïî-äîëó.

Òåîðåìà 7.2. [56, 65] Íåêà αi, βi, γi, ω, λ, z ∈ C, è îñâåí òîâà Re(αi) > 0,
Re(βi0) > 0, Re(λ) > 0, çà i = 1, . . . ,m, 1 ≤ i0 ≤ m, i0 ∈ N. Òîãàâà å â ñèëà
ñëåäíîòî òúæäåñòâî:

Rλ[zβi0
−1E

(γi),m
(αi), (βi)

(ωzαi0 )] = zβi0
+λ−1E

(γi),m

(αi), (β̃i)
(ωzαi0 ) (| arg z| < π), (7.4)

ñ β̃i0 = βi0 + λ è β̃i = βi, àêî i ̸= i0.
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Òåîðåìà 7.3. [56, 65] Íåêà αi, βi, γi, ω, λ, z ∈ C, è îñâåí òîâà Re(αi) > 0,
Re(βi0) > 0, Re(λ) > 0, çà i = 1, . . . ,m, 1 ≤ i0 ≤ m, i0 ∈ N, òîãàâà å â ñèëà
ñëåäíîòî òúæäåñòâî

Dλ[zβi0
−1E

(γi),m
(αi), (βi)

(ωzαi0 )] = zβi0
−λ−1E

(γi),m

(αi), (β̃i)
(ωzαi0 ) (| arg z| < π), (7.5)

ñ β̃i = βi, àêî i ̸= i0, è β̃i0 = βi0 − λ.

Íàðåä ñ êëàñè÷åñêèòå äåôèíèöèè íà Ðèìàí�Ëèóâèë çà îïåðàòîðè îò äðîáåí
ðåä, â ëèòåðàòóðàòà ñå èçïîëçâàò ìíîãî äðóãè ìîäèôèêàöèè è òåõíè îáîáùå-
íèÿ. Èçãëåæäà, ÷å íàé-ïîëåçíèòå îïåðàòîðè íà êëàñè÷åñêîòî ÄÑ ñà òåçè íà
Åðäåé�Êîáåð (çà ïîäðîáíîñòè ìîæå äà ñå âèäè íàïðèìåð â Êèðÿêîâà [22]). Èç-
êëþ÷èòåëåí èíòåðåñ â òîâà îòíîøåíèå ïðåäñòàâëÿâà è íàñêîðî ïóáëèêóâàíàòà
ñòàòèÿ [30].

Êàêòî å îòðàçåíî â Ñåêöèÿ 7.2, äðîáíèÿò èíòåãðàëåí îïåðàòîð íà Åðäåé�
Êîáåð å äåôèíèðàí ïî ñëåäíèÿ íà÷èí:

Iβ,λµ f(z) =
[
z−(β+λ)Rλzβf(z1/µ)

]
z→zµ

=
z−µ(β+λ)

Γ(λ)

z∫
0

(zµ − tµ)λ−1tβµf(t)d(tµ)

=
1

Γ(λ)

1∫
0

(1− τ)λ−1τβf(zτ 1/µ)dτ,

(7.6)

à ñúîòâåòíèÿò äèôåðåíöèàëåí îïåðàòîð íà Åðäåé�Êîáåð ìîæå äà áúäå çàïèñàí
ñèìâîëè÷íî êàêòî ñëåäâà:

Dβ,λ
µ f(z) =

[
z−βDλzβ+λf(z1/µ)

]
z→zµ

, (7.7)

êúäåòî λ, µ > 0 è β ñà ðåàëíè ïàðàìåòðè (Dβ,0
µ f(z) = Iβ,0µ f(z) = f(z) ïî ïîä-

ðàçáèðàíå) è Dβ,λ
µ Iβ,λµ = Id. Ñëó÷àèòå µ = 2 ñà âúâåäåíè îò Ñíåäîí, äîêàòî

òåçè, ïúðâîíà÷àëíî ðàçãëåæäàíè îò Êîáåð è Åðäåé èìàò µ = 1. Îïåðàòîðèòå íà
Åðäåé�Êîáåð (7.6) è (7.7) èìàò ìíîãîáðîéíè ïðèëîæåíèÿ, ïîä÷åðòàíè îùå îò
Ñíåäîí, è ñà øèðîêî èçïîëçâàíè â ÄÑ è äèôåðåíöèàëíèòå óðàâíåíèÿ îò äðî-
áåí ðåä, çà äà ìîäåëèðàò ðàçëè÷íè âèäîâå îò ôèçè÷íè, èêîíîìè÷åñêè, è äðóãè
ïðîöåñè. Òàêà íàïðèìåð Ïàãíèíè [54], ðàçãëåæäà òàêà íàðå÷åíàòà äðîáíà äèôó-
çèÿ íà Åðäåé�Êîáåð è ôàìèëèÿ îò äèôóçèîííè ïðîöåñè, óïðàâëÿâàíè îò ggBm
(îáîáùåíî ñèâî Áðàóíîâî äâèæåíèå).

Ïî ñúùåñòâî â òàçè ñåêöèÿ å èçïîëçâàí îïåðàòîðúò (7.6), êàòî ïúðâî ñà ïðåñ-
ìåòíàòè äðîáíèòå èíòåãðàëè íà Åðäåé�Êîáåð îò ôóíêöèèòå (5.3), à ñëåä òîâà
è íà (6.3). Óñòàíîâåíèÿò ðåçóëòàò å ôîðìóëèðàí ïî-äîëó.

Òåîðåìà 7.4. [59, 65] Íåêà i = 1, 2, . . . ,m, i0 å ôèêñèðàíî åñòåñòâåíî ÷èñëî,
1 ≤ i0 ≤ m, z, ω ∈ C, | arg z| < π, ω ̸= 0, è α, β, αi, βi0, λ > 0. Òîãàâà

Iβ−1,λ
1/α Eγ

α,β(ωz) = Eγ
α, β+λ(ωz), (7.8)
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I
βi0

−1,λ

1/αi0
E

(γi),m
(αi),(βi)

(ωz) = E
(γi),m

(αi),(β̃i)
(ωz) (7.9)

ñúñ ñòîéíîñòè
β̃i0 = βi0 + λ; β̃i = βi, i ̸= i0.

Ñåêöèÿ 7.3 çàïî÷âà ñ ïðèïîìíÿíå íà äåôèíèöèÿòà íà îïåðàòîðèòå îò òàêà
íàðå÷åíîòî Îáîáùåíî äðîáíî ñìÿòàíå (ÎÄÑ) íà Êèðÿêîâà [22], [25].

Äåôèíèöèÿ 7.1. Íåêà m ≥ 1 å öÿëî ÷èñëî è

λi ≥ 0, µi > 0, βi ∈ R, (i = 1, . . . ,m).

Äà ðàçãëåäàìå âåêòîðà β = (β1, . . . , βm) êàòî ìóëòèòåãëî è ñúîòâåòíî λ =
(λ1, . . . , λm) êàòî ìóëòèðåä íà äðîáíî èíòåãðèðàíå. Èíòåãðàëíèòå îïåðàòîðè,
äåôèíèðàíè ïî-äîëó:

I
(βi),(λi)
(µi),m

f(z) =


1∫
0

Hm,0
m,m

[
τ
∣∣∣(βi+λi+1−1/µi,1/µi)

m
1

(βi+1−1/µi,1/µi)m1

]
f(zτ)dτ, àêî

m∑
i=1

λi > 0,

f(z), λ1 = λ2 = · · · = λm = 0,

(7.10)

ñå íàðè÷àò ìíîãîêðàòíè (m-êðàòíè) èíòåãðàëíè îïåðàòîðè íà Åðäåé�Êîáåð
çà äðîáíî ñìÿòàíå. Ïî-îáùî, îïåðàòîðèòå îò âèäà

If(z) = zλ0I
(βi),(λi)
(µi),m

f(z) ñ λ0 ≥ 0 (7.11)

íàêðàòêî ñå íàðè÷àò îáîáùåíè (m-êðàòíè) äðîáíè èíòåãðàëè.

Íåêà ñåãà σ å ïðîèçâîëíî ðåàëíî ÷èñëî. Îçíà÷àâàìå ñ H(Ω) ïðîñòðàíñòâî-
òî îò õîëîìîðôíè ôóíêöèè â êîìïëåêñíàòà îáëàñò Ω, çâåçäîîáðàçíà îòíîñíî
íà÷àëîòî z = 0, è ðàçãëåæäàìå ïðîñòðàíñòâàòà

Hσ(Ω) = {f(z) = zpf̃(z); p ≥ σ, f̃(z) ∈ H(Ω)}, H0(Ω) := H(Ω).

Çà βi > −1 − σ/µi and λi > 0, îïåðàòîðèòå (7.10) èçîáðàçÿâàò ïðîñòðàíñòâîòî
Hσ(Ω) â ñàìîòî íåãî (Êèðÿêîâà, [22]).

Îñíîâíîòî ñâîéñòâî íà îáîáùåíèòå ìíîãîêðàòíè (m-êðàòíè) äðîáíè èíòåã-
ðàëè å, ÷å åäèíè÷íèòå èíòåãðàëè (7.10), êîèòî ñúäúðæàò H-ôóíêöèÿ, ìîãàò äà
ñå ïðåäñòàâÿò åêâèâàëåíòíî êàòî êîìóòàòèâíè êîìïîçèöèè íà åäèíè÷íè èíòåã-
ðàëè íà Åðäåé�Êîáåð îò âèäà (7.6), à èìåííî çà f ∈ Hσ(Ω) ñ βi > −1 − σ/µi,
λi > 0 è i = 1, 2, . . . ,m, êàêòî ñëåäâà:

I
(βi),(λi)
(µi),m

f(z) =
m∏
i=1

Iβi,λi
µi

f(z)

=

1∫
0

. . .

1∫
0

[
m∏
i=1

(1− τi)
λi−1 τβi

i

Γ(λi)

]
f(z τ

1/µ1

1 . . . τ 1/µm
m ) dτ1 . . . dτm.

(7.12)
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Àêî ñòîéíîñòèòå íà íÿêîè λi ñà íóëè, íàïðèìåð λ1 = · · · = λk = 0, 1 ≤ k ≤ m,
òî ñúîòâåòíèòå èì îïåðàòîðè Iβi,λi

µi
= I ñà îïåðàòîðè-èäåíòèòåòè è êðàòíîñòòà

íà (7.10) ñå ñâåæäà îò m äî m − k (êàêòî è ïðè H-ôóíêöèèòå, êîèòî ñà ÿäðî
íà èíòåãðàëà). Äåêîìïîçèöèîííàòà çàâèñèìîñò (7.12) å êëþ÷ êúì ðàçíîîáðàçíè
ïðèëîæåíèÿ íà (7.10) è (7.11), ïðîèçòè÷àùà îò ïðîñòè÷êèòå, íî äîñòà åôåêòèâíè
ñâîéñòâà íà G- è H-ôóíêöèèòå è ìîùíèÿ àïàðàò íà ïðèëàãàíåòî èì.

Ñåãà ïî àíàëîãèÿ ñ Òåîðåìà 7.4 å äîêàçàíà ðåëàöèÿ, ñúäúðæàùà îáîáùåíèÿ
äðîáåí èíòåãðàë (7.10).

Òåîðåìà 7.5. [59, 65] Íåêà z, ω ∈ C, | arg z| < π, ω ̸= 0, è αi, βi, λi > 0 çà
1 ≤ i ≤ m. Òîãàâà

I
(βi−1),(λi)
(1/αi),m

E
(γi),m
(αi),(βi)

(ωz) = E
(γi),m
(αi),(βi+λi)

(ωz).

Çà ïúëíîòà äà îòáåëåæèì, ÷å îáîáùåíèòå äðîáíè ïðîèçâîäíè, ñúîòâåòíè íà
(7.10), ñà äåôèíèðàíè â [22] ñ äèôåðåíöèàëíî-èíòåãðàëíè èçðàçè, ïî àíàëîãèÿ
ñ èäåÿòà çà (7.2).

Äîòóê â òàçè ãëàâà ñå çàíèìàâàõìå ñ íàìèðàíå íà ðàçëè÷íè ïðîèçâîäíè è
èíòåãðàëè îò ïðîèçâîëåí ðåä îò ïðåäñòàâèòåëè íà 3m-ïàðàìåòðè÷íè ôóíêöèè,
ïðè êîèòî ïîëó÷åíèÿò ðåçóëòàò å ôóíêöèÿ îò ñúùèÿ âèä. Ïî-íàòàòúøíèòå íè
óñèëèÿ ñà íàñî÷åíè êúì íàìèðàíå íà çàâèñèìîñòè ìåæäó ïðåäñòàâèòåëè íà äâà-
òà êëàñà îò ôóíêöèè (Ñåêöèÿ 7.4 � Ñåêöèÿ 7.6).

Â íåîòäàâíàøíàòà ïóáëèêàöèÿ [2] å äîêàçàíà ïðîñòà çàâèñèìîñò êîÿòî ñâúð-
çâà n-òà ïðîèçâîäíà íà äâóïàðàìåòðè÷íèòå ôóíêöèè íà Ìèòàã-Ëåôëåð è òðè-
ïàðàìåòðè÷íèòå èì îáîáùåíèÿ (íàïðàâåíè îò Ïðàáõàêàð), à èìåííî:

E
(n)
α,β(z) = n!En+1

α,β+nα(z). (7.13)

Òàçè çàâèñèìîñò ïðîâîêèðà èíòåðåñ êúì âúïðîñà çà ñúùåñòâóâàíåòî íà ïîäîáíà
âðúçêà ìåæäó ìóëòèèíäåêñíèòå àíàëîçè íà òåçè ôóíêöèè è âúçáóæäà æåëàíèå
çà íàìèðàíåòî �è, àêî òÿ ñúùåñòâóâà.

Ïðåäè äà ïðåìèíåì íàòàòúê, â Ñåêöèÿ 7.4 âúâåæäàìå ñëåäíîòî îáùîïðèåòî
îçíà÷åíèå çà îïåðàòîðà çà n-êðàòíî äèôåðåíöèðàíå

Dn =
dn

dzn
=

(
d

dz

)n

, n ∈ N0,

êàòî îòáåëåæèì, ÷å àêî n = 0, ïî ïîäðàçáèðàíå ñå ïðèåìà, ÷å
Dnf(z) = f(z), ò. å. D0f(z) = f(z).

Â ñëåäâàùàòà òåîðåìà å ïîëó÷åíà çàâèñèìîñò ìåæäó ôóíêöèÿòàE(γi),m
(αi), (βi+nαi)

(ïðè ïîñî÷åíè ñòîéíîñòè íà ïàðàìåòðèòå γi) è n-òà ïðîèçâîäíà íà E(αi), (βi).
Îêàçâà ñå, ÷å â òîçè ñëó÷àé å âÿðíà ôîðìóëà, àíàëîãè÷íà íà (7.13), ò.å ïðîèç-
âîäíèòå îò öÿë ðåä íà 2m-ïàðàìåòðè÷íèòå ôóíêöèè íà Ìèòàã-Ëåôëåð ñå èçðà-
çÿâàò ÷ðåç 3m-ïàðàìåòðè÷íèòå, ñúùî ñ òî÷íîñò äî êîíñòàíòà. Ïî-êîíêðåòíî, â
ñèëà å ñëåäíàòà òåîðåìà.
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Òåîðåìà 7.6. Íåêà αi, βi, z ∈ C è íåêà Re(αi) > 0 çà i = 1, . . . ,m. Òîãàâà å
â ñèëà ñëåäíîòî ðàâåíñòâî:

Dn
[
E(αi), (βi) (z)

]
=

dn

dzn
[
E(αi), (βi) (z)

]
= Γ(n+ 1)E

(γi),m
(αi), (βi+nαi)

(z), (7.14)

çà âñè÷êè ñòîéíîñòè íà n ∈ N0, ñ ïàðàìåòðè γ1 = n+ 1, γ2 = · · · = γn = 1.

Â Ñåêöèÿ 7.5 ñà ðàçãëåäàíè èíòåãðàëèòå (7.1) è ïðîèçâîäíèòå (7.2) íà Ðèìàí�
Ëèóâèë îò äðîáåí ðåä è ñà ïðåñìåòíàòè òàêèâà çà ìóëòèèíäåêñíèòå ôóíêöèè
(6.1), óìíîæåíè ñ ïîäõîäÿùà ñòåïåííà ôóíêöèÿ. Â ðåçóëòàò ñå ïîëó÷àâà ôóíê-
öèÿ îò âèäà (6.3), ñ òî÷íîñò äî êîíñòàíòà. Çà öåëòà íåêà äà âçåìåì λ̃, z ∈ C è
| arg z| < π è äà âúâåäåì îçíà÷åíèåòî

Ẽα, β(z) = zλ̃Eα, β(z), Ẽ(αi), (βi)(z) = zλ̃E(αi), (βi)(z) = zλ̃Em
(αi), (βi)

(z) (7.15)

çà ôóíêöèèòå, ÷èèòî äðîáíè ïðîèçâîäíè è èíòåãðàëè ñà íàìåðåíè ïî-íàòàòúê
â òàçè ñåêöèÿ.

Çàïî÷âàéêè ñ íàé-ïðîñòèÿ ñëó÷àém = 1, ìîæåì äà ôîðìóëèðàìå ñëåäâàùîòî
åëåìåíòàðíî òâúðäåíèå è åäíî ñëåäñòâèå îò íåãî.

Òåîðåìà 7.7. Íåêà α, β, λ̃ ∈ C, Re(α) > 0, 0 < Re(λ̃) < 1, n ∈ N, è íåêà

λ = n− 1 + λ̃. Òîãàâà

Dλ[Ẽα,β(z)] = Γ(λ+ 1)Eλ+1
α,β+(n−1)α(z) (çà | arg z| < π). (7.16)

Ñëåäñòâèå 7.1. Àêî α, β, λ ∈ C, Re(α) > 0 è 0 < Re(λ) < 1, òî å â ñèëà
òúæäåñòâîòî

Dλ[zλEα,β(z)] = Γ(λ+ 1)Eλ+1
α,β (z) (çà | arg z| < π). (7.17)

Ïî-íàäîëó ñà ôîðìóëèðàíè è îñòàíàëèòå ïîëó÷åíè ðåçóëòàòè â òàçè ñåêöèÿ.
Ïúðâèòå äâà îò òÿõ ñà ñâúðçàíè ñ äèôåðåíöèðàíåòî, à îñòàíàëèòå ñ èíòåãðèðà-
íåòî.

Òåîðåìà 7.8. Íåêà αi, βi, λ̃ ∈ C è Re(αi) > 0 çà i = 1, . . . ,m.

Íåêà îñâåí òîâà 0 < Re(λ̃) < 1, n ∈ N, è λ = n− 1 + λ̃. Òîãàâà å â ñèëà

Dλ[Ẽ(αi), (βi)(z)] = Γ(λ+ 1)E
(γi)
(αi), (βi+(n−1)αi)

(z) (çà | arg z| < π), (7.18)

ñ ïàðàìåòðè γ1 = λ+ 1, γ2 = · · · = γm = 1.

Ñëåäñòâèå 7.2. Àêî αi, βi, λ ∈ C, Re(αi) > 0 çà i = 1, . . . ,m, è 0 < Re(λ) <
1, òî å èçïúëíåíî ðàâåíñòâîòî

Dλ[zλE(αi), (βi)(z)] = Γ(λ+ 1)E
(γi)
(αi), (βi)

(z) (çà | arg z| < π), (7.19)

ñ ïàðàìåòðè γ1 = λ+ 1, γ2 = · · · = γm = 1.
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Òåîðåìà 7.9. Íåêà α, β, λ ∈ C, è íåêà Re(α) > 0 è 0 < Re(λ) < 1. Òîãàâà

Rλ[z−λEα, β(ωz)] = Γ(1− λ)E1−λ
α, β (ωz) (çà | arg z| < π). (7.20)

Òåîðåìà 7.10. Íåêà αi, βi, λ ∈ C è Re(αi) > 0 çà i = 1, . . . ,m.
Íåêà îñâåí òîâà 0 < Re(λ) < 1. Òîãàâà

Rλ[z−λE(αi), (βi)(ωz)] = Γ(1− λ)E
(γi)
(αi), (βi)

(ωz) (çà | arg z| < π), (7.21)

ñ ïàðàìåòðè γ1 = 1− λ, γ2 = · · · = γm = 1.

Â ïîñëåäíàòà ñåêöèÿ íà Ãëàâà 7 ðàçãëåæäàìå èíòåãðàëà îò äðîáåí ðåä íà
Åðäåé�Êîáåð, äåôèíèðàí ñ (7.6), â êîìïëåêñíàòà ðàâíèíà è ãî èçó÷àâàìå çà
ñòîéíîñòè íà ïàðàìåòðèòå

µ = 1, λ > 0, β = −λ,

êàòî ãî ïðèëàãàìå çà äâóïàðàìåòðè÷íèòå ôóíêöèè Eα,β íà Ìèòàã-Ëåôëåð (5.2)
è 2m-ïàðàìåòðè÷íèòå ìóëòèèíäåêñíè ôóíêöèè (6.1). Â ðåçóëòàò ñå ïîëó÷àâàò
ñúîòâåòíî òðèïàðàìåòðè÷íèòå ôóíêöèè íà Ìèòàã-Ëåôëåð è 3m-ïàðàìåòðè÷íèòå
ìóëòèèíäåêñíè ôóíêöèè (6.3).

Ëåìà 7.1. Íåêà i = 1, 2, . . . ,m è íåêà α, β, αi, βi, γi, ω, z ∈ C, ω ̸= 0.
Íåêà îñâåí òîâà Re(α) > 0, Re(αi) > 0 è 0 < λ < 1. Òîãàâà

I−λ,λ
1 Eα,β(ωz) = Γ(1− λ)E1−λ

α, β (ωz), (7.22)

I−λ,λ
1 E(αi),(βi) (ωz) = Γ(1− λ)E

(γi),m
(αi),(βi)

(ωz), (7.23)

ñ ïàðàìåòðè
γ1 = 1− λ; γ2 = · · · = γm = 1.

Çàáåëåæêà 7.3. Âñúùíîñò, òðÿáâà äà îòáåëåæèì, ÷å ïîëó÷åíèòå äîòóê
â òàçè ñåêöèÿ ðåçóëòàòè ñúâïàäàò ñ òåçè îò Ñåêöèÿ 7.5, ñâúðçàíè ñ Ðèìàí�
Ëèóâèëîâèÿ èíòåãðàë, çàùîòî ðàçãëåæäàíèÿ èíòåãðàë íà Åðäåé�Êîáåð å ñ
ïàðàìåòðè

µ = 1 è β + λ = 0

è ïîðàäè òîâà ôîðìóëàòà (7.6), êîÿòî äåôèíèðà èíòåãðàëà íà Åðäåé�Êîáåð,
ñå ñâåæäà äî ñëåäíèÿ âèä

I
(−λ),(λ)
1 f(z) = R−λ

(
z−λf(z)

)
çà ñòîéíîñòè íà ïàðàìåòúðà λ > 0.

Çàáåëåæêà 7.4. Àêî µi = µ, çà i = 1, . . . ,m, òî èçðàçúò (7.10) ñå îçíà÷àâà
ïðîñòî ñ I

(βi),(λi)
µ,m f(z) âìåñòî ñ I

(βi),(λi)
(µ),m f(z), à ñàìèòå ôîðìóëè (7.10) è (7.11)

ñå ðåäóöèðàò äî
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I(βi),(λi)
µ,m f(z) =


1∫
0

Gm,0
m,m

[
τ
∣∣∣(βi+λi)

m
1

(λi)m1

]
f(zτ

1
µ )dτ,

m∑
i=1

λi > 0,

f(z), λ1 = λ2 = · · · = λm = 0,

(7.24)

è ñúîòâåòíî
If(z) = zλ0I(βi),(λi)

µ,m f(z) ñ λ0 ≥ 0. (7.25)

Àíàëîãè÷íî íà (7.10), åäíîêðàòíèòå èíòåãðàëè â (7.24), ñúäúðæàùè G-ôóíê-
öèÿòà ìîãàò äà ñå ïðåäñòàâÿò â åêâèâàëåíòíà ôîðìà êàòî êîìóòàòèâíè êîìïî-
çèöèè íà åäíîêðàòíè èíòåãðàëè íà Åðäåé�Êîáåð îò âèäà (7.6), à èìåííî çà
f ∈ Hσ(Ω) ñ βi > −1− σ/µ, λi > 0 è i = 1, 2, . . . ,m:

I(βi),(λi)
µ,m f(z) =

m∏
i=1

Iβi,λi
µ f(z)

=

1∫
0

. . .

1∫
0

[
m∏
i=1

(1− τi)
λi−1 τβi

i

Γ(λi)

]
f
(
(z τ1 . . . τm)

1/µ
)
dτ1 . . . dτm.

(7.26)

Àêî íÿêîè îò λi ñà íóëè, íàïðèìåð λ1 = · · · = λk = 0, 1 ≤ k ≤ m, òî ñúîò-
âåòíèòå ìíîæèòåëè Iβi,λi

µ = I ñà îïåðàòîðè-èäåíòèòåòè è òîãàâà êðàòíîñòòà íà
(7.24) ñå ðåäóöèðà îò m äî m− k, êàêòî è ðåäà íà G-ôóíêöèÿòà (êîÿòî å ÿäðî-
òî). Äåêîìïîçèöèîííàòà çàâèñèìîñò (7.26) å êëþ÷ êúì ðàçëè÷íè ïðèëîæåíèÿ
íà (7.24) è (7.25), ïðîèçòè÷àùè îò ïðîñòè÷êèòå, íî äîñòà åôåêòèâíè ñâîéñòâà
íà G-ôóíêöèèòå. Îáîáùåíèòå äðîáíè ïðîèçâîäíè, ñúîòâåòñòâàùè íà (7.24), ñà
äåôèíèðàíè â [22] ñ äèôåðåíöèàëíî-èíòåãðàëíè èçðàçè, ïî àíàëîãèÿ ñ èäåÿòà
çà (7.2) è (7.7).

Ñåãà, ïî àíàëîãèÿ ñ Ëåìà 7.4 å äîêàçàíà çàâèñèìîñò, ñúäúðæàùà îáîáùåíèÿ
äðîáåí èíòåãðàë (7.24), êîÿòî ñâúðçâà 3m-ïàðàìåòðè÷íèòå ôóíêöèè íà Ìèòàã-
Ëåôëåð ñ èíòåãðàëà (7.24) îò 2m-ïàðàìåòðè÷íèòå ôóíêöèè íà Ìèòàã-Ëåôëåð,
äàäåíà âúâ ôîðìóëèðàíàòà ïî-äîëó òåîðåìà.

Òåîðåìà 7.11. Íåêà αi, βi, ω, z ∈ C, Re(αi) > 0, 0 < λi < 1 (1 ≤ i ≤ m) è
ω ̸= 0. Òîãàâà å â ñèëà òúæäåñòâîòî

I
(−λi),(λi)
1,m E(αi),(βi)(ωz) = Γ(1− λ1) . . .Γ(1− λm) E

(1−λi),m
(αi),(βi)

(ωz). (7.27)

8 Ãëàâà 8

Ãëàâà 8 (6 ñåêöèè) å ïîñâåòåíà íà èçó÷àâàíåòî íà ðåäîâå ïî ðàçëè÷íè èçá-
ðîèìè ñèñòåìè îò ôóíêöèè îò òèïîâåòå, ðàçãëåæäàíè äîòóê. Çà äà ñå ïîëó÷àò
ðåçóëòàòèòå âúâ âúçìîæíî ïî-îïðîñòåí âèä, ñèñòåìèòå îò ôóíêöèè ñà íîðìè-
ðàíè, ÷ðåç óìíîæàâàíå íà ðàçãëåæäàíèòå ôóíêöèè ñ ïîäõîäÿùè êîåôèöèåíòè
è ñòåïåííè ôóíêöèè.
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Çà öåëòà ïúðâî âúâåæäàìå ñëåäíèòå îçíà÷åíèÿ, ñâúðçàíè ñ ôóíêöèèòå îò
Áåñåëîâ òèï:

J̃µ
n (z) = znΓ(n+ 1)Jµ

n (z), (8.1)

J̃ µ,m
n−2λ, λ(z) = (−1)pz−2p2n+2pΓm(λ+ p+ 1)Γ(n− λ+ pµ+ 1)J µ,m

n−2λ, λ(z), (8.2)

çà n = 0, 1, 2, ... è ñúñ ñúîòâåòíèòå p, äåôèíèðàíè â Ñåêöèÿ 4.2.
Ïî-íàòàòúê ñà âúâåäåíè ôóíêöèèòå îò Ìèòàã-Ëåôëåðîâ òèï:

Ẽ0(z) = 1, Ẽn(z) = zn En(z), n ∈ N,
Ẽ0

α, 0(z) = 1, Ẽ0
α, n(z) = Γ(n) zn E0

α, n(z), n ∈ N,

Ẽγ
α, n(z) =

Γ(αp+ n)

(γ)p
zn−pEγ

α, n(z) (γ ̸= 0), n ∈ N0,

(8.3)

ñúñ ñúîòâåòíèòå ñòîéíîñòè íà p, îïðåäåëåíè â Ñåêöèÿ 5.4 (òóê Ẽ0(z) è Ẽ0
α, 0(z)

ñà âúâåäåíè ñàìî çà ïúëíîòà).
Íàé-ñåòíå, çà ìóëòèèíäåêñíèòå ôóíêöèè âúâåæäàìå îçíà÷åíèÿòà:

Ẽ(αi), (µi0
(n)) (z) = zn−p E(αi), (µi) (z) Γ(αi0p+ n)

m∏
i=1

′ Γ(αip+ µi), (8.4)

ñ µi0 = n, 1 ≤ i0 ≤ m è ñúîòâåòíèòå ñòîéíîñòè íà p, îïðåäåëåíè â Ñåêöèÿ 6.2,
ñúîòâåòío

J̃
(m)
(νi0(n))

(z) = Cm,n

(
z

m+ 1

)−
m∑
i=1

′νi

J
(m)
(νi)

(z), νi0 = n, (8.5)

êúäåòî ñèìâîëúò Cm,n å èçïîëçâàí çà îçíà÷àâàíå íà èçðàçà

Cm,n = (m+ 1)n Γ(n+ 1)
m∏
i=1

′ Γ(νi + 1), (8.6)

ñ ïàðàìåòðè, êàêòî ñëåäâà:

αi > 0, µi, νi ∈ C, Re(νi + 1) > 0 (i = 1, . . . ,m), n ∈ N0.

Íàêðàÿ, íåêà çà óäîáñòâî äà îçíà÷èì êðàòêî

J̃ :=
{
j̃n

}
n∈N0

êîÿ äà å îò ñïîìåíàòèòå ôàìèëèè. Â òàçè ãëàâà ñå èçó÷àâàò ðåäîâå îò âèäà
∞∑
n=0

anj̃n(z), an ∈ C, z ∈ C, (8.7)

â êîìïëåêñíàòà ðàâíèíà, ò.å. íàìèðàò ñå òåõíèòå êðúãîâå íà ñõîäèìîñò è ñå
èçñëåäâà ïîâåäåíèåòî èì ïî ãðàíèöàòà, à ïîëó÷åíèòå ðåçóëòàòè ñà àíàëîãè÷-
íè íà êëàñè÷åñêèòå ðåçóëòàòè, êàêòî å è ïðè ðåäîâåòå ïî Áåñåëîâè ôóíêöèè
(2.10) â Ãëàâà 2. Ôîðìóëèðîâêèòå íà ðåçóëòàòèòå è ïîäðîáíîñòèòå îò òåõíèòå
äîêàçàòåëñòâà ñà ïúðâî ïóáëèêóâàíè â [57], [58] è [60]�[63].
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9 Ãëàâà 9

Ïîñëåäíàòà Ãëàâà 9 (6 ñåêöèè) å ïîñâåòåíà íà ñâðúõñõîäèìîñòòà íà èçó÷à-
âàíèòå ðåäîâå â Ãëàâà 8, à ðåçóëòàòèòå îòíîâî ñà àíàëîçè íà êëàñè÷åñêèòå.
Èçëîæåíèåòî çàïî÷âà ñ äîñòàòú÷íè óñëîâèÿ çà ñâðúõñõîäèìîñò (Ñåêöèÿ 9.1) çà
ðåäîâåòå îò Áåñåëîâ òèï. Â Ñåêöèÿ 9.2 ñà íàìåðåíè íÿêîè ñâîéñòâà íà ðàçãëåæ-
äàíèòå ñâðúõñõîäÿùè ðåäîâå, êîèòî ñå îòíàñÿò äî ïîäðåäèöè íà ðåäèöèòå îò
ïàðöèàëíèòå èì ñóìè è èíòåãðàëè îò òÿõ, à îáðàòíèòå òåîðåìè ñà äîêàçàíè â
Ñåêöèÿ 9.3.

Äîñòàòú÷íè óñëîâèÿ çà ñâðúõñõîäèìîñò íà ðåäîâå îò Ìèòàã-Ëåôëåðîâ òèï
ñå ñúäúðæàò â Ñåêöèÿ 9.4. Ïîëåçíè íåðàâåíñòâà çà ïîäðåäèöè íà ðåäèöèòå îò
ïàðöèàëíèòå èì ñóìè è èíòåãðàëè îò òÿõ çà òàêèâà ðåäîâå ñå íàìèðàò â Ñåêöèÿ
9.5, à îáðàòíèòå òåîðåìè ñà äîêàçàíè â Ñåêöèÿ 9.6 (ðåçóëòàòèòå ñà ïóáëèêóâàíè
â [66], [68, 69]).

Çàêëþ÷èòåëíè áåëåæêè

Òóê ñå ïîñî÷âà àíàëîãèÿòà ìåæäó ïîëó÷åíèòå ðåçóëòàòè ñ êëàñè÷åñêèòå ðå-
çóëòàòè. Èçëîæåíè ñà ïðèìåðè îò ëèòåðàòóðàòà, ïîòâúðæäàâàùè ïðàêòè÷åñêà-
òà çíà÷èìîñò íà ïîëó÷åíèòå ðåçóëòàòè.

10 Èçïîëçâàíà ëèòåðàòóðà è ó÷àñòèå â íàó÷íè ïðîåêòè

Áèáëèîãðàôèÿòà ñå ñúñòîè îò 132 çàãëàâèÿ, ïóáëèêóâàíè äî 2017 ã. Òÿ îáà÷å
íÿìà ïðåòåíöèèòå äà ïðåäñòàâÿ ïúëíèÿ ñïèñúê îò ëèòåðàòóðíè èçòî÷íèöè. Äî-
ïúëíèòåëíà èíôîðìàöèÿ ìîæå äà íàìåðè â ìîíîãðàôèèòå è îáçîðíèòå ñòàòèè,
ñïîìåíàòè â Óâîäà.

Äèñåðòàöèîíèÿò òðóä ñå áàçèðà â ãîëÿìà ñòåïåí íà ìîíîãðàôèÿòà íà äèñåð-
òàíòà �From Bessel to Multi-Index Mittag-Le�er Functions: Enumerable Families,
Series in them and Convergence� [65], ïóáëèêóâàíà â ìåæäóíàðîäíîòî èçäàòåë-
ñòâî World Scienti�c Publishing, à ñúùî òàêà è íà ðåäèöà ïóáëèêàöèè â ñïåöè-
àëèçèðàíè ìåæäóíàðîäíè íàó÷íè ñïèñàíèÿ, èíäåêñèðàíè â ñâåòîâíàòà ìðåæà
(ïîâå÷åòî îò òÿõ ñ èìïàêò ôàêòîð èëè èìïàêò ðàíã).

Ðåçóëòàòèòå, âêëþ÷åíè â äèñåðòàöèÿòà ñà óñòàíîâåíè â ðàìêèòå íà 1 íàöè-
îíàëåí ïðîåêò êúì ÌÎÌÍ - ÍÑ - ÍÈ à èìåííî: Ä ÈÄ 02 / 25/ 2009 �Èíòåã-
ðàëíî òðàíñôîðìàöèîííè ìåòîäè, ñïåöèàëíè ôóíêöèè è ïðèëîæåíèÿ�, 3 ìåæ-
äóíàðîäíè ïðîåêòè ïî äâóñòðàííè íàó÷íè äîãîâîðè: �Ìathematical modelling
by means of integral transform methods, partial di�erential equations, special and
generalized functions� è �Analytical and numerical methods for di�erential and
integral equations and mathematical models of arbitrary (fractional or high integer)
order��ìåæäó ÁÀÍ è Ñðúáñêàòà ÀÍÈ è �Àíàëèç, ãåîìåòðèÿ è òîïîëîãèÿ� �
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ìåæäó ÁÀÍ è Ìàêåäîíñêàòà ÀÍÈ è äâà áþäæåòíè ïðîåêòà íà ÈÌÈ: �Òðàíñ-
ôîðìàöèîííè ìåòîäè, ñïåöèàëíè ôóíêöèè, îïåðàöèîííè ñìÿòàíèÿ è ïðèëîæå-
íèÿ� (ñðîê: 2001 � 2014), �Òðàíñôîðìàöèîííè ìåòîäè, ñïåöèàëíè ôóíêöèè è
êîìïëåêñíè àïðîêñèìàöèè� (ñðîê: 2014 � ïðîäúëæàâà).

III. ÀÏÐÎÁÀÖÈß ÍÀ ÐÅÇÓËÒÀÒÈÒÅ

Ïîëó÷åíèòå ðåçóëòàòè ñà äîêëàäâàíè íà îáùèÿ ñåìèíàð �Àíàëèç, ãåîìåòðèÿ
è òîïîëîãèÿ� íà ñåêöèÿ ÀÃÒ, ãîäèøíèòå íàó÷íè ñåñèè íà ÈÌÈ � ÁÀÍ è ïîâå÷å
îò 20 ìåæäóíàðîäíè êîíôåðåíöèè, êàêòî ó íàñ òàêà è â ÷óæáèíà. Ìåæäó òÿõ
ìîãàò äà áúäàò ïîñî÷åíè íàïðèìåð ñïåöèàëèçèðàíèòå ìåæäóíàðîäíè êîíôåðåí-
öèè �Transform Methods and Special Functions�, �Geometric Functions Theory� è
�Fractional Di�erentiation and Applications�. Ñïèñúêúò å îòäåëíî ïðèëîæåí.

Áëàãîäàðíîñòè

Ïðåäè âñè÷êî èñêàì äà èçðàçÿ áëàãîäàðíîñòòà ñè íà íàó÷íèÿ ìè êîíñóëòàíò
íà äèñåðòàöèÿòà çà ïðèäîáèâàíå íà îáðàçîâàòåëíàòà è íàó÷íà ñòåïåí �äîêòîð�,
ïðîô. ä.ì.í. Ï. Ðóñåâ, êîéòî ìå âúâåäå â ñâåòà íà Áåñåëîâèòå ôóíêöèè ïðåäè
ïîâå÷å îò ÷åòâúðò âåê.

Îñîáåíî ïðèçíàòåëíà ñúì íà ñúòðóäíèöèòå íà ñåêöèÿ �Aíàëèç, ãåîìåòðèÿ
è òîïîëîãèÿ� íà ÈÌÈ � ÁÀÍ çà ñúçäàäåíèÿ áëàãîïðèÿòåí ìèêðîêëèìàò, çà
îòçèâ÷èâîñòòà è ïîñòîÿííî ïðîÿâÿâàíîòî âíèìàíèå êúì ìîÿòà ðàáîòà, êàêòî
ïðè ó÷àñòèÿòà ìè íà ðàçëè÷íè íàó÷íè ôîðóìè, òàêà è ïî âðåìå íà ñúâìåñòíè
äåéíîñòè. Èçêàçâàì ñâîÿòà áëàãîäàðíîñò çà ïîëåçíèòå ïðåïîðúêè è ãîðåùàòà
ïîäêðåïà ïî âðåìå íà ïðåäâàðèòåëíàòà çàùèòà.

Áëàãîäàðíà ñúì è íà ðúêîâîäèòåëÿ íà êàòåäðà �Ìàòåìàòè÷åñêè àíàëèç è
äèôåðåíöèàëíè óðàâíåíèÿ� íà ÔÏÌÈ, ÒÓ � Ñîôèÿ, ïðîô. ä-ð Êð. Ïðîäàíîâà,
çà íåéíîòî óñúðäíî, åíòóñèàçèðàíî è âäúõíîâÿâàùî ìîòèâèðàíå çà îôîðìÿíåòî
íà òîçè òðóä.

Íàé-ñåòíå, èçêëþ÷èòåëíî ñúì áëàãîäàðíà íà ìîÿ ñúïðóã Ï. Êîíîâñêè è äú-
ùåðÿ ìè Ìåã çà òÿõíîòî âñåêèäíåâíî ðàçáèðàíå, ëþáîâ è ïîäêðåïà.

Éîðäàíêà Ïàíåâà-Êîíîâñêà, äîö. ä-ð
Ôàêóëòåò ïî ïðèëîæíà ìàòåìàòèêà è èíôîðìàòèêà
Òåõíè÷åñêè óíèâåðñèòåò � Ñîôèÿ
&
Èíñòèòóò ïî ìàòåìàòèêà è èíôîðìàòèêà
Áúëãàðñêà àêàäåìèÿ íà íàóêèòå
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ÀÂÒÎÐÑÊÀ ÑÏÐÀÂÊÀ ÇÀ ÏÐÈÍÎÑÈÒÅ È ÖÈÒÈÐÀÍÈßÒÀ

Èçñëåäâàíèÿòà â äèñåðòàöèîííèÿ òðóä ïðèíàäëåæàò êúì åäíà êîëêîòî ñòàðà,
òîëêîâà íîâà îáëàñò íà êëàñè÷åñêèÿ êîìïëåêñåí àíàëèç � òåîðèÿòà íà ñïåöè-
àëíèòå ôóíêöèè, ïî-êîíêðåòíî íà ôóíêöèèòå îò Áåñåëîâ è Ìèòàã-Ëåôëåðîâ
òèï. Çàïî÷âàéêè ðàçâèòèåòî ñè îùå ñ êëàñèöèòå Îéëåð, Êîøè, Áåñåë, Íîéìàí,
..., ïðåäè ïîâå÷å îò äâå ñòîëåòèÿ è ïîëîâèíà, ïðåç ÕÕ âåê èíòåðåñúò êúì òàçè
îáëàñò å âúçîáíîâåí � êàòî ñå çàïî÷íå ñ Ìèòàã-Ëåôëåð â íà÷àëîòî íà âåêà è
ñå ïðåìèíå ïðåç Ðàéò (1933), Äåëåðþ (1953), Ïàòàê (1966), Ïðàáõàêàð (1971) è
ò.í. Ïîðàäè íåïðåêúñíàòî íàðàñòâàùèÿ èíòåðåñ êúì êëàñè÷åñêèòå ñïåöèàëíè
ôóíêöèè è øèðîêàòà èì óïîòðåáà ñå ïîâÿâàò ìíîãîáðîéíè òåõíè îáîáùåíèÿ,
êîåòî ïðîäúëæàâà è â äíåøíî âðåìå. Âúâ âðúçêà ñ ïðèëîæåíèåòî íà èíòåãðàë-
íèòå òðàíñôîðìàöèè è îïåðàòîðè çà äðîáíî ñìÿòàíå â ìàòåìàòè÷åñêè ìîäåëè íà
ïðàêòè÷åñêè çàäà÷è ñå ïîÿâÿâàò ìíîãîáðîéíè ïóáëèêàöèè íà Ñòàíêîâè÷, Ìàðè-
÷åâ, Êèëáàñ, Ìàéíàðäè, Ãîðåíôëî, Ëó÷êî, Êèðÿêîâà è ìíîãî äðóãè. Òðÿáâà äà
ñå îòáåëåæè, ÷å èìà äîñòîéíî áúëãàðñêî ïðèñúñòâèå â òàçè îáëàñò íà ìàòåìà-
òèêàòà. Äîñòàòú÷íî å ñàìî äà ñå ñïîìåíàò èìåíàòà íà Ï. Ðóñåâ, Èâ. Äèìîâñêè,
Â. Êèðÿêîâà, òåõíèòå ìîíîãðàôèè è ðàçáèðà ñå, èçäàâàíîòî îò Â. Êèðÿêîâà è
ïîëó÷èëî âèñîê IF ìåæäóíàðîäíî ñïèñàíèå �Fract. Calc. Appl. Anàl.�.

Íàñòîÿùèÿò äèñåðòàöèîíåí òðóä ñå ñúñòîè îò óâîä, äåâåò ãëàâè è çàêëþ-
÷èòåëíè áåëåæêè, ðàçïðåäåëåíè îáùî â 55 ñåêöèè, èçïîëçâàíà ëèòåðàòóðà è
àçáó÷åí óêàçàòåë (èíäåêñ). Â íåãî ñå òðåòèðà êàêòî âúïðîñúò çà èçñëåäâàíå
íà ôàìèëèè îò èçâåñòíè ôóíêöèè, òàêà è âúâåæäàíå íà íîâ êëàñ ñïåöèàëíè
ôóíêöèè è ðåçóëòàòè, ñâúðçàíè ñ íåãî.

Ïî-íàòàòúê ñà ïðîñëåäåíè ïðèíîñèòå â äèñåðòàöèîííèÿ òðóä ïî òåçè íàïðàâ-
ëåíèÿ. Tåìàòè÷íî òå ìîãàò äà áúäàò êëàñèôèöèðàíè ïî ñëåäíèÿ íà÷èí:

1) Ïðèíîñè ñâúðçàíè ñ ôàìèëèè îò èçâåñòíè ñïåöèàëíè ôóíêöèè

• Íåðàâåíñòâà è àñèìïòîòè÷íè ôîðìóëè

• Ðåäîâå ïî òåçè ôóíêöèè � ñõîäèìîñò

• Ðåäîâå ïî òåçè ôóíêöèè � ñâðúõñõîäèìîñò

2) Ïðèíîñè ñâúðçàíè ñ âúâåäåíèÿ íîâ êëàñ îò ñïåöèàëíè ôóíêöèè

• Äåôèíèöèÿ è îñíîâíè ñâîéñòâà

• Èíòåãðàëíè ïðåäñòàâÿíèÿ

• Äðîáíî ñìÿòàíå â òîçè êëàñ.

Íà ïúðâîòî îò äâåòå íàïðàâëåíèÿ ñà ïîñâåòåíè Ãëàâà 1 � Ãëàâà 5, Ãëàâè 8,
9 è ÷àñò îò Ãëàâà 6, êúäåòî ñå èçó÷àâàò ôàìèëèè îò ôóíêöèè íà Áåñåë è òåõ-
íè îáîáùåíèÿ ñ 2, 3, 4 è ïîâå÷å èíäåêñà, ôóíêöèè íà Ìèòàã-Ëåôëåð è òåõíè
îáîáùåíèÿ ñ 3 èíäåêñà, â òîâà ÷èñëî õèïåð-Áåñåëîâè ôóíêöèè è ìóëòèèíäåêñ-
íèòå (2m-) ôóíêöèè íà Ìèòàã-Ëåôëåð. Çà ïî-êðàòêî ãîðåèçáðîåíèòå ôóíêöèè
ñà íàðå÷åíè ôóíêöèè îò Áåñåëîâ è Ìèòàã-Ëåôëåðîâ òèï. Íàé-îáùî êàçàíî, Áå-
ñåëîâèòå è Ìèòàã-Ëåôëåðîâèòå ôóíêöèè èìàò ïðèëîæåíèÿ ïðè ðåøàâàíåòî â
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ÿâåí âèä íà ðàçëè÷íè ìîäåëíè ×ÄÓ, êàòî âúëíîâîòî óðàâíåíèå ñ ôðèêöèîííà
ïàìåò, óðàâíåíèåòî íà Ôîêúð�Ïëàíê, íÿêîè äèôóçèîííè óðàâíåíèÿ è äðóãè.

Â ïúðâèòå òðè ãëàâè å îòäåëåíî âíèìàíèå íà Áåñåëîâèòå ôóíêöèè îò ïúð-
âè ðîä. Ñëåä êàòî ñà äàäåíè îñíîâíè îçíà÷åíèÿ, ôàêòè è ôîðìóëè, èçâåñòíè
â ëèòåðàòóðàòà, â Ãëàâà 1 å äîêàçàíî âàæíî íåðàâåíñòâî (ïóáëèêóâàíî â ìî-
íîãðàôèÿòà [65]), ñâúðçàíî ñ òåçè ôóíêöèè, è å ïðåöèçèðàíà äîáðå èçâåñòíàòà
àñèìïòîòè÷íà ôîðìóëà çà �ãîëåìè� ñòîéíîñòè íà èíäåêñèòå, êîÿòî ñå îòíàñÿ çà
òÿõ. Ïîëó÷åíèÿò ðåçóëòàò èãðàå ñúùåñòâåíà ðîëÿ â èçñëåäâàíåòî íà ñõîäèìîñò
íà ðåäîâå ïî Áåñåëîâè ôóíêöèè â ñëåäâàùèòå äâå ãëàâè, îñîáåíî ïî ïåðèôåðè-
ÿòà íà îáëàñòòà íà ñõîäèìîñò.

Êàêòî äîáðå çíàåì, êëàñè÷åñêèÿò åäíîìåðåí êîìïëåêñåí àíàëèç èçó÷àâà ñòå-
ïåííè ðåäîâå, êîèòî ñà ñõîäÿùè â êðúãîâå â ðàâíèíàòà. Çàòîâà åñòåñòâåíî âúç-
íèêâàò âúïðîñèòå çà ïðåñìÿòàíå íà ðàäèóñà íà ñõîäèìîñò, à ñúùî òàêà è èçñëåä-
âàíå íà ïîâåäåíèåòî íà ðåäà ïî ïåðèôåðèÿòà íà êðúãà. Â òàçè îáëàñò ïðåç ÕIÕ
è íà÷àëîòî íà ÕÕ âåê ñà óñòàíîâåíè îñíîâíè òåîðåìè îò Êîøè, Àáåë, Òàóáåð,
Àäàìàð, Îñòðîâñêè è ò. í. Ñïåöèàëíî âíèìàíèå ñå å îòäåëèëî íà òåîðåìèòå çà
ñâðúõñõîäèìîñò (Îñòðîâñêè) è çà ïðàçíèíèòå (Àäàìàð).

Âúâ âòîðà è òðåòà ãëàâà ñå èçó÷àâàò ðåäîâå ïî Áåñåëîâè ôóíêöèè è ñå èçñëåä-
âà òÿõíàòà ñõîäèìîñò è ñâðúõñõîäèìîñò. Ðåçóëòàòèòå, ñâúðçàíè ñúñ ñõîäèìîñòòà
ñå íàìèðàò â Ãëàâà 2 [55, 65], êaòî å íàìåðåíà îáëàñòòà íà ñõîäèìîñò (òåîðå-
ìà îò òèïà íà Êîøè�Àäàìàð) è ðåäîâåòå ñà èçñëåäâàíè êàêòî â îáëàñòòà íà
ñõîäèìîñò, òàêà è ïî íåéíàòà ïåðèôåðèÿ, ò.å. óñòàíîâåíè ñà òåîðåìè îò Àáåëîâ,
Òàóáåðîâ, Ëèòúëóäîâ è Ôàòó òèïîâå çà ðåäîâå ïî Áåñåëîâè ôóíêöèè. Òÿõíàòà
ñâðúõñõîäèìîñò ñå èçñëåäâà â Ãëàâà 3 [64, 65, 67], êàòî ñà äîêàçàíè òåîðåìè îò
òèïà íà Îñòðîâñêè (çà ñâðúõñõîäèìîñò) è Àäàìàð (çà ïðàçíèíèòå). Ðåçóëòàòèòå
ñà àíàëîãè÷íè íà êëàñè÷åñêèòå.

Â Ãëàâà 4 ñå èçó÷àâàò ôàìèëèè îò íÿêîëêîèíäåêñíèòå îáîáùåíèÿ íà Áåñå-
ëîâèòå ôóíêöèè îò ïúðâè ðîä, ïîëó÷åíè ñ äîáàâÿíå íà äîïúëíèòåëíè èíäåêñè,
âêëþ÷èòåëíî õèïåð-Áåñåëîâàòà ôóíêöèÿ, à íàêðàÿ ñà ðàçãëåäàíè íÿêîè ñïåöè-
àëíè ñëó÷àè íà òåçè ôóíêöèè. Â Ãëàâà 5 ñå èçó÷àâàò ñúîòâåòíî ôóíêöèèòå íà
Ìèòàã-Ëåôëåð è òåõíèòå 3-ïàðàìåòðè÷íè îáîáùåíèÿ, âúâåäåíè îò Ïðàáõàêàð.
Â ÷àñò îò Ãëàâà 6 ñå èçñëåäâàò ìóëòèèíäåêñíèòå (2m-èíäåêñíè) ôóíêöèè íà
Ìèòàã-Ëåôëåð, âúâåäåíè îò ßêóáîâè÷, Ëó÷êî è Êèðÿêîâà è èçñëåäâàíè ïîäðîá-
íî îò Êèðÿêîâà. Â òåçè òðè ãëàâè ñå íàìèðàò ðåçóëòàòè, ñâúðçàíè ñ èíäåêñèòå
íà ðàçãëåæäàíèòå ôóíêöèè. Íàìåðåíè ñà âàæíè íåðàâåíñòâà è àñèìïòîòè÷íè
ôîðìóëè çà �ãîëåìè� ñòîéíîñòè íà èíäåêñèòå, êîèòî ñå èçïîëçâàò ñúùåñòâåíî
â Ãëàâè 8 è 9 (ïðè èçñëåäâàíå ñõîäèìîñò è ñâðúõñõîäèìîñò íà ðåäîâå ïî ñúîò-
âåòíèòå ôóíêöèè), à îñâåí òîâà èìàò è ñàìîñòîÿòåëíà ñòîéíîñò. Ðåçóëòàòèòå ñà
ïóáëèêóâàíè îñíîâíî â [58, 62, 65].

Ãëàâà 8 å ïîñâåòåíà íà èçó÷àâàíåòî íà ðåäîâå ïî ðàçëè÷íè èçáðîèìè ñèñòåìè
îò ôóíêöèè îò òèïîâåòå, ðàçãëåæäàíè äîòóê, ò. å. ôóíêöèè îò Áåñåëîâ è Ìèòàã-
Ëåôëåðîâ òèï, è òÿõíàòà ñõîäèìîñò â êîìïëåêñíàòà ðàâíèíà. Çà òÿõ ñà äîêàçàíè
ðåçóëòàòè îò òèïà íà òåîðåìàòà íà Êîøè�Àäàìàð, Àáåë, Òàóáåð, Ëèòúëóä è
Ôàòó, ñ äðóãè äóìè êàçàíî, àíàëîçè íà êëàñè÷åñêèòå ðåçóëòàòè çà ñòåïåííè
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ðåäîâå, êàêòî å è ïðè ðåäîâåòå ïî Áåñåëîâè ôóíêöèè â Ãëàâà 2. Ôîðìóëèðîâêèòå
íà ðåçóëòàòèòå è ïîäðîáíîñòèòå îò òåõíèòå äîêàçàòåëñòâà ñà ïóáëèêóâàíè â [57],
[58], [60]�[63] è [65].

Â ïîñëåäíàòà Ãëàâà 9 ñå èçñëåäâà ñâðúõñõîäèìîñòòà íà èçó÷àâàíèòå ðåäîâå
â Ãëàâà 8, à ðåçóëòàòèòå îòíîâî ñà àíàëîçè íà êëàñè÷åñêèòå. Â èçëîæåíèåòî
ñå ñúäúðæàò äîñòàòú÷íè óñëîâèÿ çà ñâðúõñõîäèìîñò çà ðåäîâåòå îò Áåñåëîâ è
Ìèòàã-Ëåôëåðîâ òèï. Íàìåðåíè ñà íÿêîè ñâîéñòâà íà ðàçãëåæäàíèòå ñâðúõ-
ñõîäÿùè ðåäîâå, òàêèâà êàòî ïîëåçíè íåðàâåíñòâà çà ïîäðåäèöè íà ðåäèöèòå
îò ïàðöèàëíèòå èì ñóìè è èíòåãðàëè îò òÿõ, ñëåä êîåòî òå ñà èçïîëçâàíè çà
äîêàçâàíå íà îáðàòíè òåîðåìè. Ïîëó÷åíèòå â òàçè ãëàâà ðåçóëòàòè èìàò è ñà-
ìîñòîÿòåëíà ñòîéíîñò. Ïóáëèêóâàíè ñà â [65, 66] è [68, 69].

Äà îòáåëåæèì, ÷å ìóëòèèíäåêñíèòå ôóíêöèè íà Ìèòàã-Ëåôëåð ìîãàò äà ñå
ðàçãëåæäàò ñúùî è êàòî �äðîáíî èíäåêñíè� àíàëîçè íà Áåñåëîâèòå è õèïåð-
Áåñåëîâèòå ôóíêöèè è îáîáùåíèÿ íà äúëúã ñïèñúê îò ñïåöèàëíè ôóíêöèè, èç-
ïîëçâàíè â ìàòåìàòè÷åñêàòà ôèçèêà, äðîáíîòî ñìÿòàíå è ñúùî òàêà êàòî ðåøå-
íèÿ íà ðàçíîîáðàçíè ìàòåìàòè÷åñêè ìîäåëè.

Íàñêîðî, â [56], [59] è ñúùî â ìîíîãðàôèÿòà [65], ñà âúâåäåíè è èçó÷àâàíè
3m-ïàðàìåòðè÷íèòå ôóíêöèè íà Ìèòàã-Ëåôëåð, êîèòî îáîáùàâàò åäíîâðåìåí-
íî ôóíêöèèòå íà Ïðàáõàêàð è ìóëòèèíäåêñíèòå ôóíêöèè íà Ìèòàã-Ëåôëåð ñ
2m ïàðàìåòúðà. Ðåçóëòàòèòå, ïîëó÷åíè ïðè òÿõíîòî èçñëåäâàíå ñå ñúäúðæàò â
Ãëàâè 6 è 7, è ïðåäñòàâëÿâàò ïðèíîñè ïî âòîðîòî íàïðàâëåíèå, à èìåííî ïðè-
íîñè ñâúðçàíè ñ íîâèÿ êëàñ îò 3m-ïàðàìåòðè÷íèòå (ìóëòèèíäåêñíè) ôóíêöèè
íà Ìèòàã-Ëåôëåð.

Íàé-íàïðåä ñà óñòàíîâåíè âàæíè îñíîâíè ñâîéñòâà íà òåçè ôóíêöèè. Èìåííî,
ñïîðåä ñòîéíîñòèòå íà ðàçãëåæäàíèòå â äåôèíèöèÿòà ïàðàìåòðè å äîêàçàíî, ÷å
èëè òåçè ôóíêöèè ñà öåëè ôóíêöèè, è â òîçè ñëó÷àé å îïðåäåëåí ðåäúò è òèïúò
èì, èëè ñå ðåäóöèðàò äî ïîëèíîìè.

Òúé êàòî ïîâå÷åòî îò ñïåöèàëíèòå ôóíêöèè íà ìàòåìàòè÷åñêàòà ôèçèêà ñà
÷àñòíè ñëó÷àè íà îáîáùåíèòå õèïåðãåîìåòðè÷íè ôóíêöèè pFq, è ïî òîçè íà÷èí
íà ïî-îáùèòå G-ôóíêöèè íà Ìàéåð è H-ôóíêöèè íà Ôîêñ, ïî-íàòàòúê å îï-
ðåäåëåíî ìÿñòîòî íà âúâåäåíèòå ôóíêöèè ñðåä ïîçíàòèòå ñïåöèàëíè ôóíêöèè,
ïî-ñïåöèàëíî â êëàñîâåòå íà îáîáùåíèòå õèïåðãåîìåòðè÷íè ôóíêöèè íà Ðàéò
è H-ôóíêöèèòå íà Ôîêñ. Ïî-êîíêðåòíî, ìóëòèèíäåêñíèòå ôóíêöèè íà Ìèòàã-
Ëåôëåð ñà èçðàçåíè ÷ðåç îáîáùåíèòå õèïåðãåîìåòðè÷íè ôóíêöèè íà Ðàéò, à
ñúùî òàêà è ÷ðåç H-ôóíêöèèòå íà Ôîêñ, êàòî îñâåí òîâà ñà ïðåäñòàâåíè ÷ðåç
èíòåãðàë îò òèïà íà êîíòóðíèÿ èíòåãðàë íà Ìåëèí�Áàðíñ. Êàòî ñëåäñòâèå å
íàìåðåíî, ÷å òðàíñôîðìàöèÿòà íà Ìåëèí îò 3m-èíäåêñíàòà ôóíêöèÿ íà Ìèòàã-
Ëåôëåð ñå èçðàçÿâà ÷ðåç H-ôóíêöèÿ íà Ôîêñ.

Ãëàâà 7 å ñâúðçàíà ñ îïåðàòîðè çà äðîáíî ñìÿòàíå â ðàçãëåæäàíèòå êëàñî-
âå îò ìóëòèèíäåêñíè ôóíêöèè. Ïîíÿòèåòî �äðîáíî ñìÿòàíå� (ÄÑ) èëè �äðîáåí
àíàëèç� ñå èçïîëçâà êàòî ðàçøèðåíèå íà �ñìÿòàíå� (�àíàëèç�), êîãàòî ðåäúò íà
äèôåðåíöèðàíå è èíòåãðèðàíå ìîæå äà áúäå ïðîèçâîëíî ÷èñëî (äðîáíî, èðàöè-
îíàëíî, êîìïëåêñíî), ò. å. íå çàäúëæèòåëíî öÿëî. Íàé-ïîïóëÿðíàòà äåôèíèöèÿ
çà èíòåãðèðàíå îò äðîáåí ðåä å çà äðîáíèÿ èíòåãðàë íà Ðèìàí�Ëèóâèë, à ÷ðåç
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êîìïîçèöèÿ íà òàêúâ îïåðàòîð è äèôåðåíöèðàíå îò öåëî÷èñëåí ðåä ñå äåôèíè-
ðà äðîáíà ïðîèçâîäíà. Ðèìàí-Ëèóâèëîâèòå äðîáíè èíòåãðàëè è ïðîèçâîäíè íà
ìóëòèèíäåêñíèòå ôóíêöèè íà Ìèòàã-Ëåôëåð ñà øèðîêî èçïîëçâàíè â äðîáíîòî
ñìÿòàíå.

Â íà÷àëîòî íà òàçè ãëàâà ñà ïîëó÷åíè ðåçóëòàòè çà äðîáíèòå èíòåãðàëè è ïðî-
èçâîäíè íà Ðèìàí�Ëèóâèë îò âúâåäåíèòå ìóëòèèíäåêñíèòå ôóíêöèè íà Ìèòàã-
Ëåôëåð, êàòî ïðåäè òîâà íàé-íàïðåä ñà ïðåñìåòíàòè ïðîèçâîäíèòå îò öÿë ðåä.

Íàðåä ñ êëàñè÷åñêèòå äåôèíèöèè íà Ðèìàí�Ëèóâèë çà îïåðàòîðè îò äðîáåí
ðåä, â ëèòåðàòóðàòà ñå èçïîëçâàò ìíîãî äðóãè ìîäèôèêàöèè è òåõíè îáîáùåíèÿ.
Èçãëåæäà, ÷å íàé-ïîëåçíèòå îïåðàòîðè íà êëàñè÷åñêîòî ÄÑ ñà òåçè íà Åðäåé�
Êîáåð. Èçëîæåíèåòî â Ãëàâà 7 ïî-íàòàòúê ïðîäúëæàâà ñ òâúðäåíèå, îòíàñÿùî
ñå çà èíòåãðàëèòå íà Åðäåé�Êîáåð îò 3-ïàðàìåòðè÷íèòå, è ñúîòâåòíî çà 3m-
ïàðàìåòðè÷íèòå ôóíêöèè íà Ìèòàã-Ëåôëåð.

Äîòóê â òàçè ãëàâà ñà íàìåðåíè ðàçëè÷íè ïðîèçâîäíè è èíòåãðàëè îò ïðîèç-
âîëåí ðåä îò ïðåäñòàâèòåëè íà 3m-ïàðàìåòðè÷íè ôóíêöèè, ïðè êîèòî ïîëó÷åíè-
òå ðåçóëòàòè ñà ôóíêöèè îò ñúùèÿ âèä. Ïî-íàòàòúøíèòå íè óñèëèÿ ñà íàñî÷åíè
êúì íàìèðàíå íà çàâèñèìîñòè ìåæäó ïðåäñòàâèòåëè íà äâàòà êëàñà îò ôóíêöèè
� 2m- è 3m-ïàðàìåòðè÷íèòå ôóíêöèè íà Ìèòàã-Ëåôëåð. Äîêàçàíè ñà èíòåðåñíè
ðåëàöèè, ñâúðçâàùè 3m-ïàðàìåòðè÷íèòå ôóíêöèè íà Ìèòàã-Ëåôëåð ñ èíòåãðà-
ëèòå è ïðîèçâîäíèòå (îò ðàçãëåäàíèòå âèäîâå) îò 2m-ïàðàìåòðè÷íèòå ôóíê-
öèè íà Ìèòàã-Ëåôëåð. Íàêðàÿ å íàìåðåíà ðåëàöèÿ ìåæäó 3m-ïàðàìåòðè÷íèòå
ôóíêöèè è îáîáùåíèòå (m-êðàòíè) äðîáíè èíòåãðàëè îò 2m-ïàðàìåòðè÷íèòå
ôóíêöèè íà Ìèòàã-Ëåôëåð.

Îòäåëíî îò òîâà, â ìîíîãðàôè÷íèÿ òðóä [65] èìà è ïðèíîñè, ñâúðçàíè ñ äðóãè
ôàìèëèè îò ôóíêöèè è ðåçóëòàòè çà ïúëíîòà â ïðîñòðàíñòâà îò õîëîìîðôíè
ôóíêöèè, íî òå íÿìàò îòíîøåíèå êúì äèñåðòàöèîííèÿ òðóä.

Â çàêëþ÷åíèå, ìîæåì äà îòáåëåæèì, ÷å ñà ïîëó÷åíè ìíîãîáðîéíè íîâè ðå-
çóëòàòè ñ ïðèíîñåí õàðàêòåð â îáëàñòòà íà òåîðèÿòà íà ñïåöèàëíèòå ôóíêöèè,
â êîÿòî áåçñïîðíî ñå èçâúðøâàò èíòåíçèâíè íàó÷íè èçñëåäâàíèÿ.

Îò ïóáëèêàöèèòå [55]�[69] îò ñïèñúêà, ñâúðçàíè ñ äèñåðòàöèÿòà, ñà çàáåëÿ-
çàíè 48 öèòèðàíèÿ íà 8 îò ïóáëèêàöèèòå (îò òÿõ 1 öèòèðàíå â ìîíîãðàôèÿ, 2 â
êíèãà, 5 áðîÿ â ñïèñàíèÿ ñ SJR, 26 áðîÿ â ñïèñàíèÿ ñ èìïàêò ôàêòîð). Ñóìàð-
íèÿò èìïàêò ôàêòîð íà öèòèðàíèÿòà å IF = 44,362 & SJR = 2,080. Èíäåêñúò
íà Õèðø íà àâòîðà ïëàâà â çàâèñèìîñò îò èçòî÷íèöèòå: h=6 (ñúãë. Thomson R.
Web of Knowledge & Scopus); h=11 (ñúãë. Google Scholar & Harzing's Publish or
Perish).
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