
ÀÍÀËÈÒÈ×ÍÈ ÔÓÍÊÖÈÈHeêà êîìïëåêñíîçíà÷íàòà �óíêöèÿ f(z) å äå�èíèðàíà â ìíîæåñòâîòîDefinition:Ôóíêöèÿòà å äè�åðåíöèðóåìà (àíàëèòè÷íà) â òî÷êàòà z0; z0 2G; àêî ñúùåñòâóâà ãðàíèöàòà lim�z!0 f(z0+�z)�f(z0)�z âñåêè ïúò, êîãàòî�z ! 0:Ïèøåì �f(z0)�z = f 0(z0) = lim�z!0 f(z0 +�z)� f(z0)�z : (1)Ñâîéñòâà íà ïðîèçâîäíàòà Ñâîéñòâàòà ïîâòàðÿò ïîçíàòèòå îò ðåàëíèÿàíàëèç, ïîðàäè êîåòî ùå ãè èçëîæèì áåç äîêàçàòåëñòâî.(f + g)0(z) = f"(z) + g0(z); (fg)0(z) = f 0(z)g(z) + f(z)g0(z);(fg )0 = f 0g � fg0g2 àêî g(z) 6= 0:Definition: Kîìïëåêñíîçíà÷íàòà �óíêöèÿ ñå íàðè÷à ÀÍÀËÈÒÈ×ÍÀâ îáëàñòòàD; àêî å äè�åðåíöèðóåìà âúâ âñÿêà òî÷êà îòD:Ùå èçïîëçâàìåîçíà÷åíèåòî f 2 A(D):�åîìåòðè÷íà èíòåðïðåòàöèÿ íà ïðîèçâîäíàòà.Íåêà å àíàëèòè÷íà âz0 è f 0(z0) 6= 0: �z = z � z0: Îò äå�èíèöèÿòà (1) ñëåäâà, ÷åjf(z)� f(z0)jjz � z0j ! jf 0(z0)jè arg(f(z)� f(z0)� arg(z � z0)! argf 0(z0):Äà çàïèøåì ïîñëåäíîòî âúâ âèäàarg(f(z)� f(z0)� arg(z � z0) � argf 0(z0):Ïîëàãàéêè w = f(z); ñòèãàìå äî èçâîäà, ÷å "â áëèçîñò äî òî÷êàòà"z0èçîáðàæåíèåòî f(z) å "ïîäîáíà"íà ëèíåéíàòà òðàíñ�îðìàöèÿw = f(z0) + f 0(z0)(z � z0):Âúïðîñ: Êúäå ñå èçïîëçâà óñëîâèåòî f 0(z0) 6= 0?Definition:Kîìïëåêñíîçíà÷íàòà �óíêöèÿ ñå íàðè÷à öÿëà, àêî å àíàëèòè÷íàíàâñÿêúäå â C : 1



Óðàâíåíèÿ íà Êîøè �èìàíÍåêà (D) å îáëàñò â C è f 2 A(D):Ïðåäñòàâÿìå f âúâ âèäàf(z) = u(x; y) + iv(x; y); z = x + iy; (x; y) 2 G:Ïî-íàòàòúê ïèøåì �z = �x + i�y:Äà íàïîìíèì, ÷å (1) å âÿðíî âñåêè ïúò, êîãàòî �z ! 0: Äà ïîëîæèìíàé-íàïðåä â (1) �z = �x: Òîãàâàf 0(z0) = �u(x0; y0)�x + i�v(x0; y0)�x : (2)Îò äðóãà ñòðàíà, àêî �z = i�y; òîf 0(z0) = �i�u(x0; y0)�y + �v(x0; y0)�y : (3)Ñðàâíÿâàéêè äâåòå ïîñëåäíè ðàâåíñòâà, ïîëó÷àâàìåu0x(xo; y0) = v0y(xo; y0); u0y(xo; y0) = �v0x(xo; y0) (4)Ïîëó÷eíèòå óðàâíåíèÿ ñà óðàâíåíèÿòà íà Êîøè - �èìàí. Òàêà óñòàíîâèõìåÒåîðåìà 1: Íåîáõîäèìî óñëîâèå ça àíàëèòè÷íîñòòà íà �óíêöèÿòà f(z)â òî÷êàòà z0 å âàëèäíîñòòà íà óðàâíåíèÿòà íà Êîøè-�èìàí â òàçè òî÷êà.Ñëåäîâàòåëíî, àêî f 2 A(D) è f(z) = u(x; y)+iv(x; y); òî (4) ñà èçïúëíåíèâúâ âñÿêà òî÷êà îò îáëàñòòà D:Definition:Ôóíêöèèòå u(x; y) è v(x; y); êîèòî óäîâëåòâîðÿâàò óðàâíåíèÿòàíà Êîøè-�èìàí, ñå íàðè÷àò ÕÀ�ÌÎÍÈ×ÍÎ ÑÏ�Å�ÍÀÒÈ.Ùå ïîêàæåì ñåãà, ÷å óñëîâèÿòà (4) ñà è äîñòàòú÷íè çà àíàëèòè÷íîñòòàíà �óíêöèÿòà .Òåîðåìà 2: Íåêà �óíêöèÿòà f(z) ; f(z) = u(x; y)+ iv(x; y); å äå�èíèðàíàâ îêîëíîñò U íà òî÷êàòà z0, íåêà ðåàëíàòà u(x; y) è èìàãèíåðíàòà v(x; y) è'êîìïîíåíòè óäîâëåòâîðÿâàò óñëîâèÿòà íà Êîøè-�èìàí (4) â òàçè îêîëíîñò2



è íåêà îñâåí òîâà u(x; y); v(x; y) 2 C1(U): Òîãàâà �óíêöèÿòà f(z) å àíàëèòè÷íàâ òî÷êàòà z0.Äîêàçàòåëñòâî: Ïîëàãàìå �z := �x +�y è èçñëåäâàìå äè�åðåí÷íîòî÷àñòíî f(z +�z)� f(z)�z =u(x0 +�x; yo +�y)� u(x0; y0) + i(v(x0 +�x; yo +�y)� v(x0; y0))�x+ i�y := L�:Òîçè èçðàç å äîáðå äå�èíèðàí, àêî å äîñòàòú÷íî ìàëêî, ò.å.,êðúãúò ñðàäèóñ ñå ñúäúðæà â îáëàñòòà U : Íåêà çàïèøåì ðàçëèêàòàu(x0 +�x; yo +�y)� u(x0; y0)êàòî[u(x0 +�x; yo +�y)� u(x0; y0 +�y)℄ + [u(x0; y0 +�y)� u(x0; y0)℄Äà ðàçãëåäàìå ïúðâèÿ èçðàç. Îò òåîðåìàòà íà Ëàãðàíæ èìàìåu(x0 +�x; yo +�y)� u(x0; y0 +�y) = �x�u�x (x�; y0 +�y);êàòî òî÷êàòà x� 2 [x; x + �x)℄ å ïîäõîäÿùî èçáðàíà. Òúé êàòî ÷àñòíèòåïðîèçâîäíè íà �óíêöèèòå u(x; y); v(x; y) ñà íåïðåêúñíàòè â U ; òî ìîæåìäà ãî èçðàçà âúâ âèäà�u�x(x�; y0 +�y) = �u�x(x0; y0) + "1;â êîéòî "1 ! 0; x� ! x0 è �y ! 0: È òàêà, èìàìåu(x0 +�x; yo +�y)� u(x0; y0 +�y) = �x ��u�x(x0; y0) + "1� :Ïðåðàáîòâàéêè öåëèÿ èçðàç L� ïî óêàçàíèÿ íà÷èí è ïðèëàãàéêè ñúùèòåðàçñúæäåíèÿ, ñòèãàìå äî ïðåäñòàâÿíåòîL� := �x ��u�x + "1 + i�v�x + i"3�+�y h�u�y + "2 + i�v�y + i"4i�x + i�y ; (5)3



êàòî ñòîéíîñòèòå íà ÷àñòíèòå ïðîèçâîäíè ñå îòíàñÿò äî òî÷êàòà (x0; y0):Ïîçîâàâàéêè ñå ñåãà íà óðàâíåíèÿòà íà Êîøè-�èìàí, ïîëó÷àâàìåL� = �x ��u�x + i�v�x�+ i ��u�x + i�v�x��x + i�y + ��x + i�y ;ñ � := �x("1 + i"3) + �y("2 + i"4). Òúé êàòîj ��x + i�y j � j"1 + i"3j+ j"2 + i"4j;òî èçðàçúò â (5)ïðèáëèæàâà íóëàòà, êîãàòî �z ! 0: Ñ òîâà ïîêàçàõìå,÷å �óíêöèÿòà f å àíàëèòè÷íà â òî÷êàòà z = z0 èf 0(z0) = lim f(z +�z)� f(z)�z = (�u�x + i�v�y )(x0; y0): Q.E.D.Ùå äîêàæåì ïî-íàòàòúê òåîðåìàòàÒåîðåìà 3: Íåêà �óíêöèÿòà f(z) ; f(z) = u(x; y)+ iv(x; y); å äå�èíèðàíàâ îáëàñòòà U ; êàòî f 0(z) = 0 íàâñÿêúäå â îáëàñòòà. Òîãàâà f � Const âîáëàñòòà U :Ïðåäè äà ïðåìèíåì êúì äîêàçàòåëñòâîòî, ùå îáúðíåì âíèìàíèå âúðõóçíà÷èìîñòòà íà óñëîâèåòî çà ñâúðçàíîñò íà ìîæåñòâîòî U :Ùå äåìîíñòðèðàìåòîâà ñ ïðèìåð. Íåêà �óíêöèÿòà å çàäàäåíà ïî ñëåäíèÿ íà÷èí:f(z) = � 1; jzj < 10; jzj > 2Î÷åâèäíî òåîðåìàòà íå å âÿðíà.Äîêàçàòåëñòâî: Îò (2) è îò (3) ñëåäâà, ÷å�v�x = �u�x = �v�y = �u�y = 0;êîåòî âîäè äî ðàâåíñòâàòà u � Const u v � Const â îáëàñòòà U :Q.E.D.4



Definition:Ôóíêöèÿòà h ñå íàðè÷à ÕÀ�ÌÎÍÈ×ÍÀ â ìíîæåñòâîòîD; àêî h 2 C2(D) è Îïåðàòîðúò íà Laplae �h := hx;x + hy;y ñåàíóëèðà â D; ò.å. �h = 0; z 2 D:Â õîäà íà äîñåãàøíèòå ðàçãëåæäàíèÿ íèå óñòàíîâèõìå âàëèäíîñòòàíà ñëåäíàòàÒåîðåìà 4: ÍåêàD å îáëàñò â êîìïëåêñíàòà ðàâíèíà è �óíêöèÿòà f(z) 2A(D): Òîãàâà ðåàëíàòà êîìïîíåíòà u(x; y) è èìàãèíåðíàòà êîìïîíåíòà vñà �óíêöèè, õàðìîíè÷íè â D .Äîêàçàòåëñòâîòî ïðåäîñòàâÿìå íà ÷èòàòåëÿ.Exerises:1. Èçïîëçâàéòå óðàâíåíèÿòà íà Cauhy-Riemann, çà äà äîêàæåòå, ÷å �óíêöèèòåf(z) = RE f(z); �f(z); 2y � ix ñà "íèêúäå äè�åðåíöèðóåìè".|2. Íåêà f(z) 2 A(D) è f(z) = u(x; y) + iv(x; y): Äîêàæåòå, ÷å àêî åèçïúëíåíî íÿêîå îò ñëåäíèòå óñëîâèÿ, òî u � Const; v � Const; jf(z)j �Const; òî f � Const:|3. Íåêà f(z) =pjz2 + zj: Äîêàæåòå, ÷å f(z) 62 A(C): |Hint çàä. 2.4. Äîêàæåòå, ÷å íå å âúçìîæíî f(z) è �f(z) äà ñà åäíîâðåìåííî àíàëèòè÷íè(îñâåí àêî f íå å òúæäåñòâåíà êîíñòàíòà).|5. Íåêà f(z) 2 A(D) è f(z) = u(x; y) + iv(x; y): Íåêà �óíêöèèòå u è v ñàçàïèñàíè â ïîëÿðíè êîîðäèíàòè (r;�):Äîêàæåòå, ÷å u è v óäîâëåòâîðÿâàòóðàâíåíèÿòà �u�r = 1r �v�� ; �1r �u�� = �v�r :|5. Íåêà f(z) å äå�èíèðàíà ïî ñëåäíèÿ íà÷èí:f(z) = ( x4=3y5=3+ix5=3y4=3x2y2 ; z 6= 00; z = 0Äîêàæåòå, ÷å óðàâíåíèÿòà íà Cauhy-Riemann ñà èçïúëíåíè â z = 0, íîf íå å äè�åðåíöèðóåìà òàì.|Hint: �àçãëåäàéòå ïîâåäåíèåòî íà f(�z)�z ïî ðåàëíàòà è ïî èìàãèíåðíàòàîñ. 5



6. Íåêà h(z) å �óíêöèÿ, õàðìîíè÷íà â îáëàñòòàD:Ïîêàæåòå, ÷å ñúùåñòâóâà�óíêöèÿ f(z);àíàëèòè÷íà âD è îïðåäåëåíà ñ òî÷íîñò äî àäèòèâíà êîíñòàíòà,òàêàâà ÷å Re f(z) = h(z); z 2 D:|
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