
8. Razvitie na analitiqnite
funkcii v red na Taylor,

analitiqnost v bezkra�no
otdaleqenata toqka

Prod�l�enie

Da rez�mirame osnovni� rezultat
Teorema 8.7 Neka funkci�ta e analitiqna v kr�ga Ka(R) := {z, |z−
a| < R}. Togava razvitieto i’ v red na Taylor

f(z) =
∞∑
n=0

fn(z − a)n (3)

e shod�wo v�v vs�ka toqka z ot kr�ga i ravnomerno shod�wo v�rhu
vseki kr�g |z − a| ≤ r s r < R.

Da iz�snim v�prosa k�de e shod�w red�t (3), t.e., da oprede-
lim negovi� radius na shodimost. Znaem, qe

fn =
1

2πi

∮
Ca(r)

f(z)

(z − a)n+1
,

kato integriraneto se izv�rxva v�rhu vs�ka okr��nost Ca(r)
s radius r < R. Da oznaqim s Ka(R0) maksimalni� kr�g, v�v
v�trexnostta na ko�to funkci�ta f(z) e analitiqna. Togava v
gornoto predstav�neto za koeficientite fn mo�em da vzemem
vs�ko qislo r, r < R0, koeto oznaqava, qe (3) ima radius na
shodimost R0 (ili lim sup |fn|1/n = R−1

0 .)
Zabele�ka: Sravn�va�ki s rezultatite ot Gl 6, vi�dame, qe

fn =
f (n)(a)

n!
. (4)

Da razviem v red na Taylor okolo z = 1 funkci�ta Logz(:=
ln |z|+ iArgz, .) Imame

dj Logz

dzj
= (−1)j+1(j − 1)!z−j, j = 1, 2, · · ·
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Presm�ta�ki sto�nostta v z = 1 poluqavame

Logz = 0 + (z − 1)− (z − 1)2/2! + 2!(z − 1)3/3!− 3!(z − 1)4/4! + · · · =

=
∞∑
j=1

(−1)j+1(z − 1)j/j.

Radius�t na shodimost na tozi red e raven na edinica. De�stvitelno,
logaritmiqnata funkci� ne e definirana v nulata.

We doka�em
Teorema 8.8 Neka funkci�ta e analitiqna v toqkata z = a1 i ima
razvitieto (3). Togava Te�lorovi�t red na funkci�ta f ′(z) e

f ′(z) =
∞∑
n=1

nfn(z − a)n−1.

DokazatelstvoDe�stvitelno, kakto znaem ot teori�ta na Koxi,
funkci�ta f ′(z) e s�wo analitiqna v toqkata z = a. Razvitieto
i’ v red na Taylor ima vida

f ′(z) =
∞∑
n=0

(f ′(z))(n)(a)

n!
(z − a)n.

Tv�rdenieto po-natat�k e oqevidno.
Dokazatelstvoto na slednata teorema predostav�me na qita-

tel�.
Teorema 8.9 Neka funkciite

f(z) =
∑

fn(z − a)n, R(f)− radius of convergence

i

g(z) =
∑

gn(z − a)n, R(g)− radius of convergence

sa analitiqni v toqkata z = a. Togava
a: funkci�ta f ± g s�wo e analitiqna v toqkata z = a i

(f ± g)(z) =
∑

(fn ± gn)(z − a)n,

1v okolnost na toqkata z = a.
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kato radius�t na shodimost na posledni� red e ≥ min (R(f), R(g)).
b: funkci�ta fg s�wo e analitiqna v toqkata z = a, i

f(z)g(z) =
∑

cn(z − a)n,

kato

cn =
n∑
k=0

fkgn−k.

Radius�t na shodimost udovletvor�va s�woto neravenstvo.
Po natat�k we se sprem na pon�tieto analitiqnost v bezkra�no

otdaleqenata toqka

Definition: Funkci�ta f(z), definirana v okolnost na z =∞ e
analitiqna v z = ∞, ako funkci�ta φ(ζ) := f(1

ζ
) e analitiqna

v nulata.
We doka�em slednata

Teorema 8.10 Neka funkci�ta f(z) e analitiqna v okolnost na
z =∞. Togava t� se razlaga v red na Te�lor

f(z) =
∞∑
n=0

cn
zn
.

Red�t e shod�w v�v vs�ka toqka z, |z| > lim sup |cn|1/n i ravnomerno
shod�w v�v v�nxnostta na vseki kr�g D0(R) s R > lim sup |cn|1/n.
Dokazatelstvo: Po definici� funkci�ta φ(ζ) := f(1

ζ
) e anali-

tiqna v z = 0. Togava Te�lorovoto i’ razvitie okolo nulata we
ima nenulev radius na shodimost R. I taka,

φ(ζ) =
∞∑
n=0

cnζ
n, R = 1/ lim sup |cn|1/n > 0, (5)

S�glasno Th.8.7 red�t (5) e shod�w za vs�ko |z| < R i ravnomerno
shod�w v�rhu vseki kr�g D0(r), r < R.Kakto znaem,

R = 1/ lim sup |cn|1/n.

Ot (3) vednaga sledva p�rvata qast na naxeto tv�rdenie sled
polaganeto ζ = 1/z. Ostanalata qast sledva ot poslednite neraen-
stva
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Exercises:
1. Namerete razvitieto v red na Taylor okolo nulata na funkci�ta

f(z) := z2 cos
1

3z
.

Rexenie:

f(z) = z2
∑ (−1)k

(3z)2k(2k)!
.

2. Namerete razvitieto v red na Taylor v bezkrajno otdeleqenata
toqka na funkci�ta

f(z) =
1

z − 2
.

Rexenie

f(z) =
1

z

1

1− 2
z

.

Za stojnosti na z, za koito |z| > 2, we e v�rno predstav�neto

1

1− 2
z

=
∞∑
k=0

(
2

z
)k,

taka qe

f(z) =
∞∑
k=1

2k−1

zk
.

4


