
Ï�ÈËÎÆÅÍÈÅ ÍÀ ÒÅÎ�ÅÌÀÒÀ ÇÀ�ÅÇÈÄÓÓÌÈÒÅ Ï�È Ï�ÅÑÌßÒÀÍÅ ÍÀÈÍÒÅ��ÀËÈÍåïîñðåäñòâåíî ïðèëîæåíèå:Ïðåñìåòíåòå ñòîéíîñòòà íà èíòåãðàëàI := IC0(2) 1� 2zz(z � 1)(z � 3):Ïîäèíòåãðàëíàòà �óíêöèÿ èìà òðè ïðîñòè ïîëþñà â C ; êàòîñàìî äâà îò òÿõ ëåæàò â êðúãàD0(2):Ïî òåîðåìàòà çà ðåçèäóóìèòåòîãàâà I = 2�i[Rez(0) + Rez(1)℄:Ïðåñìÿòàíèÿòà ïîêàçâàò, ÷åRez(0) = limz!0 zf(z) = 13;Rez(1) = limz!1(z � 1)f(z) = 12:È òàêà, I = 5�i3 :Ïðèëîæåíèå ïðè ïðåñìÿòàíå íà òðèãîíîìåòðè÷íè èíòåãðàëèîò âèäà I = Z 2�0 U(
os�; sin�) d�êàòî U å ðàöèîíàëíà �óíêöèÿ íà 
os; sin ñ ðåàëíè êîå�èöèåíòèÒîçè òèï èíòåãðàëè ñå ñâåæäàò äî èíòåãðàëè îò êîìïëåêñíè�óíêöèè ÷ðåç èçïîëçâàíå íà �îðìóëèòå íà Euler, êàêòî è íàî÷åâèäíîòî ðàâåíñòâîz�z = 1; êîãàòî jzj = 1:1



Ïðèìåð:ÏðåñìåòíåòåI = Z 2�0 d�2� 
os� :�åøåíèå: Ïðèëàãàéêè ïîñî÷åíèòå ïî-ãîðå òúæäåñòâà ïîëó÷àâàìåI = Z 2�0 iei�iei�(2� ei�+e�i�2 )d� == 2i IC0(1) dzz2 � 4z + 1 ;êàòî z := e��: Ñëåä ðåøàâàíå ïî ñòàíäàðòåí íà÷èí (Òåîðåìàçà ðåçèäóóìèòå) ïîëó÷àâàìåI = �p3 :Ïðåñìÿòàíå íà íåñîáñòâåíè èíòåãðàëè è íà ãëàâíà ñòîéíîñòíà èíòåãðàë:Definition: p:v: R1�1 f(x)dx := limr!1 R r�r f(x)dx:Çàáåëåæêà:Îáúðíåòå âíèìàíèå, ÷å â îáùèÿ ñëó÷àé ñõîäèìîñòòàíà p:v: R1�1 f(x)dx íå ãàðàíòèðà ñõîäèìîñòòà íà íåñîáñòâåíèÿèíòåãðàë R1�1 f(x)dx:Êàòî ïðèìåð ðàçãëåäàéòå �óíêöèÿòà f(x) =1x :Ïðèìåð:Ïðåñìåòíåòåp:v: Z 1�1 1x4 + 4dx:Âúâåæäàìå êîíòóðà �R := [�R; r℄SC+0 (R); êàòî C+0 (R) åïîëóîêðúæíîñòòà ñ ðàäèóñR; íàìèðàùà ñå â ãîðíàòà ïîëóðàâíèíà,è ðàçãëåæäàìå èíòåãðàëàZ�R 1z4 + 4dz:2



ÇàR äîñòàòú÷íî ãîëÿìî ùå èìàìå, ïî òåîðåìàòà çà ðåçèäóóìèòå1z4 + 4dz = 2�iRes(p2e�i=4) + Res(p2e3�i=4):Ïðåñìÿòàíåòî íà äÿñíàòà ñòðàíà âîäè äî ðåçóëòàòàZ�R 1z4 + 4 = Z R�R+ ZC+0 (R) 1z4 + 4dz = �4 :Ñåãà ùå îöåíèì ZC+0 (R) 1z4 + 4dz:Ïî ïîçíàò íà÷èí ïîëó÷àâàìåj ZC+0 (R) 1z4 + 4dzj � �RR4 � 4 ;êîåòî î÷åâèäíî êëîíè êúì íóëà, êîãàòîR!1: Ñëåäîâàòåëíî,p:v: Z 1�1 f(x)dx = �4 :Ïðè ðåøaâàíåòî èçïîëçâàõìå èçâåñòíàòà îöåíêàj Z
 f(z)dzj � kfk
l(
); (1)êàòî ñ l(
) îçíà÷àâàìå äúëæèíàòà íà êðèâàòà 
: ïðåäè äàïðîäúëæèì, ùå îáúðíåì âíèìàíèå âúðõó êëàñè÷åñêè ñëó÷àé,êîãàòî îöåíêàòà (1) âîäè äî ïðèëîæèìè ðåçóëòàòè, èìåííî: àêîr(z) = p(z)=q(z) å ðàöèîíàëíà �óíêöèÿ, òàêàâà, ÷å deg p �deg q � 2; òî IR := ZCa(R) r(z)dz ! 0; R!1:3



Äåéñòâèòåëíî, ñïîðåä (1)jIRj � C RnRmR � 1Rm�n�1 ;êúäåòî n := deg p;m := deg q; à C� ïîëîæèòåëíà êîíñòàíòà,íåçàâèñåùà îò R:Â ìíîãî ñëó÷àè îáà÷å îöåíêà (1) íå å äîñòàòú÷íà, òàêà ÷åñå íàëàãà äà ñå ïîëçâà ïî-ïðåöèçíà, îáñòîÿòåëñòâî, êîåòî ñåðåøàâà ñ ïîìîùòà íàËÅÌÌÀ ÍÀØÂÀ�ÖÍåêà f å íåïðåêúñíàòà âúðõóîòñå÷êàòà [a; b℄ è íåêàjf(t)j �M(t); t 2 [a; b℄:Òîãàâà j Z ba f(t)dtj � Z ba M(t)f(t)dt:Ùå èëþñòðèðàìå çíà÷èìîñòòà íà òàçè ëåìà ñúñ ñëåäíèÿÏðèìåð:Ïðåñìåòíåòåp:v: Z 1�1 xeixx2 + 1dx:�åøåíèå: Ïîëàãàìå f(z) := zeizz2+1 è �R := [�R;R℄SC+0 (R); êàòîïîñîêàòà íà ãîðíàòà ïîëóîêðúæíîñò C+0 (R) å ïîëîæèòåëíà.Ïî-íàòàòúê:Z�R = Z R�R xeixx2 + 1dx+ ZC+0 (R) zeizz2 + 1dz = 2�i Res (i) (2)Ëåñíî ïðåñìÿòàìå, ÷å Res (i) = 12e (3)4



Äà ðàçãëåäàìå ñåãà âòîðèÿ èíòåãðàë â (2). Äà ãî îçíà÷èì ñ I 0R:Ako ïðèëîæèì îöåíêàòà (1), ùå ïîëó÷èìjI 0Rj � C R2R2 � 1 ;êîåòî î÷åâèäíî íå å ïðî�èòàáåëíî. Äà ïðèëîæèì Ëåìàòà íàØâàðö. Ñëåä ïàðàìåòðèçèðàíåòî íà ïîëóîêðúæíîñòòà ïîëó÷àâàìåj zeizz2 + 1j = RjeiR 
os��R sin�R2e2i� + 1 j � Re�R sin�R2 � 1 :Êàêòî çíàåì, sin�� ! 1; �! 0:Äà �èêñèðàìå ïðîèçâîëíî ÷èñëî Æ > 0; òîãàâà çà âñÿêî�äîñòàòú÷íîìàëêî (� � �0) ùå èìàìåsin�� � 1� Æ:ÒîãàâàjI 0Rj � 2 Z �0�=0R2e�R�(1�Æ)R2 � 1 d�+ 2 Z �=2�=�0 R2e�R sin�R2 � 1 d�= 2 R2R2 � 1 1R(1� Æ)[1�e�R(1��0)℄+2 Z �=2�=�0 e�R sin�d�! 0; R!1:Îò (3) è îò ïîñëåäíîòî ðàâåíñòâî ïîëó÷àâàìåp:v: Z 1�1 xeixx2 + 1dx = �i2 :Ïðèìåð: I := p:v: Z 1�1 xei2xx2 � 1dx:5



Èçáèðàìå ÷èñëà r1; r2; R ïî òàêúâ íà÷èí, ÷å�R < �1� r1 < �1 + r1 < 1� r2 < 1 + r2 < Rñ âúâåæäàìå êîíòóðà �r1;r2;R; ñúñòîÿù ñå îò îòñå÷êèòå [�R;�1�r1℄; [�1 � r1;�1 + r2℄ è [1 + r2; R℄ è îò ïîëóîêðúæíîñòèòå âãîðíàòà ïîëóðàâíèíà C+�1(r1); C +1 (r2) è C+0 (R); êàòî îðèåíòàöèÿòàå ïîëîæèòåëíà ñïðÿìî îáëàñòòà , îãðàíè÷åíà îò òåçè êðèâè.�àçãëåæäàìå ñëåä òîâàIr1;r2;R := Z�r1;r2;R ze2izz2 � 1 (4)Îò òåîðåìàòà íà Cau
hy èìàìåIr1;r2;R = 0 (5)Ïðèëàãàéêè ëåìàòà íà Øâàðö, âèæäàìå, ÷åZC0(R) ze2izz2 � 1dz ! 0; R!1 (6)Çà äà èçñëåäâàìå ïîâåäåíèåòî íàI1 := ZC�1(r1) ze2izz2 � 1dz;êîãàòî r1 ! 0;ïðåäñòàâÿìå ïîäèíòåãðàëíàòà �óíêöèÿ âúâ âèäà1z + 1 ze2izz � 1 = 1z + 1(�e�2i +XCk(z + 1)k):Íå ïðåäñòàâëÿâà òðóäíîñò äà ñå âèäè, ÷ålimr1!0 I1 = �i�e�2i2 : (7)6



Ïî ïîäîáåí íà÷èí äîêàçâàìå, ÷ålimr2!0 I2 = �i�e2i2 ;òàêà ÷å, ñ îãëåä íà (7),I1 + I2 ! �i�e�2i + e2i2 ; r1; r2 ! 0:Îáåäèíÿâàéêè ïîñëåäíîòî ðàâåíñòâî ñ (5) è (6), ïîëó÷àâàìåîêîí÷àòåëíî p:v: Z 1�1 xei2xx2 � 1dx = i� 
os 2:Ïðåñìÿòàíå íà èíòåãðàëè îò ìíîãîçíà÷íè �óíêöèèÊàòî ïîñëåäåí ïðèìåð ùå ðàçãëåäàìåÏðèìåð: ÏðåñìåòíåòåI := Z 10 dxpx(x+ 4):�åøåíèå:Äà ïðèïîìíèì, ÷å ïî äå�èíèöèÿpz = e 12 log z:Òúé êàòî log z å ìíîãîçíà÷íà �óíêöèÿ, òî òàêàâà å è pz:Àêî log z å �èêñèðàí ÅÄÍÎÇÍÀ×ÅÍ êëîí íà ëîãàðèòìè÷íàòà�óíêöèÿ, ò.å.log z = ln jzj+ i Arg (z) + 2k�i; z 6= 0;êàòî k � fixed and Arg (z) ïðèíàäëåæè íà úãúë ñ àìïëèòóäà� 2�; òî è òî è pz å åäíîçíà÷åí êëîí. Â íàøèÿ ñëó÷àé åïîäõîäÿù èçáîðà íà ñëåäíèÿ åäíîçíà÷åí êëîíLogz := ln jzj+ i Arg (z);7



êàòî z ùå ñå ïðîìåíÿ â öÿëàòà ðàâíèíà, ðàçðÿçàíà ïî ïîëîæèòåëíàòàðåàëíà îñ, ò.å. 0 � Arg (z) < 2�: Èëè,pz =pjzjei Arg (z)=2; 0 � Arg (z) < 2�; z 6= 0: (8)Âúâåæäàìå �óíêöèÿòàf(z) = 1pz(z + 4)è ðàçãëåæäàìå Ir;R := Z�r;R f(z)dz; r < 4 < Râúðõó ñëîæíèÿ êîíòóð �r;R; ñúñòîÿù ñå îò îêðúæíîñòèòå C0(R);îáèêîëåíà â ïîëîæèòåëíà ïîñîêà, îò îêðúæíîñòòà C0(r); îáèêîëåíàâ îòðèöàòåëíà ïîñîêà è îò äâàòà áðÿãà íà îòñå÷êàòà [r; R℄;ñúîòâåòíî â ïîñîêà r �! R è â ïîñîêà R �! r: Ñ äðóãè äóìè,Ir;R = IC0(R) f(z)dz + Z rR f(z)dz � IC0(r) f(z)dz + Z Rr f(z)dz(9):Îò òåîðåìàòà çà ðåçèäóóìèòå, ïðèëîæåíà çà �óíêöèÿòà f èîáëàñòòà, îãðàíè÷åíà îò êîíòóðà �r;R; ñëåäâà ðàâåíñòâîòîIr;R = 2�iRes(�4) = �: (10);òúé êàòî p�4 = 2ei�=2 = 2i:Äà ðàçãëåäàìå èíòåãðàëèòå ïîîêðúæíîñòèòå. Èìàìåj IC0(R) f(z)dzj � kf(z)kC0(R)2�R � 2� RpR(R� 4) ! 0; R!1:(11)8



Ïî ñúùèÿ íà÷èí èj IC0(r) f(z)dzj � kf(z)kC0(r)2�r � 2� rpr(4� r) ! 0; r ! 0:(12)Ïî-íàòàòúê, ñúãëàñíî (8),f(z) = � px; z = x+ iy 2 [r; R℄pxe2�i=2 = �px; z = x+ iy 2 [R; r℄:Òîâà îçíà÷àâà, ÷åZ rR f(z)dz+Z Rr f(z)dz = Z rR 1�px(x+ 4)dx+Z Rr 1px(x+ 4)dx == 2 Z Rr 1px(x+ 4)dx:Çàìåñòâàéêè ïîëó÷åíèÿ ðåçóëòàò â (9) è èçïîëçâàéêè (10),âèæäàìå, ÷å2 Z Rr 1px(x+ 4)dx+ IC0(R) f(z)dz � IC0(r) f(z)dz = �:Îñòàâÿéêè ñåãà r ! 0 è R ! 1 ïîëó÷àâàìå, íà îñíîâàíèåíà (11) è (12) , ÷å I = �=2:Exer
ises:1. Êàòî èçïîëçâàòå òåîðåìàòà çà ðåçèäóóìè, äîêàæåòå, ÷åà) Z 2�0 d�2 
os� + 5 = 2�3 : |
9



b) Z ��� d�1 + sin2� = �p2: |2. Ïðåñìåòíåòå p:v: Z 1�1 eax1 + exdx; 0 < a < 1:|Hint �àçãëåäàéòå �óíêöèÿòà f(z) := eaz1+ez âúðõó ñëîæíèÿêîíòóð �R; ñúñòîÿù ñå îò îòñå÷êàòà [�R;R℄; âåðòèêàëíàòà îòñå÷êà[R;R + 2�i℄; õîðèçîíòàëíàòà îòñå÷êà [R + 2�i;�R + 2�i℄ èâåðòèêàëíàòà îòñå÷êà [�R + 2�;�R℄ (ïîñîêàòà íà äâèæåíèåå òàêàâà, ÷å âúòðåøíîñòòà íà ïðàâîúãúëíèêà äà å îò ëÿâàòàñòðàíà íà äâèæåíèåòî.)3. Ïðåñìåòíåòå p:v: Z 1�1 dxx2 + 2x+ 2: |4. Ïðåñìåòíåòå p:v: Z 1�1 x2x2 + 1dx: |Äîêàæåòå ñ ïîìîùòà íà òåîðåìàòà çà ðåçèäóóìèòå, ÷å:5. p:v: Z 1�1 x2(x2 + 1)(x2 + 4)dx = �6 : |6. p:v: Z 1�1 1(x2 + 1)(x2 + 4)dx = �6 : |7. p:v: Z 1�1 x(x2 + 4x+ 13)2dx = � �27: |10



8. p:v: Z 1�1 eixxdx = i�: |9. Z 10 sinxx = �2 : |10. Z 10 x1=4x2 + 1dx = �2p2 sin �8 :|11. Z 10 pxx2 + 1dx = �p2:|
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