
7. Sledstvi� ot Integralnata
Formula na Cauchy -

Prod�l�enie

Po s�wi� naqin, kakto pri principa za maksimuma na modula
na analitiqnite funkcii, se ustanov�va i validnostta na

7.5: Princip za maksimuma na harmoniqnite funkcii. Neka
funkci�ta h(z) e harmoniqna v oblastta D i neprek�snata v D.
Togava t� dostiga maksimuma si v�v v�trexna toqka na oblastta,
osven ako ne e t��destvena konstanta. Analogiqnoto tv�rdenie
se otnas� i do minimuma i.’
Dokazatelstvo: Da razgledame p�rvo sluqa� na kr�gova oblast.
Za dokazatelstvoto izpolzvame teoremata za srednite sto�nosti
na harmoniqnite funkcii (vi� Th.6.7). Ot integralnoto pred-
stav�ne (4), Chpt.6 poluqavame tv�rdenieto za maksimuma na har-
moniqnata funkci� za kr�gova oblast. Tv�rdenieto na mini-
muma sledva ot fakta, qe funkci�ta −h(z) s�wo e harmoniqna
i max(−h(z))− = minh(z). Po - natat�xnoto dokazatelstvo sledva
logikata na dokazatelstvoto na Th.7.1. Q.E.D.

Princip�t za maksimuma e nedostat�qno precizen za
redica ocenki. Poradi tova we doka�em po- silno tv�rdenie, a
imenno
7.6, Teorema na Lindelöf: Neka f ∈ A(K0(R)), i neka z1, · · · , zn sa
nulite na f v kr�ga.1 Validna e togava ocenkata

1

2π

∫ 2π

0

ln |f(ReiΘ)|dθ = ln |f(0)| −
∑

ln
R

|zk|
.

Dokazatelstvo: We si pripomnim v naqaloto, qe funkci�ta

w(z) :=
R(z − a)

R2 − za
, |a| < R

izobraz�va kr�ga K0(R) v ediniqni� kr�g, kato w(a) = 0 i w :
C0(R) −→ C0(1). 2V�ve�dame sega funkci�ta

F (z) =
f(z)∏n
1 wk(z)

1Nulite se bro�t s�s svoite kratnosti.
2Vi� ”Transformacii na Moebius.”
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k�deto

wk(z) :=
R(z − zk)
R2 − zzk

.

Taka definiranata funkci� e analitiqna v ediniqni� kr�g i ne
se anulira v nego. Osven tova,

|F (ReiΘ)| = |f(ReiΘ)|. (3)

Funkci�ta ln |F (z)| e harmoniqna v K0(R) ( F (z) 6= 0, z ∈ KR(0), i
neprek�snata v�rhu zatvoreni� kr�g. Sledovatelno e v�rna for-
mulata za srednite sto�nosti, ili

1

2π

∫
ln |F (ReiΘ)|dΘ = ln |F (0)|. (4)

Po natat�k, s�glasno (3)

1

2π

∫
ln |F (ReiΘ)| = 1

2π

∫
ln |f(ReiΘ)|dΘ,

a
ln |F (0)| = ln |f(0)|+

∑
ln

R

|zk|
.

Taka stigame, pozovava�ki se na (4), do tv�rdenieto. Q.E.D.

Exercises:
1. Doka�ete, qe ako p(z) = a0 +a1z+ · · ·+anzn e polinom i ‖pn‖|z|≤1 =
M,3 to |ak| ≤M.
2. Neka funkci�ta f(z) e c�la, kato , Re f(z) e ograniqena v
c�lata ravnina. Doka�ete, qe f(z) e konstanta.
Up�tvane : Poka�ete, qe funkci�ta ef(z) e c�la i ograniqena v kom-
pleksnata ravnina, sled koeto prilo�ete teoremata na Liuvil.
3. Presmetnete

‖(z − 1)(z + 1/2)‖|z|≤1.

4. Doka�ete, qe
‖azn + b‖|z|≤1 = |a|+ |b|.

3‖pn‖|z|=1 := max |z|=1|pn‖
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5. Neka P (z) e polinom, kojto n�ma nuli v�rhu zatvorenata
gladka �ordanova kriva Γ. Doka�ete, qe bro�t na nulite na
funkci�ta v�v v�trexnostta na kontura Γ se opredel� ot sto�nos-
tta na

1

2πi

∫
Γ

f ′(z)

f(z)
dz.

Up�tvane :Poka�ete na�- napred, qe

f ′(z)

f(z)
=

n∑
k=1

1

z − zk
,

k�deto toqkite zk, k = 1, · · · , n sa nulite na polinoma v ukazanata
v�trexnost. 4

4Nulite se bro�t s�s svoite kratnosti
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