Lineare Differentialgleichungen mit festen
Koeffizienten

Wir fangen mit folgender Definition an:
Definition: Linear abhingige (unabhéngige) Funktionen. Seien u;(z),i =

1,---,n Funktionen, vorgegeben auf einer Punktmenge M. Sie sind linear
unabhdngig auf M, wenn fir jedes x € M die Gleichung

Zaiui(m) =0 (1)

genau dann moglich ist, wenn

Sonst (d.h., es existieren Zahlen o; mit

> o > 0)

liegt lineare Abhdangigkeit vor.

Satz 1: Seien die Funktionen w;(z),i = 1,---,n auf dem Intervall [1,0]
vorgegeben, wobei u; € C"a,b],i = 1,---,n. Sie sind auf [a,b] linear un-
abhdngig genau dann, wenn es mindestens einen Punkt xoy € |a,b] gibt, so
dafy die Wronsky-Determinate Wluy, u,) := (uf_l)k,izl 77777 ., in diesem Punkt

keine Null ist.
Beweis: Tatséchlich, sei o € [a,b] vorerst beliebig festgesetzt. Wir differen-
zierem n — 1 mal die Gleichung (1). Das Ergebnis ist

Zaiugk)(x):O,k::0,---,n—1.

Nun bemerken wir, daf§ die bestimmende Matrix die Wronsky-Matrix ist,
also liegt folgendes System vor:

(u @) (@) =0

((cv)i—, ist der Spaltenvektor iiber die Koeffizienten oy, = 1,...m.)

Wie wir aus den Vorlesungen in linearer Algebra bereits wissen, hat let-
zteres System eine eindeutige Losung genau dann, wenn Wluy, - -+, u,] = 0.
Die eindeutige Losung ist namlich die trivielle, die Nulllosung. So, wenn es
mindesten einen Punkt z auf dem Intervall [a, b] gibt mit dieser Einenschaft,
so sind wir fertig. Damit ist der Satz bewiesen. Q.E.D.
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Definition: Differentialgleichung mit festen reellwertigen Koeffizienten, -
jede Gleichung der Form

n

S ay® (@) = f(a). 2

k=0

wobei reellwertige Koeffizienten sind.
Wir schreiben die damit assoziierte homogene Gleichung auf:

n

k=0

Ohne Beweis fiihren wir folgenden grundlegenden Satz an:
Satz 2: Sei die homogene Differentialgleichung vorgegeben. Dann ist die
Losungsmenge ein n— dimensionaler Raum.
Korollar: Ist y;,7 = 1,...,n eine Basis in diesem Raum, (d.h. linear un-
abhéngige Funktionen), so lasst sich jede Losung als lineare Kombination
darstellen.

Definition: Seien y;,i = 1,...n linear unabhéngige Losungen von (3). Die
Funktion

y = Z Ciy; (4)
=1

heifit allgemeine Losung der homogenen Gleichung.
Satz 3: Seiy die allgemeine Losung von (3), und sei n(z) - eine partikuldre
Lésung von (2). Ist'Y die allgemeine Lisung von (2), so gilt

Y(z) =y(x) +n(z).
Beweis: Wir setzen

Dly) =) ary™(x).

Mit dieser Bezeichnung ist

Sei



die allgemeine Losung von (3),y; - linear unabhangige Losungen der homo-
genen Gleichung (3). Nun ist

Dly(x) +n(x)] = D[Y _ Ciyi +n(x)] =

" CiDly] + Dly] = f(x).

k=0
Somit ist der Satz bewiesen. Q.E.D.

Methoden zur Losung homogener Differentialgleichungen mit
festen Koefizienten

Wir schreiben das damit assoziierte Charakterischische Polynom P(\)
auf:

P(A) =Y ar(M-. (6)
k=0
Seien A;,7 = 1,-- -, n seine Nullstellen (zusammengerechnet mit ihren Vielfiltigkeiten).
Zu untersuchen sind drei Falle:
a) Seien die Nullstellen \; paarweise verschiedene reelle Zahlen. Offenbar
sind sie dann alle einfache Nullstellen. Nun setzen wir

Tatsachlich, da
wi(z)® = Nkt

gilt

Dlu;] = e P()\;) = 0.
Letzteres bedeutet, dafl die Funktionen u;,i = 1,---,n Losungen der ho-
mogenen Gleichung sind. Weiter 14t sich leicht priifen, da w;,i =1,---,n

linear unabhéngig sind. Tatséchlich, die Berechnung der Determinante {ugk)}
ergibt:
{Ui}(k)} = ze/\i{)\f]f}i:1,~~,n,k:0,~~~,n—1 =



zeAi H (/\] — )\z)

1<i<j<n

Wegen der Bedingungen des Satzes ist das rechtsstehende Produkt keine Null.
Die Anwendung des Satzes 1 fiihrt zu der Behauptung. Daraus folgt weiter,
dafl die allgemeine Losung im Fall a) lineare Kombination der Funktionen
y;(z) ist. Wir sagen, dafl jede Nullstelle \; die linear unabhéngige Funktion
ui(z) := eN® erzeugt.

b) Seien die Nullstellen A; alle reelle Zahlen mit der Vielféltigkeit je x;. Wir
merken an, dass

Z R; = 1.

Wir iiberlassen dem Leser nachzupriifen, dal jede Zahl \; x; linear un-
abhingigen Funktionen erzeugt, namlich: z*e® k=0, x; — 1.

c¢) Sei die Nullstelle \; komplexwertig, d.h., \; = a; + i3;. Wie wir bereits
wissen, ist die komplex konjugierte Zahl \; = a;—i(3; auch eine Nullstelle, und
zwar derselben Vielfaltigkeit. Sei die Vielfaltigkeit gleich k. Dann erzeugen
beide Nullstellen die linear unabhingigen Funktionen z*e®® cos fz,

! sin Bz, i, k =0, -,k — 1. Den Beweis iiberlassen wir dem Leser.
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Methoden zur Losung nichthomogener Differentialgleichungen
mit festen Koefizienten - Anzatz vom Typ der rechten Seite

Nun gehen wit auf die Lésungsmethoden von (2) ein. Bei weitem ist (2)
nicht fiir beliebge stetige Funktionen f (die rechte Seite) 16sbar. In ganz
bestimmten Fallen, wo die rechte Seite von spezieller Form ist, lasst sich die
Losung direkt aufschreiben. Die bislang erarbeitete Losungsmethode stiitzt
sich auf Ansatz vom Typ der rechten Seite. Damit wollen wir uns befassen.

Sei, wie zuvor, die Differentialgleichung

Vorgegeben, wobei
Dly = aiy(i).
i=0
Wir suchen nach einer partikuldren Losung 1, d.h.D[n] = f(x). Das charak-
teristische Polynom P ist wie folgt definiert:

n

P(\) = Z a;\'.

1=0



a)

f(z) = expAzQ(z),
wobei A reellwertig ist und ¢ Polynom mit Grad m ist ( deg Q@ = m. Zu
unterscheiden sind zwei Félle:
al) Die Zahl X ist keine Nullstelle des charakteristischen Polynoms. Gesucht
wird dann 7 in der Form

n(x) = expAzq(x), ¢ — Polynom, deg q = m.

a2) Die Zahl X ist Nullstelle des charakteristischen Polynoms P. Ist x die
Vielfaltigkeit, so

n(z) = xrkexpAzq(x), ¢ — Polynom, deg q = m.

b):
f(x) = expaz(cos frQ:(x) + sin fzQs(x)), deg Q1, Q2 = m.
b1)
P(a+ i) #0.
Dann ist
n(x) := exp(ax)(cos fxqr(x) 4 sin Brge(x)), deg g1, g, = m.
b2)

P(a+i8) =0.
Sei k die Vielfaltigkeit. In diesem Fall ist
1) = a*exp(az) (cos Bgi(x) + sin frgs ().
Methoden fiir effektiveren Losungsgang
Bei dem Losungsgang sind folgende Formeln unentbehrlich:

1. Differentialformel vom Leibnitz:Seien f,g n—mal differenzierbar.
Dann ist das Produkt fg auch n—mal differenzierbar, wobei

(fo)™ =D Chfrg ™. (8)
k=0

2. Sei k eine natirliche Zahl. Dann gilt

cos® () = cos(z + k:g), sin(z)® = cos(z + (k — l)g)



Beispiel: Lose das Anfangswertproblem

Dly] = y* + v, (9)

wobei y(0) =1, y'(0) = —1, y(0) = y®*25(0) = 0.
Losung:Die charakteristischen Nullstellen sind Ay = Ay = 0, A3 = 21, \y =
—i. Demnach gilr fiir die allgemeine Losung der homogenen Gleichung die
Darstellung

y(x) = Cy + Cyz + Cscosx + Cysinx. (10)

Die Gleichung (9) setzt sich aus zwei Gleichungen zusammen,
Dly] = Duly] + D2[y),

wobei
Dily] = cosx, Dofy] = 2% + 1.

Nun berechnen wir zwei partikulare Losungen 7, und 7.
Zu m: m(z) = x(acosx + bsinz). Die Funktion 1 bestimmen wir aus der
Gleichung
D[m] = cosz,

also

Dim] —aZC’km cos xt™ k+a2(]kx cos 12~

bZC’ffﬂ: sin 2%~ k+bZC’§x sin %~

Nun bemerken wir, dass sich letztere Formel zu folgender reduziert:

D] —aZC’kx cos xt™ k—i—aZCkx cos 12~

bZC’kx sin 24~ k+bZC’k:p sin 22

Die direkte berechnung der Koefﬁz1enten a, b, c ergibt

1
=0,b=—=
a ) 27
oder .
SN
() =~ (1)



Weiter suchen wir 7, in der Form
n(z) = ar* + ba® + ca®.

Dafiir bekommen wir

xt 2

m(z) = 10 9

Aus (9), (10) und (11) kommen wir abschliefend zum Ergebnis

sinx  x* 2

Y =C) + Cox + Cycosx + Cysine + —x 7+ 13 _%,

wo Y die allgemeine Lésung von (9) ist.
Nun miissen die Koeffizienten berechnet werden. Dazu merken wir an,

daB

' pr—

0, k#m,

. 1, k=0,4

cos(x)gi)o = cos /{;E =< -1, k=2

0, k=13,

sowie

1 k=1
kE—1 ' ’
sin(x)ff:)o = COS % =<0, k=24
-1, k=3



