
2. Zadaqa naDirichlet za kr�ga

Definition: Neka D e oblast v C i funkci�ta φ, definirana v�rhu
∂D e realnoznaqna i neprek�snata (φ ∈ CR(∂D).) Kazvame, qe funkci�ta
h rexava zadaqata na Dirihle za D s naqalni danni φ, ako h ∈ H(D)
i limz→ζ h(z) = φ(ζ) za vs�ko ζ ∈ ∂D.

Oznaqeni�: ∆(w, r) := {z, |z − w| < r, }, ∆ := ∆(0, 1).
Teorema 2.1. - Teorema za edinstvenost na rexenieto na zadaqata
na Dirihle.D−oblast v kompleksnata ravnina i φ ∈ C(∂D). To-
gava, ako s�westvuva rexenie na Zadaqata na Dirihle za oblastta
D otnosno φ, to to e edinstveno.
Dokazatelstvo : Sledva ot Th.1.7. Q.E.D.

Definition: - �dro na Poisson P (z, ζ) : P (z, ζ) : ∆(0, 1)× ∂∆(0, 1) −→
R,kato

P (z, ζ) := Re
ζ + z

ζ − z
, |z| < 1, |ζ| = 1.

Direktno se presm�ta, qe

P (z, ζ) =
1− |z|2

|z − ζ|2
.

Definition: Neka funkci�ta φ ∈ CR(∂∆(w, ρ)) i z = w+reit ∈ ∆(w, ρ).
Polagame

P∆(φ)(w + reit) = P∆(φ)(z) :=
1

2π

∮ 2π

0

P (
z − w
ρ

, eiθ)φ(w + ρeiθ)dθ.

Predostav�me na qitatel� da proveri, qe

P∆(φ)(w + reiθ) =
1

2π

∮ 2π

0

ρ2 − |z|2

ρ2 + |z|2 − 2 cos(θ − t)
φ(w + ρeiθ)dθ.

Teorema 2.2. ϕ ∈ CR(∂∆(w, ρ)). Togava
a) P∆(φ) ∈ H(∆(w, ρ));
b) P∆(φ)(z)→ ϕ(z0), z0 ∈ ∂∆(w, ρ)vseki p�t, kogato z → z0, z ∈ ∆(w, ρ).
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Dokazatelstvo : Bez da naruxavame obwnostta we sqitame, qe
w = 0 i ρ = 1.

Tv�rdenieto a) sledva ot predstav�neto

P∆(φ)(z) = Re
1

2πi

∮
|ζ|=1

z + ζ

−z + ζ
ϕ(ζ)

dζ

ζ
.

D�snata qast na tova ravenstvo e realnata komponenta na anal-
itiqna v�rhu kr�ga ∆ funkci�.

Po-/natat�xnoto dokazatelstvoto na teoremata se bazira v�rhu
sledvawata
Lema 2.3: a) P (z, ζ) > 0, |z| < 1, |ζ| = 1.
b)

1

2π

∮ 2π

0

P (z, ζ)dθ = 1, |z| < 1.

c) Za vs�ko z0 ∈ ∂∆ i δ > 0 e v�rno

sup
|ζ|=1, |ζ−z0|>δ

P (z, ζ)→ 0 vseki p�t, kogato z → z0, |z| < 1.

Tv�rdenieto a) e oqevidno, a b) sledva ot ravenstvoto

1

2π

∮ 2π

0

P (z, ζ)dθ =
1

2πi
Re

∮
|ζ|=1

z + ζ

ζ − z
1

ζ
dζ.

Za c) imame:

P (z, ζ)|ζ−z0|>δ ≤
1− |z|2

δ − |z0 − z|2
→ 0.

Tv�rdenieto c) sledva vednaga ot tazi ocenka Q.E.D.

Dokazatelstvo na Teorema 2.2; Neka z0 ∈ ∂∆.Fiksirame proizvolno
qislo ε > 0. T�rsim δ > 0 takova, qe

|P∆ϕ(z)− ϕ(z0)| < ε

vseki p�t, kogato
|z − z0| < δ.

Imame, s�glasno a)

|P∆ϕ(z)− ϕ(z0)| = |P∆ϕ(z)− ϕ(z0)
1

2π

∮
P (z, ζ)dθ| =

2



| 1

2π

∮ 2π

0

ρ2 − |z|2

ρ2 + |z|2 − 2ρr cos(θ − t)
(φ(eiθ)− φ(z0))|. (1)

Neka qisloto M ≥ max (1,maxz,w∈∂∆|ϕ(z)−ϕ(w)|;, fiksirame sega
ε1 < ε/4Mπ. Ot neprek�snatostta na ϕ v�rhu ∂∆ sledva s�westvu-
vaneto na δ1, takova, qe

|φ(ζ)− φ(z0)| < ε1, ako|ζ − z0| < δ1. (2)

Ot druga strana, spored c) ot lema 2.3,

sup
|ζ−z0|>δ1

P (z, ζ) < ε1, ako |z − z0| < δ2, δ2 − dostat�qno malko. (3)

Ponatat�k we razgle�dame takiva z ∈ ∆,qe |z − z0| ≤ min (δ1, δ2).
Predstav�me sega integrala ot (1) kato suma na dva integrala:
I1 : |ζ − z0| < δ,iI2 : |ζ − z0| > δ. Za I1 i I2 imame, syotvetno

|I1| ≤ ε1

∫
|ζ−z0|≤δ

P (z, eiθ)dθ ≤ ε1,

|I2| ≤ ε1M2π

Tv�rdenieto sledva ot proizvolnostta na izbora na qisloto ε1.
Q.E.D.
Teorema 2.3.-Formula na Poisson. h ∈ H(∆(w, ρ)) i z = w+reit, r <
ρ. Togava

h(z) = P∆h(z) =
1

2π

∮ 2π

0

ρ2 − |z|2

ρ2 + |z|2 − 2 cos(θ − t)
h(w + ρeiθ)dθ. (4)

V�rna e i obratnata teorema, imenno
Teorema 2.4. Neka h ∈ C(∆(w, ρ) i neka navs�k�de v ∆(w, ρ) e v�rna
formulata (4) na Poason za srednite sto�nosti. Togava h ∈ H(D).

Exercise 1. Neka h ∈ H(∆) i f ∈ A(∆) e funkci�, takava, qe
Ref = h v�rhu ∆ (v�.Teorema 1.2.) Togava

f(z)− f(0) =
1

2π

∮ 2π

0

2z

ζ − z
h(ζ)dθ, ζ = eiθ.
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