FESTSTELLUNGSPRUFUNG in HM2

FDIBA - TU, WS 2007/08 Name:

INFORMATIK Immatrikulationsnummer:

Aufgabe 1: Zu losen sei, durch Anwendung der Transformation von Laplace,
das Anfangswertproblem 9Pp.

u® (t) —u(t) = /Ot 72 cos(t — 7)dr, u®(0) = u®(0) = u(0) = 1.

Aufgabe 2: Finde die allgemeine Losung der Differentialgleichung 8P.
22u®(2) — 3zuM(2) + 3u(z) = zlnz, = > 0.

Aufgabe 3: Sei

taﬂa $2+<y—1)2<1,y7é0
= ) -
f(:L‘,y) {O, y:(],

Zu beweisen sei, daf} f(z,y) stetig in D := {2? + (y — 1)*> < 1} \ (0,0) und
nicht stetig im Nullpunkt ist. 9P.
Aufgabe 4; Berechne, durch Anwendung der Methode von Lagrange, die
Entfernung der Ebene « : 3x — 2y — 62 = 56 zum Nullpunkt. 6P.

Aufgabe 5: a) Zu Losung sei, durch Anwendung der Potenzreihenmethode,
das Anfangswertproblem 4P.

xu(5)(x) +u(z) =1+2z+ 2% u(0) = 1,u(4)(0) =1

b) Bestimmen Sie, im Fall von Lésbarkeit, den Konvergenzradius der
formellen Losung. 4P.

Aufgabe 6: Sei
u'(z) = Au(z), u(r) : R — R?,

wobei
1, 1, =2
A=1 0 2, =2
1, -1, -1
a) Zu l6sen sei das Anfangswertproblem 4P.
u(0) = (1,1,1)%.
b) Motiviere den Losungsweg. 4P.
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Aufgabe 1: Gegeben sei die Differentialform
D(x,y) = 2(x + u)dr + 2z + 2u — 2zu — 2* — u?)du.

a) Beweise, daf} sie integrierenden Faktor p(z,u) = w(z + u) besitzt. 4P

b) Lose in impliziter Form die Gleichung 4P.
D
%:O, ule —2) = 2.

Aufgabe 2: Finde die allgemeine Losung der Differentialgleichung 8P.
22u® (z) — 3zu® (2) 4+ 3u(zr) = zInz, z > 0.
Aufgabe 3: Sei

tane g2 4 (y 12 <1,y #0
f(fcay):{oy w=1) V7

y =0,

Zu beweisen sei, daf f(z,y) stetig in D := {2? + (y — 1)> < 1} \ (0,0) und
nicht stetig im Nullpunkt ist. 8P
Aufgabe 4; Berechne, durch Anwendung der Methode von Lagrange, die
Entfernung der Ebene « : 3z — 2y — 62 = 56 zum Nullpunkt. 6P
Aufgabe 5:

a) Zu Losung sei, durch Anwendung der Potenzreihenmethode, das An-
fangswertproblem oP

(@) +u(z) = 1+ + 2%, u(0) = 1,u(0) = 1.

b) Bestimmen Sie den Konvergenzradius der formellen Lésung. 3P
Aufgabe 6: Sei
u'(z) = Au(x), u(r) : R — R

wobei
1, 1, =2
A=1 02 =2
1, -1, -1
a) Zu l6sen sei das Anfangswertproblem 5P.
u(0) = (1,1,1)T.
b) Motiviere den Losungsweg. 5P.



Losungen
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1. Losung: 1. Die Anwendung der traditionellen Laplace Transformation
fithrt zu:

(s = 1)L(u) =1+ s+ s* + L(t*)(s)L(cos t)(s),

oder

1 2 S 1
L(u)zzs—l+582+1s3—1'

Daraus folgt

111 1 » B
u=2L <§$2—|—1S—1(8+%)2—}-%>+£ (8—1)—
2L (L(e") L(sin t)%ﬁ(e_t/2 sin \/73)5(4)) = 2/V3L. (1)

Die mehrfache Anwendung des Faltungssatzes ergibt

L=”( /0 " sin(t — k)dr)(s)L( /0 e"/? sin(@m)dn)(s) =

,C(/O (/OT e sin(t — Ii)dli)(/o - er/? Sin(?ﬁ)dlﬁ))(s) =
Abschlieflend (vergl.(1)) ist

u(t) = % /0 ¥ /0 " eRsin(r — 1)ds /O T sin(§f<;)dn) ar

15min
1. Losung: (2. AM). a) Gesucht ist integrierender Faktor pu(w(x,y)), wobei

w(z,y) = (x+y).
Die Funktion p muf}; wenn sie existiert, folgende Gleichung erfillen:

d P,—Q,
G _ / B0 (2)
dw w,Q — Pw,
Wir miiflen eine geeignete Funktion w(x + y) finden, sodafl die letzte Gle-
ichung stimmt. Versuchen wir zundchst mit w = (x + y)k, k=1,2,---. Aus
(2) folgt
P,—Q, 2 z+y 21
———dw = = = ——dw.
w,Q — Pw, v k(z+ y)kH kw

3



Damit ist

dp 2/1d

- = —dw

dw E] w
1

also ist 1
p(w) = exp(E In E)
Letztere gilt fii alle £k = 0,1,---. Wir wahlen £ = 1 aus. Dann bekommen
wir als geeignete Losung
1
T, y) = :
) (x+y)°
10 min
b) Es gilt
(e = )Y() + =0
— x pr—
Tty Y r+y

zu losen. Die Exakzheit mufl nicht untersucht werden, denn p ist integrieren-
der Faktor.
Sei F' eine Stammfunktion. Aus der definitionsgleichung erhalten wir

Flaw) = [ o+ Cy) = (o +9) + (o)

Aus F, = @ folgt

2 2
+ C'(u) =

r+y x4y

- 17 (3)

was weiter

C(u) = C —u, C = Const
ergibt. Aus dem Letzteren und (2) erhalten wir
F(z,y)=In(z+y)* —y+C.
Der Wert der Konstante C' ergibt sich aus den Anfangsbedingungen.
F(2,e—-2)=0,—=2In(24+e—-2)—2+C =0,

also
F(z,y) =2n(z +y) —y.

Die gesuchte Losung y(z) ist die Funktion, die implizit durch die letzte Gle-
ichung bestimmt wird (Satz iiber implizite Funktionen).
10 min



2. Lésung: Setze u(r) = 2*; gesucht wird die Zahl \. Wie bekannt, fiithrt
dieser Ansatz zu der Gleichung

AN —1)(A—2) =3\ +3=0. (4)

Die Nullstellen sind wie folgt:A = —1,1,3. Demnach sind die linear un-
abhéngigen Losungen der homogenen Differentialgleichung die Funktionen

1 1

u () = 27t ug(x) = 2, us(z) = 2°, ¢ > 0. (5)

Wenden wir jetzt den Ansatz x = ' an. Dadurch wird die Funktion u(z)
zu v(t), u(e') := v(t). Dieser Ansatz transformiert weiter den urspriinglichen
Differentialoperator zu

D(v) = te. (6)

Wie bekannt, erweisen sich dann die in (4) entstandenen Nullstellen als die
charakteristischen Nullstellen des charakteristischen Polynoms von (6). Das
Polynom ist also

P(A\) =\ =3\ —A+3

und, den Operator rekonstruieren, ekommen wir
D(v) = v® — 300 — @ 4 30 = te'.

Es gilt, eine partikulare Losung n des Letzteren zu finden. Wenden wir den
Ansatz vom Typ der rechten Seite, kommen zu

1
n(t) = —gtzet.

Die allgemeine Losung ist folglich
1
u(z) = Cro~t + Cox® + Cza® — g(ln z)’a

15 min

3. Losung: Offenbar ist die Funktion f(z,y) tberall im offenen Gebiet

stetig, denn in dieser Punktmenge ist der Nenner verschieden von der Null.

Um den Punkt (0,0) zu erdértern, untersuchen wir das Verhalten der Funk-
tionenfolgen fiir zwei verschiedene Folgen {(x,,y,)} — 0. Ist

Tn =Yn = —,
n

so gilt
tanl/n  sinl/n 1
1/n  1/n cosl/n

— 1, n — oo.

3



Ist nun z,, = 1/n? y = 1/n?, so ist % — 00. Beider ist aber verschieden

von dem vorgegeben Wert der Funktion in (0,0). Damit faellt die Stetigkeit
im Nullpunkt aus. Smin
4. Lo6sung: Gesucht wird der minimale Wert der Funktion F(z,y,z) :=

22 4+ 2 + 22 auf der Menge « : 3z — 2y — 62 = 56. Um die Rechnerei zu
erleichtern, suchen wir nach min ,(z? + y* + 2?). Wie setzen f(z,y,z2) :=

(22 4 y* + 22. Offenbar gilt

v/ min o f(z,y,2) = min ,F. (7)

Weiter folgen wir der Methode von Lagrange.

L(z,y,z,\) =22+ y?2+ 22 — A3z — 2y — 62 — 506).

Die Gleichungen

oL oL L oL

— = = —— = — =0
or Ody 0z O\
ergeben
—2r =3y = 2. (8)
Nun setzen wir
z = 6p,
folglich ist
T = =3, y =24 (8)
Aus 6&% = 0 folgt, dass
56
= "o

Aus (7) und (8) folgt nun

\/mmaF:Vﬂ§%@+3z+?y:&

10min
5. Losung: Setze

= E cpx”

w(0) =co =1, (0) =¢; = 1.

Dabei ist
Das Einsetzen in die Gleichung ergibt

co + Z((n + D)ncpg +cp)a™ =1+ 2+ 2°.

n=1



Von hier bemerk man sofort, dass das Anfangswertproblem lésbar ist. Das
ware nicht der Fall, wenn in den Anfangsbedingungen ¢y # 1 ware. Vergleicht
man die Koeffizienten fiir z, 22, bekommt man

2co + ¢4 =1, —cg =0
23c3+ca=1, —rc3=-1/6
Ist n > 3, so folgt
Cn
n(n+1)
Durch Anwendung der mathematischen Induktion folgt daraus die Rekur-
sionsformel, ndmlich

Cnt+1 = —

2

a1 = (—1)'————.
i1 = (1) nl?(n+1
Der Konvergenzradius R wird nach der H’Adamarschen Formel

1

"~ lim SUp,,_,o0 |Cnl

1/n
berechnet. In unserem Fall ist

limsup e, = lim |eo|"" =0,

n—oo

also R = o0. 10min



